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内 容 提 要 


本 书 属 普通 高 等 教育 “十 一 五 "国家 级 规划 教材 ,是 "高 等 教育 百 门 精品 课程 教材 建设 计 
划 " 的 研究 成 果 ,是 根据 教育 部 力学 教学 指导 委员 会 非 力 学 类 专业 力学 基础 课程 教学 指导 分 
委员 会 制定 的 《结构 力学 课程 教学 基本 要 求 》, 在 第 1 版 的 基础 上 修订 而 成 的 。 第 1 R| CA J 
力 程 ( 1 )》《 结 构 力学 教程 ( 下)》] 是 面向 21 世纪 课程 教材 , 获 2002 年 全 国 普通 高 等 学 
校 优秀 教材 -等 奖 , 以 本 套 书 为 基础 的 教学 实践 获 2001 年 国家 级 教学 成 果 一 等 奖 , 并 被 评 为 
2003 年 度 国家 精品 课程 。 第 2 版 采用 了 新 的 编排 方式 :首先 把 全 书 内 容 明 确 地 区 分 为 基本 
内 容 与 增 选 ,专题 内 容 ,然后 将 这 两 部 分 内 容 分 别 编 成 《结构 力学 | 一 一 基本 教程 )( 简 称 卷 
1 ) 和 《结构 力学 中 一 一 专题 教程 (简称 卷 上 | )。 基 本 教程 着 眼 于 为 课程 打 好 基础 ,落实 课程 
的 基本 ;专题 教程 着 眼 于 扩大 和 提高 ,各 校 可 根据 实际 情况 选择 其 中 不 同 层次 的 增 选 和 
专题 内 容 ,不 拘 一 格 地 提升 教学 水 平 ， 

全 书 共 17 章 ,分 为 卷 上 和 卷 由 。 本 书 为 4 结构 力学 1 基本 教程 》, 共 10 章 ,主要 内 容 
包括 静 构 分 析 , 超 静 定 结构 分 析 ,矩阵 位 移 法 ,动力 计算 基础 等 。 

本 书 ( 卷 1 ) 后 附 有 《结构 力学 求解 器 》 光 盘 1 张 , 其 中 包括 结构 力学 求解 器 ,平面 刚 架 程 
序 的 框图 设计 和 源 程序 。 另 外 ,与 本 书 配套 的 有 《结构 力学 网 络 课程 》《 结 构 力 学 学 习 指 导 》 
和 《结构 力学 电子 教案 》( 中 、 英 文 版 )， 配 套 的 教学 软件 充分 发 挥 多 媒体 的 先进 表现 手段 , 营 
造 一 种 良好 的 学习 环 境 , 既 可 使 工科 学 生 在 网 络 环境 下 自主 ,完整 ,系统 地 学 习 结构 力学 课 
程 ,也 可 作为 从 事 土 建 ,水 利 ,力学 等 领域 工程 技术 人 员 知 识 更 新 的 自学 环境 。 

本 书 可 作为 高 等 学 以 十 建 ,水 利 . 妃 学 等 专业 结构 力学 课程 的 教材 ,也 可 供 有 关 工 程 技术 
人 员 参 考 


2; 
本 电子 书 由 网 友 71775443542, R 整理 
仅 供 学 习 交 流 
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本 书 第 2 版 是 第 1 版 的 传承 和 发 展 。 具 有 以 下 特点 : 

一 、 传 承 原 有 编写 风格 

继续 保持 “ 打 好 基础 ,脉络 清晰 ,理论 联系 实际 ,符合 认识 规律 "的 编写 方针 。 
继续 发 扬 纸 质 教材 与 电子 教材 的 互补 作用 ,以 《结构 力学 求解 器 ?为 工具 ,提高 学 
生 利用 计算 机 分 析 结 构 的 能 力 。 继 续 加 强 能 量 原理 与 方法 论 等 方面 的 教学 内 
容 , 提 高 学 生 的 理论 水 平和 科学 素质 。 

二 、 采 用 新 的 编排 方针 

第 2 版 采用 新 的 编排 方针 :首先 把 全 书 内 容 明确 地 分 为 基本 内 容 与 增 选 、 专 
题 内 容 两 部 分 ,然后 将 基本 内 容 编 成 结构 力学 工 一 一 基本 教程 ;将 增 选 专题 内 
容 编 成 结构 力学 下 一 一 专题 教程 。 

在 第 2 版 里 , 卷 工 与 卷 开 的 分 工 是 非常 明确 的 。 卷 工 只 包括 课程 教学 的 基 
本 要 求 。 对 全 国 各 校 来 说 ,课程 教学 的 基本 要 求 应 当 是 统一 的 ,是 “ 死 " 的 。 其 目 
的 是 保证 课程 的 基本 教学 质量 ,或 者 说 是 “保底 ”。 卷 下 包含 一 些 各 具 特 色 的 增 
选 .专题 内 容 , 在 "保底 ”的 基础 上 ,和 名校 可 根据 名 自 情况 自行 选用 。 对 全 国 高 校 
来 说 ,这 些 增 选 专题 内 容 应 当 是 不 掏 一 格 的 ,是 “ 活 " 的 。 这 种 在 "保底 "基础 上 
不 拘 一 格 的 增 选 和 提升 ,可 以 比喻 为 开花"。 概 括 地 说 ,“ 卷 工 保底 , 卷 且 开花 ”， 
这 就 是 新 版 采用 的 新 的 编排 方针 。 

要 “开花 ", 必 先 “ 保 底 "。“ 保 底 " 是 硬 任务 “开花 "是 活 功夫 。 一 硬 一 活 , 才 
会 形成 既 有 扎实 功底 而 又 充满 活力 的 学 习 景 象 。 我 们 希望 ,体现 “保底 一 开花 ” 
精神 的 第 2 版 教材 将 会 更 好 地 适应 我 国 技术 基础 课程 教学 发 展 的 需求 ,适应 不 
同 高 校对 教材 类 型 的 多 样 性 需求 。 

继 第 1 版 之 后 ,第 2 版 书稿 又 得 到 西安 建筑 科技 大 学 刘铮 教授 的 审阅 和 指 

欣 笑 甫 藏 铁路 全 线 通车 , 特 以 拉萨 河 特大 铁路 桥 的 倩影 作为 封面 ,以 读 喜 庆 。 

本 书 封面 照片 由 拉萨 指挥 部 宣传 部 干 章 林 先 生 提供 ,在 此 表示 感谢 。 

县 请 批评 和 指正 。 


作 者 
2006 年 夏 于 清华 园 
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教材 建设 是 一 项 需要 长 期 积累 而 又 不 断 翻新 的 工作 , 既 要 狂 而 不 会、 精益 求 
精 , 又 要 善于 探索 、 有 所 创新 。 本 书 是 在 清华 大 学 四 十 多 年 结构 力学 教材 建设 和 
近 几 年 教学 改革 实践 的 基础 上 编写 的 ,主要 想 在 以 下 几 个 方面 作 些 新 的 尝试 和 
安排 : 

一 、 由 一 本 书 扩充 为 三 书桌 立 。 由 于 结构 力学 计算 机 化 的 进程 日 新 月 异 ， 
以 及 在 计算 机 化 的 形势 下 结构 定性 分 析 的 能 力 培养 日 益 显得 更 为 重要 ,因此 除 
编写 一 本 《结构 力学 教程 ) 侧 重 于 经 典 结构 力学 的 基本 理论 和 基本 方法 外 ,还 拟 
编写 两 本 配套 教材 , 即 《程序 结构 力学 ) 及 “定性 结构 力学 ", 分 别 侧重 于 计算 机 方 
法 和 定性 分 析 方 法 。 三 书 鼎 立 , 相 互 呼应 ,以 期 适应 新 世纪 、 新 形势 的 新 要 求 。 

二 、 为 计算 机 化 提供 新 的 基础 知识 和 新 工具 。 在 为 矩阵 位 移 法 配置 的 计算 
机 程序 方面 ,有 FORTRAN 77 程序 ,Fortran 90 程序 。 此 外 ,还 引入 作者 教学 和 
科研 成 果 《 结 构 力 学 求解 器 》 作 为 新 工具 ,提高 解 算 大 型 结构 复杂 结构 的 例题 、 
习题 的 能 力 , 开 拓 教 学 内 容 的 广度 和 深度 ,利用 动画 显示 ,提高 对 结构 性 能 的 感 
性 认识 。 

三 、 将 虚 功 -能 量 方法 贯通 全 书 , 提 高 理论 水 平 。 以 前 的 结构 力学 教材 也 
讲 一 点 虚 功 一 能 量 方法 ,但 讲 得 太 晚 , 太 集中 ,学 与 用 离 得 太 远 。 针 对 这 种 情况 ， 
本 书 改 为 "提前 讲 、 分 段 讲 .就近 用 "的 作法 ,以 便 收 到 “由 浅 入 深 、 分 散 难 点 .学 了 
就 用 .便于 生根 "的 效果 ,从 而 进一步 提高 理论 水 平 。 计 算 机 化 不 仅 不 排斥 力学 
理论 ,而 是 更 加 需要 力学 理论 的 指导 ,呼唤 力学 理论 的 深化 。 

四 、 注 意 培养 思维 能 力 和 科学 素质 。 为 了 把 力学 方法 上 升 到 方法 论 的 高 
度 , 在 书 中 专门 写 了 四 节 : 

@ 方法 论 (1) 一 一 学 习 方法 (第 1 章 )。 

@ 方法 论 (2) 一 一 静 定 结构 部 分 (第 6 3). 

@ 方法 论 (3) 一 一 超 静 定 结构 部 分 (第 12 章 )。 

@ 方法 论 (4) 一 一 结构 力学 之 道 (最 后 一 章 )。 
为 了 指导 学 习 和 启发 思考 ,专门 写 了 两 章 * 总 论 ", 分 别 对 静 定 结构 和 超 静 定 结构 
两 大 部 分 内 容 进 行 融会 贯通 的 梳理 和 开 冰 视野 的 指点 ;几乎 每 一 章 都 专门 写 了 
“小 结 "” 和 "思考 与 讨论 "两 节 , 引 导读 者 跨 进 更 广 的 思考 空间 。 

五 适当 更 新 内 容 。 除 了 删 去 和 压缩 比较 陈 昌 的 内 容 外 ,还 注意 扩大 专业 
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覆盖 面 ,新 加 上 悬案 、 空 间 结构 等 内 容 ,适当 介绍 一 些 科研 成 果 , 包 括 作 者 新 近 的 部 
总 的 来 说 ,“ 守 本 翻新 "是 本 书 的 编写 方针 。 守 本 ,是 指 继续 保持 “ 打 好 基础 ， 
脉络 清晰 ,理论 联系 实际 ,符合 认识 规律 "的 编写 风格 。 翻 新 ,是 指 进 行 一 些 经 过 
初步 实践 的 新 尝试 ,包括 上 面 提 到 的 五 点 。 
本 书 内 容 各 校 可 根据 具体 教学 要 求 选用 , 带 * 号 者 为 选 学 、 提 高 内 容 。 
本 书稿 请 西安 建筑 科技 大 学 刘铮 教授 和 东南 大 学 单 建 教授 审阅 ,在 审阅 中 
提 了 不 少 宝贵 意见 。 清 华 大 学 雷 钟 和 教授 提供 了 本 书 部 分 思考 题 及 习题 , 张 玉 
良 副教授 提供 了 FORTRAN 77 程序 的 初稿 。 作 者 谨 向 他 们 表示 庄 心 的 感谢 。 
欢迎 批评 , 恩 请 指正 。 


作 者 
1999 年 冬 于 清华 园 


主要 符号 表 说 明 


在 实施 国家 标准 (GB 3100 一 3102 一 93)《 量 和 单位 》 的 过 程 中 ,为 保证 国家 
标准 和 现 有 惯例 的 衔接 ,本 书 作 如 下 说 明 ,请 读者 注意 。 

1. 国家 标准 规范 的 物理 量 、 名 称 和 符号 , 按 国 家 标准 使 用 ,注重 量 的 物理 属 
性 。 如 ,以 前 称 剪 应 变 ( 剪 切 角 )7y, 现 改称 切 应 变 ; 又 如 ,各 种 力 (包括 荷载 、 反 力 
和 内 力 ) 都 用 下 作为 主 符号 ,而 将 其 特性 以 下 标 ( 上 标 ) 表 示 ; 等 等 。 

2. 对 于 在 结构 力学 中 广泛 使 用 的 广义 力 (包括 力 与 力 偶 矩 力矩) 和 广义 位 
移 ( 包 括 线 位 移 与 角 位 移 ) ,为 了 体现 其 广义 性 (有 时 还 有 未 知性 ) ,考虑 到 全 书 叙 
述 的 统一 和 表达 的 简洁 、 完 整 ,本 书 仍 沿用 X( 多 余力 未 知 力 )、A 和 8( 位 移 )、 
c( 支 座位 移 ) 等 广义 物理 量 。 至 于 它们 在 具体 问题 中 对 应 的 量 和 相应 单位 , 则 视 
具体 问题 而 定 。 

3. 在 结构 力学 中 经 常 应 用 “单位 量 " 的 概念 ,如 单位 力 X= AAR F, 
=1, 单 位 位 移 A= 工 等 。 现 以 单位 力 X= 工 为 例 加 以 说 明 。 单 位 力 X=1 是 一 
种 简称 ,详细 地 说 ,是 指数 值 为 1 而 其 量 纲 指数 都 为 零 ( 量 网 并 不 为 零 , 量 纲 为 
一 ) 的 特定 广义 力 叉 =1( 这 里 ,六 与 X 在 数值 上 相等 ,但 量 纲 不 同 。 义 是 一 个 量 
网 一 的 量 , 以 前 称 为 无 量 纲 量 )。 单 位 量 的 概念 主要 用 于 求 比例 系数 (或 称 影响 
系数 )。 仍 以 力 X 引起 业 量 M 的 情况 为 个 ,二 者 的 比例 系数 为 M-Y. ER 
性 问题 中 ,比例 系数 是 一 个 重要 的 概念 。 

4. 本 教材 中 某 些 符号 及 有 关公 式 运 算 中 的 单位 表示 ,考虑 以 往 教材 的 习惯 


和 结合 工程 实际 运算 的 方便 , 作 了 必要 的 处 理 。 具 体 情 况 在 本 教材 的 相应 处 已 
有 说 明 。 
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面积 

振幅 

支 座 广义 位 移 . 粘 滞 阻 尼 系 数 
弯 失 传递 系数 

临界 阻尼 系数 

结 间距 离 

弹性 模 量 

势能 

余 能 

拱 高 . 矢 高 .工程 频率 

集中 荷载 

荷载 向 量 

水 平 推力 

水 平 (zx) .垂直 (>) 方 向 的 分 力 
轴 力 

轴 力 在 水 平 (zx) 垂直 (y) 方 向 的 分 力 
剪 力 

截面 左右 的 剪 力 

固 端 剪 力 

欧 拉 临界 荷载 

临界 荷载 

极限 荷载 

可 破坏 荷载 

可 接受 荷载 

弹性 力 

惯性 力 

阻尼 力 
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广义 反 力 、 反 力 合力 

局 部 坐标 系 下 单元 杆 端 力 向 量 
整体 坐标 系 下 单元 杆 端 力 向 量 
局 部 坐标 系 下 单元 固 端 力 向 量 
整体 坐标 系 下 单元 固 端 力 向 量 
切 变 模 量 

线 刚度 

WHER 

单位 矩阵 

刚度 系数 , 切 应 力 分 布 不 均匀 系数 
局 部 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 
整体 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 
结构 刚度 矩阵 

质量 

线 分 布 质量 

质量 矩阵 

力矩 DBE BE 

ASE 

RRSE 

HEIRE E 

形 函 数 矩 阵 

均 布 荷载 集 度 
广义 荷载 .广义 力 
单元 结 点 荷载 向 量 
结构 结 点 荷载 向 量 

均 布 荷载 集 度 

半径 

半径 、 反 力 影 响 系 数 

转动 刚度 

时 间 

周期 .动能 

坐标 转换 矩阵 

应 变 能 

荷载 势能 
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水 平 位 移 

竖 向 位 移 . 挠 度 .速度 

应 变 能 密度 

应 变 余 能 密度 

应 变 余 能 

Ji it A h BE . 弯 昌 截面 系数 

广义 未 知 力 ,广义 多 余 未 知 力 

位 移 幅 值 向 量 、 主 振 型 向 量 、 主 振 型 矩阵 
位 移 


速度 


加 速度 


影响 线 量 值 

线 膨 胀 系数 、. 初 相 角 
动力 系数 
广义 未 知 位 移 

位 移 向 量 
单元 杆 端 位 移 向 基 

和 柔 度 系 数 位移 影响 系数 
线 应 变 

力矩 分 配 系数 

曲率 

弦 转 角 

平均 切 应 变 

截面 的 转角 .干扰 力 频率 
阻尼 比 

强度 极限 

届 服 应 力 

极限 应 力 

圆 频率 
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学 习 方 法 
结构 力学 求解 器 简介 


几何 构造 分 析 的 几 个 概念 … 
平面 儿 何 不 变 体系 的 组 成 规律 
平面 杆 件 体系 的 计算 自由 度 … 
在 求解 器 中 输入 平面 结构 体系 
用 求解 器 进行 几何 构造 分 析 


s3s 静 定 结构 的 受 力 分 析 …………… 0 
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$1-1 结构 力学 的 学 科 内 容 和 教学 要 求 


1. 结构 

建筑 物 和 工程 设施 中 承受 ,传递 荷载 而 起 骨架 作用 的 部 分 称 为 工程 结构 , 简 
称 为 结构 。 房 屋 中 的 梁 柱 体系 ,水 工 建筑 物 中 的 闸门 和 水 坝 , 公 路 和 铁路 上 的 桥 
梁 和 隧洞 等 ,都 是 工程 结构 的 典型 例子 。 

从 几何 角度 来 看 ,结构 可 分 为 三 类 : 

(1) 杆 件 结构 一 这 类 结构 是 由 杆 件 所 组 成 。 杆 件 的 几何 特征 是 横 截 面 尺寸 
要 比 长 度 小 得 多 。 梁 PE His . 刚 架 是 杆 件 结构 的 典型 形式 。 

(D 板 壳 结构 一 这 类 结构 也 称 为 薄 壁 结构 。 它 的 厚度 要 比 长 度 和 宽度 小 得 
多 。 房 屋 中 的 楼 板 和 壳 体 屋 盖 ,水 工 结构 中 的 拱 坝 都 是 板 壳 结构 。 

(3) 实体 结构 一 这 类 结构 的 长 .宽厚 三 个 尺度 大 小 相仿 。 水 工 结构 中 的 重 
力 坝 属于 实体 结构 。 

狭义 的 结构 往往 指 的 就 是 杆 件 结构 ,而 通常 所 说 的 结构 力学 就 是 指 杆 件 结 
构 力学 。 

2. 结构 力学 的 研究 对 象 

结构 力学 与 理论 力学 ,材料 力学 , 弹 塑 性 力学 有 密切 的 关系 。 理 论 力学 着 重 
讨论 物体 机 械 运动 的 基本 规律 ,其 余 三 门 力学 着 重 讨论 结构 及 其 构件 的 强度 、 刚 
BE ,稳定 性 和 动力 反应 等 问题 ,其 中 材料 力学 以 单个 杆 件 为 主要 研究 对 象 , 结 
力学 以 杆 件 结构 为 主要 研究 对 象 , 弹 塑性 力学 以 实体 结构 和 板 沉 结构 为 主要 研 
究 对 象 。 

结构 力学 的 任务 是 根据 力学 原理 研究 在 外 力 和 其 他 外 界 因素 作用 下 结构 的 
内 力 和 变形 ,结构 的 强度 ,刚度 .稳定 性 和 动力 反应 ,以 及 结构 的 组 成 规律 。 具 体 
地 说 ,包括 以 下 几 个 方面 : 

(1) 讨论 结构 的 组 成 规律 和 合理 形式 ,以 及 结构 计算 简 图 的 合理 选择 。 

(2) 讨论 结构 内 力 和 变形 的 计算 方法 ,进行 结构 的 强度 和 刚度 的 验算 。 

(3) 讨论 结构 的 稳定 性 以 及 在 动力 荷载 作用 下 的 结构 反应 。 


第 1 章 a 论 


结构 力学 问题 的 研究 手段 包含 理论 分 析 .实验 研究 和 数值 计算 三 个 方面 。 
实验 研究 方法 的 内 容 在 实验 力学 和 结构 检验 课程 中 讨论 ,理论 分 析 和 数值 计算 
方面 的 内 容 在 结构 力学 课程 中 讨论 。 

在 结构 分 析 中 ,首先 把 实际 结构 简化 成 计算 模型 , 称 为 结构 计算 简 图 ;然后 
再 对 计算 简 图 进行 计算 。 结 构 力 学 中 介绍 的 计算 方法 是 多 种 多 样 的 ,但 所 有 各 
种 方法 都 要 考虑 下 列 三 方面 的 条 件 : 

(1) 力 系 的 平衡 条 件 或 运动 条 件 。 

(2) 变形 的 几何 连续 条 件 。 

(3) 应 力 与 变形 间 的 物理 条 件 (或 称 为 本 构 方 程 ) 。 

结构 力学 的 基本 解法 是 直接 运用 上 述 三 方面 条 件 进行 解 算 的 ,可 称 为 * 平 
衡 -几何 "解法 - 这 些 解法 如 果 采 用 虚 功 和 能 量 形 式 来 表述 , 则 称 为 " 虚 功 -能 
量 "解法 。 

电子 计算 机 的 出 现 , 对 结构 力学 学 科 产生 了 巨大 的 影响 。 过 去 由 于 缺乏 现 
代 化 的 计算 手段 ,结构 分 析 都 是 靠 " 手 算 "。 现 在 情况 不 同 了 ,过 去 无 法 解 算 的 许 
多 大 型 结构 计算 问题 ,现在 已 经 成 为 " 电 算 "中 的 常规 问题 。“ 电 算 " 提 高 了 结构 
力学 解决 问题 的 能 力 ,同时 也 对 结构 力学 提出 了 新 的 要 求 , 即 “ 电 算 "方法 必须 适 
应 * 电 算 " 的 特点 。 因 此 ,一些 与 * 电 算 " 关 系 密切 的 内 容 , 例 如 能 量 原理 .结构 矩 
阵 分 析 ,有限 元 法 , 半 解 析 法 ,结构 分 析 软 件 ,结构 优化 设计 等 ,已 经 在 结构 力学 
中 占据 愈 来 愈 重要 的 地 位 ,在 结构 力学 学 科 领 域 里 形成 了 一 个 新 的 分 支 学 
科 一 一 计算 结构 力学 。 这 就 是 借助 计算 机 采用 数值 方法 解决 结构 力学 问题 的 一 
个 分 支 学 科 。 

3. 课程 教学 中 的 能 力 培养 

在 《结构 力学 课程 教学 基本 要 求 ) 中 提出 了 关于 分 析 能 力 .计算 能 力 、 自 学 能 
力 和 表达 能 力 的 培养 要 求 。 其 要 点 如 下 : 

(1) 分 析 能 力 

在 结构 力学 课程 中 要 培养 多 方面 的 分 析 能 力 ,例如 : 

选择 结构 计算 简 图 的 能 力 一 一 如 何 对 实际 结构 进行 “ 删 繁 就 简 ”, 确 定 其 计 
算 简 图 ,这 是 进行 结构 力学 计算 的 第 一 步 。 在 结构 力学 课程 中 要 初步 培养 这 方 
面 的 能 力 ， 

进行 力 系 平衡 分 析 和 变形 几何 分 析 的 能 力 一 一 对 结构 的 受 力 状态 要 进行 平 
衡 分 析 , 对 结构 的 变形 和 位 移 状态 要 进行 儿 何 分 析 。 这 两 方面 的 分 析 能 力 是 结 
构 分 析 中 的 两 个 看 家 本 领 ,要 在 反复 运用 中 加 以 融会 贯通 ,逐步 提高 ,力求 达到 
能 正确 .熟练 .灵活 运用 的 水 平 。 

选择 计算 方法 的 能 力 一 一 结构 力学 中 的 计算 方法 很 多 ,要 了 解 各 种 方法 的 
特点 和 最 适用 的 场合 ,具有 根据 具体 问题 选择 恰当 计算 方法 的 能 力 。 
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(2) 计算 能 力 

在 结构 力学 课程 中 培养 计算 方面 的 能 力 包含 三 个 方面 :具有 对 各 种 结构 进 
行 计算 或 确定 计算 步骤 的 能 力 ; 具 有 对 计算 结果 进行 定量 校 核 或 定性 判断 的 能 
力 ;初步 具有 使 用 结构 计算 程序 的 能 力 。 在 此 三 项 中 ,计算 能 力 是 基础 一 -不 会 
计算 ,也 就 不 会 校 核 。 不 会 手 算 , 则 电 算是 盲目 的 。 校 核 和 判断 能 力 可 以 说 比 计 
算 能 力 要 更 高 一 层 一 一 校 核 并 不 是 重复 计算 一 遍 , 而 是 要 求 用 另 一 方法 来 核算 。 
这 里 要 求 校 核 者 能 掌握 多 种 算法 并 能 灵活 地 运用 。 判 断 则 要 求 能 用 简略 的 办 法 
确定 计算 结果 的 合理 范围 ,这 里 要 求 评判 老 通 晓 结构 的 力学 性 能 和 各 种 近似 算 
法 。 使 用 计算 程序 的 能 力 日 益 显得 更 加 重要 一 一 不 会 电 算 就 无 法 计算 大 型 问 
题 ,也 无 法 提高 计算 效率 。 

作 题 练习 ,是 学 习 结构 力学 的 重要 环节 。 不 作 一 定数 量 的 习题 ,就 很 难 对 基 
本 概念 和 方法 有 深入 的 理解 ,也 很 难 培养 较 好 的 计算 能 力 。 但 是 , 作 题 也 要 避免 
各 种 盲目 性 。 

(3) 自学 能 力 

自学 就 是 把 别人 的 知识 变 成 自己 的 。 自 学 包含 两 个 方面 ,一 是 消化 已 学 的 
知识 ,二 是 摄取 新 的 知识 。 如 果 把 知识 比 作 一 个 “笔记 本 ”, 也 就 是 说 ,一 是 要 由 
厚 变 注 , 二 是 要 由 游 变 厚 。 

消化 ,就 是 要 把 书本 上 的 结论 用 自己 的 话 来 表述 ,把 黑板 上 的 论证 按照 自己 
的 思路 来 整理 ,把 分 章 分 节 学 来 的 知识 柄 成 整体 ,把 整 章 的 丰富 内 容 提炼 概括 成 
简短 的 几 名 话 ,在 自己 演算 的 习题 本 里 穿插 几 行 杞 记 。 总 之 ,要 把 笔记 本 由 厚 变 
湾 , 把 收集 到 的 珍珠 用 线 串 起 来 ,使 知识 得 到 升华 ,便于 储存 ,便于 驾驭 。 

摄取 ,就 是 逐步 扩大 自己 的 知识 领域 ,把 笔记 本 由 薄 变 厚 。 摄 取 要 有 选择 ， 
扩大 要 围绕 一 个 中 心 。 首 先 要 把 中 心 内 容 扎 扎实 实地 牢固 掌握 ,把 主要 教科 书 
精读 外 研 ,然后 有 选择 地 阅读 参考 书籍 和 资料 ,这 样 ,新 知识 才能 在 原来 的 知识 
结构 上 生根 。 

(4) 表达 能 力 

作业 要 整洁 清晰、 严谨。 

计算 书 要 书写 整洁 ,因为 是 要 给 人 看 的 。 书 写 整洁 ,与 其 说 是 一 种 能 力 , 荆 
宁 说 是 一 种 习惯 ,一 种 郑重 和 负责 任 的 习惯 。 

有 既 要 有 形式 上 的 整洁 ,更 要 有 内 容 上 的 清晰 。 作 题 要 步 又 分 明 , 思 路 清楚 ， 
图 形 简明 ,数据 准确 。 

整洁 和 清晰 ,体现 了 一 种 严谨 作风 。 科 学 是 严谨 的 ,从 事 科学 的 人 要 注意 培 
养 严 谨 作 风 。 
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实际 结构 是 很 复杂 的 ,完全 按照 结构 的 实际 情况 进行 力学 分 析 是 不 可 能 的 ， 
也 是 不 必要 的 。 因 此 ,对 实际 结构 进行 力学 计算 以 前 ,必须 加 以 简化 , 略 去 不 重 
要 的 细节 ,显示 其 基本 特点 ,用 一 个 简化 的 图 形 米 代 符 实 际 结构 ,这 种 图 形 称 为 

选择 计算 简 图 的 原则 是 : 

(0) 从 实际 出 发 一 计算 简 图 要 反映 实际 结构 的 主要 性 能 。 

(2) 分 清 主 次 , 略 去 细节 一 计算 简 图 要 便于 计算 ， 

计算 简 图 的 选择 是 力学 计算 的 基础 ,极为 重要 。 在 下 面 几 章 讨 论 各 种 结构 
时 ,将 说 明 从 实际 结构 到 计算 简 图 的 简化 过 程 。 在 第 12 章 里 ,还 要 对 计算 简 图 
作 补充 讨论 ， 

选取 计算 简 图 时 ,需要 在 多 方面 进行 简化 ,下 面 简要 地 说 明 杆 件 结构 计算 简 
图 的 简化 要 点 : 

1. 结构 体系 的 简化 

一 般 结构 实际 上 都 是 空间 结构 ,各 部 分 相 所 连接 成 为 一 个 空间 整体 ,以 承受 
各 个 方向 可 能 出 现 的 荷载 。 但 在 多 数 情况 下 , 常 可 以 忽略 一 些 次 要 的 空间 约束 
而 将 实际 结构 分 解 为 平面 结 多 , 使 计算 得 以 简化 。 本 书 主要 讨论 平面 结构 的 计 
算 问题 。 当 然 ,也 有 一 些 结构 具有 明显 的 空间 特征 而 不 宜 简化 成 平面 结构 ,在 本 
着 由 中 将 涉及 这 方面 的 内 容 

2. 杆 件 的 简化 

杆 件 的 截面 尺寸 (宽度 ,厚度 ) 通 常 比 杆 件 长 度 小 得 多 ,截面 上 的 应 力 可 根据 
截面 的 内 力 ( 弯 矩 . 铀 力 ,前 力 ) 来 确定 ， 因 此 ,在 计算 简 图 中 , 杆 件 用 其 轴线 表 
示 , 杆 件 之 间 的 连接 区 用 结 点 表示 , 杆 长 用 结 点 间 的 距离 表示 ,而 荷载 的 作用 点 
岂 转 移 到 轴线 上 。 当 哉 而 尺寸 增 大 时 | 例如 超过 长 度 的 二 ) , 杆 件 用 其 轴线 表示 
的 简化 ,将 引起 较 大 的 误差 。 

3. 杆 件 间 连 接 的 简化 

杆 件 间 的 连接 区 简化 为 结 点 。 结 点 通常 简化 为 以 下 两 种 理想 情形 

(1) 饺 结 点 “被 连 接 的 杆 件 在 连接 处 不 能 相对 移动 ,但 可 相对 转动 , 即 可 以 
传递 力 .但 不 能 传递 力矩 。 这 种 理想 情况 ,实际 上 很 难 遇 到 。 木 屋 架 的 结 点 比较 
接近 于 钦 结 点 (图 1- la.b)。 

(2) 刚 结 点 被 连接 的 杆 件 在 连接 处 既 不 能 相对 移动 ,又 不 能 相对 转动 ; 既 
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可 以 传递 力 ,也 可 以 传递 力矩 。 现 浇 钢 盘 混凝土 结 点 通常 属于 这 类 情形 (图 1 —- 
2a.b)。 ` 


(b) 


(a) b) 


H 
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4. 结构 与 基础 间 连 接 的 简化 

结构 与 基础 的 连接 区 简化 为 支 座 。 按 其 受 力 特征 ,一 般 简化 为 以 下 四 种 情 
W: 

(1) 滚 轴 支 座 ”被 支承 的 部 分 可 以 转动 和 水 平移 动 ,不 能 竖 向 移动 (图 1 - 
3a) ,能 提供 的 反 力 只 有 竖 向 反 力 F,。 在 计算 简 图 中 用 一 根 支 村 表示 (图 1 - 
3b)。 


(a) 人 (a) ©) 


; L, | k 


(2) RAE WEHR AEZ , S BE (E 1 - 4a) ,能 提供 两 个 反 
力 F,、F.。 在 计算 简 图 中 用 两 根 相交 的 支 杆 表示 (图 1 一 4b)。 


G) 定向 支 座 ”被 支承 的 部 分 不 能 转动 ,但 可 沿 一 个 方向 平行 滑动 (图 1 - Sa)， 
能 提供 反 力矩 M 和 一 个 反 力 下.。 在 计算 简 图 中 用 两 根 平行 支 杆 表示 (图 1 - Sb)。 


(G) 


(4) 固定 支 座 ”被 支承 的 部 分 完全 被 固定 (图 1 - 6a) ,能 提供 三 个 反 力 F, 
上 .M。 在 计算 简 图 中 可 按 图 1 -6b 表示 。 


© z 中 
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图 1-6 
5. 材料 性 质 的 简化 

在 土木 .水 利 工程 中 结构 所 用 的 建筑 材料 通常 为 钢 ,混凝土 . 砖 . 石 .木料 等 。 
在 结构 计算 中 ,为 了 简化 ,对 组 成 各 构件 的 材料 一 般 都 假设 为 连续 的 ,均匀 的 .各 
向 同性 的 ,完全 弹性 或 弹 塑 性 的 。 

上 述 假设 对 于 金属 材料 在 一 定 受 力 范围 内 是 符合 实际 情况 的 。 对 于 混 凝 
土 .钢筋 混凝土 . 砖 . 石 等 材料 则 带 有 一 定 程度 的 近似 性 。 至 于 木材 , 因 其 顺 纹 与 
横 纹 方向 的 物理 性 质 不 同 , 故 应 用 这 些 假设 时 须 予 注意 。 

6. 荷载 的 简化 

结构 承受 的 荷载 可 分 为 体积 力 和 表面 力 两 大 类 。 体 积 力 指 的 是 结构 的 自重 
或 惯性 力 等 ;表面 力 则 是 由 其 他 物体 通过 接触 面 而 传 给 结构 的 作用 力 , 如 土 压 
力 ,车辆 的 轮 压 力 等 。 在 杆 件 结构 中 把 杆 件 简化 为 轴线 ,因此 不 管 是 体积 力 还 是 
表面 力 都 可 以 简化 为 作用 在 杆 件 轴线 上 的 力 。 荷 载 按 其 分 布 情况 可 简化 为 集中 
荷载 和 分 布 荷载 。 荷 载 的 简化 与 确定 比较 复杂 ,下 面 还 要 专门 讨论 。 

下 面 给 出 儿 个 选取 结构 计算 简 图 的 例子 。 

(1) 图 1-7a 所 示 一 钢筋 混凝土 厂房 结构 , 梁 和 柱 都 是 预制 的 。 柱 子 下 端 
插入 基础 的 杯 口 内 ,然后 用 细 石 混凝土 填 实 。 梁 与 柱 的 连接 是 通过 将 梁 端 和 柱 
顶 的 预 埋 钢板 进行 焊接 而 实现 的 。 在 横向 平面 内 柱 与 梁 组 成 排 架 (图 1- 7b) ,各 
个 排 架 之 间 ,在 梁 上 有 屋面 板 连接 ,在 柱 的 牛 腿 上 有 吊车 梁 连 接 。 
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(a) O) 


计算 上 述 的 厂房 结构 时 ,可 采用 图 1 - 7c 所 示 的 计算 简 图 。 

首先 ,厂房 结构 虽然 是 由 许多 排 架 用 屋面 板 和 吊车 梁 连 接 起 来 的 空间 结构 ， 
但 各 排 架 在 纵向 以 一 定 的 间距 有 规律 地 排列 着 。 作 用 于 厂房 上 的 荷载 ,如 恒 载 . 雪 
载 和 风 载 等 一 般 是 沿 纵 向 均匀 分 布 的 ,通常 可 把 这 些 荷载 分 配给 每 个 排 架 , 而 将 每 
一 排 架 看 作 一 个 独立 的 体系 ,于 是 实际 的 空间 结构 便 简 化 成 平面 结构 (图 1- 7b)。 

其 次 , 梁 和 柱 都 用 它们 的 几何 轴线 来 代表 。 由 于 梁 和 柱 的 截面 尺寸 比 长 度 
小 得 多 ,轴线 都 可 近似 地 看 作 直 线 。 

梁 和 杜 的 连接 只 依靠 预 埋 钢 板 的 焊接 , 梁 端 和 柱 项 之 间 虽 不 能 发 生 相 对 移 
动 ,但 仍 有 发 生 微小 相对 转动 的 可 能 ,因此 可 取 为 铵 结 点 。 柱 底 和 基础 之 间 可 以 
认为 不 能 发 生 相 对 移动 和 相对 转动 ,因此 柱 底 可 取 为 固定 端 。 

(2) 图 1- 8a 所 示 为 水 电站 的 高 压 水 管 ,水 管 支承 在 一 系列 支 托 上 ,从 整体 
看 是 一 个 连续 梁 。 固 定 台 很 重 ,可 看 作 梁 的 固定 端 ,而 支 托 可 看 作 支 杆 。 在 水 管 
自重 和 管内 水 重 作用 下 ,水管 可 按 均 布 荷载 作用 下 的 连续 梁 来 计算 ,计算 简 图 如 
图 1-8b 所 示 

以 上 是 计算 水 管 纵向 应 力 所 取 的 计算 简 图 。 当 计算 环 向 应 力 时 ,由 于 水 管 
很 长 ,日 每 一 截面 所 受 的 水 压力 也 是 一 样 的 ,因而 可 以 截取 一 单位 宽度 的 圆 环 进 
行 计算 ,计算 简 图 示 于 图 1 - 8c。 当 水 管 突然 放空 而 形成 真空 时 ,由 于 外 压 的 存 
在 ,有 形 失 稳定 的 可 能 ,原先 的 圆 环 在 失 稳 后 变 为 椭圆 形 , 故 还 须 验 算 贺 环 在 均 
匀 外 压 作 用 下 的 稳定 性 (图 1- 8d)。 
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四 Fy] 


$1-3 杆 件 结构 的 分 类 


结构 的 分 类 实际 上 是 指 结构 计算 简 图 的 分 类 

杆 件 结构 通常 可 分 为 下 列 儿 类 : 

(1) 梁 。 梁 (图 1-9a) 是 一 种 受 弯 构件 ,其 轴线 通常 为 直线 。 梁 可 以 是 单 跨 
的 或 多 跨 的 。 


(b) 


i j | i: 
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$1-4 荷载 的 分 类 


(2) 拱 “ 拱 (图 1 - 9b) 的 轴线 为 曲线 ,其 力学 特点 是 在 竖 向 荷载 作用 下 有 有 水 
平 支 座 反 力 (推力 ) 。 

(3) 棉 架 。 槽 架 (图 1 - 9c) 由 直 杆 组 成 ,所 有 结 点 都 为 铵 结 点 。 

(4) 刚 架 ” 刚 架 (图 1- 9d) 也 由 直 杆 组 成 ,其 结 点 通常 为 刚 结 点 。 

(5) 组 合 结构 “组合 结构 (图 1 - 9e) 是 术 架 和 梁 或 刚 架 组 合 在 一 起 形成 的 
结构 ,其 中 含有 组 合 结 点 。 

杆 件 结构 可 分 为 平面 结构 和 空间 结构 两 类 。 在 平面 结构 中 ,各 杆 的 轴线 和 
外 力 的 作用 线 都 在 同一 平面 内 ,如 图 1 - 10 所 示 为 一 平面 结构 的 桥架 。 空 间 结 
构 则 不 满足 上 述 条 件 , 图 1 - 11 所 示 为 一 空间 刚 架 ,各 杆 的 轴线 不 在 同一 平面 
内 。 大 多 数 结构 在 设计 中 通常 是 按 平面 结构 进行 计算 的 。 在 有 些 情况 下 ,必须 
考虑 结构 的 空间 作用 。 


除 上 述 分 类 外 , 按 计算 特性 ,结构 又 可 分 为 静 定 结构 和 超 静 定 结构 。 如 果 结 
构 的 杆 件 内 力 (包括 反 力 ) 可 由 平衡 条 件 唯一 确定 , 则 此 结构 称 为 静 定 结构 。 如 
果 杆 件 内 力 由 平衡 条 件 还 不 能 唯一 确定 ,而 必须 同时 考虑 变形 条 件 才能 唯一 确 
定 , 则 此 结构 称 为 超 静 定 结构 。 
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荷载 是 主动 作用 于 结构 的 外 力 ,例如 结构 的 自重 ,加 于 结构 的 水 压力 和 土 讨 
力 。 除 外 力 以 外 ,还 有 其 他 因素 可 以 使 结构 产生 内 力 或 变形 ,如 温度 变化 ,基础 
沉陷 .材料 收缩 等 。 从 广义 上 来 说 ,这 些 因素 也 可 以 称 为 荷载 。 

对 结构 进行 计算 以 前 , 须 先 确 定 结构 所 受 的 荷载 。 荷 载 的 确定 是 结构 设计 
中 极为 重要 的 工作 。 荷 载 如 估计 过 大 , 则 设计 的 结构 会 过 于 笨重 ,造成 浪费 ; 荷 
载 如 估计 过 低 , 则 设计 的 结构 将 不 够 安全 。 确 定 荷载 需要 周密 的 考虑 和 谨慎 的 
工作 。 
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荷载 可 以 根据 不 同 特征 进行 分 类 : 

根据 荷载 作用 时 间 的 久 暂 ,可 以 分 为 恒 载 和 活 载 两 类 。 恒 载 是 长 期 作用 在 
结构 上 的 不 变 荷载 ,如 结构 的 自重 或 土 压 力 。 活 载 是 在 建筑 物 施工 和 使 用 期 间 
可 能 存在 的 可 变 荷载 ,如 楼 面 荷载 .屋面 荷载 .吊车 荷载 . 雪 载 和 风 载 等。 

对 结构 进行 计算 时 , 恒 载 和 大 部 分 活 载 (如 雪 载 . 风 载 ) 在 结构 上 作用 的 位 置 
可 以 认为 是 固定 的 ,这 种 荷载 称 为 固定 荷载 。 有 些 活 载 如 吊车 梁 上 的 吊车 荷载 、 
公路 桥梁 上 的 汽车 荷载 ,在 结构 上 的 位 置 是 移动 的 ,这 种 荷载 称 为 移动 答 载 。 

根据 荷载 作用 的 性 质 ,可 以 分 为 静 力 荷载 和 动力 茶 载 两 类 。 欧 力 位 载 的 数 
量 方向 和 位 置 不 随时 间 变化 或 变化 极为 缓慢 ,不 使 结构 产生 显著 的 加 速 
而 惯性 力 的 影响 可 以 忽略 。 动 力 荷载 是 随时 间 迅 速 变化 或 在 短暂 时 段 内 突然 作 
用 或 消失 的 荷载 ,使 结构 产生 显著 的 加 速度 ,因而 惯性 力 的 影响 不 能 忽略 。 结 构 
的 自重 和 其 他 恒 载 是 静 力 荷载 。 动 力 机 械 运转 时 产生 的 荷载 或 冲击 波 的 压力 是 
动力 荷载 的 例子 。 车 辆 荷载 、 风 载 和 地 震 荷 载 通常 在 设计 中 简化 为 静 力 荷载, 但 
在 特殊 情况 下 要 按 动力 荷载 考虑 。 

荷载 的 确定 ,常常 是 比较 复杂 的 。 荷 载 规范 总 结 了 设计 经 验 和 科学 研究 的 
成 果 , 供 设计 时 应 用 。 但 在 不 少 情况 下 ,设计 者 需要 深入 现场 ,结合 实际 情况 进 
行 调查 研究 ,才能 对 荷载 作出 合理 的 确定 。 
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“ 爱 学 "和 "会 学 "是 有 效 学 习 的 两 块 基石 : 
爱 学 一 一 让 学 习 成 为 一 种 乐趣 和 牵挂 ,让 “阅读 "成 为 " 悦 读 ”, 因 为 "热爱 是 
最 好 的 老师 ”。 


会 学 


学 习 要 讲究 方法 
关于 学 习 方 法 ,首先 想起 的 是 华罗庚 院士 的 形象 比喻 :由 薄 到 厚 , 再 由 摩 到 薄 。 
由 水 到 厚 是 指 知识 的 摄取 和 积累 过 程 ,是 加 法 。 由 厚 到 薄 是 指 知识 的 提炼 
和 提升 过 程 ,是 减法。 在 学 习 中 ,要 会 加 会 减 , 减 法 似乎 比 加 法 更 难 ,更 重要 。 
在 学 习 中 ,还 要 善 问 .会 用 .注意 创新 。 作 学 问 ,要 既 学 又 问 . 和 问 是 学 习 的 一 
把 钥匙 。 学 和 用 要 结合 ,在 学 中 用 ,在 用 中 学 ,用 是 学 的 继续 .检验 和 深化 。 在 学 
习 中 要 有 创新 意识 ,有 所 创新 。 
下 面 先 对 加 减 , 问 .用 和 创新 五 个 方面 展开 些 议论 ,然后 作 两 点 归纳 与 补充 - 
1. 加 法 
(1) 勤 于 积累 
摄取 和 积累 知识 是 培养 能 力 的 基础 ,也 是 研究 创新 的 基础 。 
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HERR KARE ,学 习 要 勤奋 ,要 有 韧性 。 

“一 分 神 来 , 九 分 汗 下 "(郭沫若 ), 学 习 要 舍得 流 汗 , 肯 下 笨 功 夫 。“ 凡 是 有 大 
成 功 的 人 ,都 是 绝顶 聪明 而 肯 作 笨 功 夫 的 人 "(胡适 )。 

(2) 善于 积累 一 一 寻 脉 结 网 

积累 的 知识 要 用 心 梳理 , 寻 出 脉络 ,使 之 条 理化 ;要 左右 联系 ,前 后 呼应 ,使 
之 融会 贯通 , 连 级 成 网 。 这 样 精心 积累 的 知识 才 会 成 为 一 个 脉络 清晰 、 有 主 有 
次 有 日 有 纲 的 知识 网 。 才 便于 储存 ,便于 提取 ,便于 驾驭 。 

顺便 指出 ,在 数学 语言 和 力学 语言 之 间 要 会 翻译 :把 抽象 的 数学 公式 翻译 成 
具体 生动 的 物理 概念 ;把 直观 的 力学 思路 翻译 成 严密 的 数学 程序 。 翻 译 ,实际 上 
是 在 两 点 之 间 连 一 根 线 ,是 结 网 的 基本 环节 。 

“读书 似 水 知 寻 脉 。 "深山 的 小 溪 知 道 去 寻找 水 脉 ,形成 水 网 ,奔流 到 海 。 水 
的 积累 是 这 样 ,知识 的 积累 也 有 点 相似 。 

(3) 善于 积累 落地 生根 

把 别人 的 书本 上 的 知识 变 成 自己 的 ,化 他 为 已 ,这 样 的 知识 才 是 牢靠 的 , 生 
了 根 的 。 牛 吃 草 , 变 成 奶 ,也 就 是 化 他 为 已 。 把 新 学 来 的 知识 融化 在 自己 已 有 的 
知识 结构 上 ,把 * 故 "作为 新 "的 基地 ,使 * 新 "在 * 故 "上 生根 发 芽 成 长 。 

学 习 新 知识 ,不 是 去 "另起炉灶" ,不 是 去 “ 插 上 翅膀 ", 应 当 是 长 出 自己 的 起 
膀 。 要 “不 断根 脉 ,融合 新 机 。” 

2. 减法 

加 法 是 基础 ,减法 是 提升 。 加 减 加 减 , 螺 旋 上 升 。 

会 减法 ,就 是 指 具 有 "由 博 返 约 " 的 能 力 , 或 者 说 ,有 把 厚 书 读 薄 的 能 力 。 回 
想 在 小 学 上 算术 课 , 六 年 读 了 十 二 本 书 , 操 在 一 起 ,也 是 很 厚 的 了 。 经 过 消化 , 现 
在 留 在 脑子 里 的 精华 ,也 就 是 简单 的 几 条 ,这 就 称 为 由 博 返 约 , 把 厚 书 读 薄 了 。 

有 人 说 :学 问 ,就 是 学 习 后 大 部 分 都 忘 了 而 剩 下 的 东西 《老子 》 还 说 ;为 
学 日 益 ,为 道 日 损 。" 指 的 是 :积累 知识 用 加 法 ,提炼 规律 用 减法 。 由 博 返 约 的 能 
力 包含 下 列 几 个 方面 : 

(1) 概括 的 能 力 

把 一 章 内 容 概括 成 三 言 两 语 ,对 一 门 课 理 出 它 的 主要 脉络 ,描写 人 物 能 勾 出 
特征 , 画 龙 会 点 睛 。 

会 概括 ,会 减法 ,是 值得 炫 宁 的 。“ 我 用 十 句 话说 清楚 了 人 家 一 本 书 的 内 容 
以 及 人 家 一 本 书 没有 说 清 的 内 容 ”( 尼 采 的 自 炫 )。 

会 健忘 才 会 真 不 忘 。“ 一 种 健康 的 健忘 , 千 头 万 绪 简化 为 二 三 事 , 留 在 记忆 
里 ,节省 了 不 少 心力 "( 钱 钟 书 )。 

(2) 简化 的 能 力 

盲目 简化 不 分 主 次 , 乱 剪 乱 砍 。 
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合理 简化 一 一 分 清 主 次 , 剪 枝 留 于 。 

选取 结构 计算 简 图 是 结构 力学 的 基本 功 。 不 会 简略 估算 定性 判断 ,是 很 危 
险 的 

郑板桥 写 过 - -出 对 联 ,上 联 是 " 删 繁 就 简 三 秋 树 " 。 树 也 会 简化 。 会 简化 , 才 
会 过 冬 ,帮会 立 于 不 败 之 地 。 

(3) 提纲 帮 领 的 能 力 

学 习 积 累 的 知识 ,要 形成 一 个 知识 系统 ,要 培养 提纲 殷 领 ,统帅 全 局 的 能 力 ， 
达到 纲 举 日 张 .灵活 驾驭 的 上 的。 

一 本 书 中 有 许多 章 , 节 、 知 识 点 ,这些 都 是 “ 目 "。 要 能 够 抓 住 指导 全 书 的 基 
相思 路 ,统率 全 书 的 核心 策略 ,贯穿 全 书 的 那 根 主线 ,这 就 是 “ 纲 "。 举 一 网 而 万 
Hk, 

有 日 有 纲 , 纲 举 日 张 。 这 样 才能 放 得 开 , 提 得 起 。 才 能 进 得 去 ,出 得 来 ,还 能 
深入 浅 出 

(4) 奔 形 取 神 的 能 力 

余 画 小 鸡 二 十 年 ,十 年 得 形似 ,十 年 得 神似 "(齐白石 )。 画 家 讲究 形似 ,更 
党 神 似 ， 讲 究 弃 形 取 神 。 

在 学 习 和 科学 研究 中 同样 要 培养 由 表 入 里 , 弃 形 取 神 的 能 力 : 
个 别 到 一 般 。 低 弃 千差万别 的 个 性 和 特殊 性 , 摘 取 其 中 的 共性 和 普遍 性 。 
具体 到 抽象 。 舍 弃 不 同 问题 的 具体 性 ,提炼 为 一 般 原 理 的 抽象 性 。 
现 象 齐 规律。 舍弃 现 象 的 表面 形态 .洞察 出 深 藏 的 本 质 和 内 在 的 规律 。 
温 故 到 创 新 。 拆 除 旧 观念 的 篇 管 ,标新立异 , 另 辟 新 路 ,开拓 新 途径 和 新 领 


域 

3. #0 

(1) 多 问 出 智慧 

学 习 中 要 多 问 ,多 打 几 个 问号 -“? 像 一 把 铀 匙 ,一 把 开启 心 靡 和 科学 迷 宣 
的 钥匙 

学 习 中 提 不 出 问题 是 学 习 中 最 大 的 问题 。 从 学 生 提 出 的 问题 可 以 了 解 他 学 
习 的 深浅 。 发 现 了 问题 是 好 事 , 抓 住 了 隐藏 的 问题 是 学 习 深 化 的 表现 。 知 惑 才 
能 解 夏 ”学 习 和 研究 就 是 困 感 和 解 惑 的 过 程 。 正 确 敏锐 地 提出 科学 问题 ,是 创 
新 的 开端 - 希 耳 伯 特 (D，Hilbert)1900 年 向 数学 界 提出 了 23 个 有 待 解决 的 问 
题 ( 称 为 Hilbert 问题 ), 一 百年 来 吸引 了 无 数 数学 家 的 自 光 , 为 数学 学 科 开 疆 腑 
土 , 缔 造 了 20 世纪 数学 的 辉 烛 。 

(2) 追问 与 问 自 己 

重 紫 的 问题 杰 抓 住 不 放 , 要 层 层 剥 笋 , 穷 追 紧 和 , 把 深 藏 的 核心 问题 解决 了 ， 
才能 达 旬 * 懈 暗 花 明 " 的 境界 。 这 就 是 提问 中 的 减法 。 淹 河 到 源 , 剥 笋 至 心 。 追 
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到 核心 处 ,大 然 得 贵 通 。 

问 老师 . 问 别 人 ,更 要 问 自己 。 

好 老师 注意 启发 性 ,引导 思考 ,为 学 生 留 出 思考 的 空间 。 学 习 时 更 要 勤 于 思 
考 ,善于 思考 ,为 自己 开辟 思考 的 空间 。 

(3) 提问 题 与 解 问题 

“提出 一 个 问题 往往 比 解决 一 个 问题 更 为 重要 "( 爱 因 斯 坦 )。 

“老师 出 题目 比 学 生 解 答 要 高 明 一 步 。 希 望 我 们 中 国 的 数学 家 出 题目 给 外 
国人 做 ,而 不 是 跟着 外 国人 走 ”( 吴 文俊 ) 。 

(4) 学 问 与 学 答 

应 试 型 教育 ,只 强调 "学 答 "( 对 已 有 答案 的 问题 ,背诵 并 重 述 其 答案 )。 创新 
型 教育 ,要 学 更 要 问 (包括 尚 无 答案 的 问题 )。 

“做 学 问 , 需 学 , 问 。 只 学 答 , 非 学 问 "( 李 政道 ) 

4. 会 用 

学 而 时 习 之 (论语 ) 学 习 = 学 + 习 。 

什么 是 * 习 " ,通常 把 * 习 "理解 为 复习 ,更 准确 些 ,应 把 * 习 "理解 为 用 ,理解 为 
实践 。 练 习 ,实习 ,演习 .习题 .习作 等 都 是 * 习 ”, 也 就 是 用 :应 用 和 实践 。 

“用 "是 "学 "的 继续 ,深化 和 检验 。 与 "学 " 相 比 ,“ 用 "有 更 丰富 的 内 涵 。 

多 面 性 :把 知识 应 用 于 解决 各 式 各 样 的 问题 ,把 单 面 的 知识 化 为 多 面 的 知 
识 。 

综合 性 :处 理 问题 时 ,要 综合 应 用 多 种 方法 和 知识 。 分 门 别 类 地 学 ,综合 优 
选 地 用 。 

反思 性 :正面 学 ,反面 用 。 计 算 时 由 因 到 果 , 校 核 时 由 果 到 因 。 

DEER TE :循规蹈矩 地 学 ,跳跃 式 地 用 。 

灵活 性 :初学 未 用 的 知识 往往 是 呆板 的 ,多 方 应 用 过 的 知识 就 变 活 了 ,用 能 
生 巧 。 

牢固 性 :反复 应 用 过 的 知识 是 牢固 的 ,经 久 难忘 。 

悟性 :学 习 可 以 获得 言传 的 知识 ,应 用 可 以 体验 难以 言传 的 悟性 。 

检验 性 :学 来 的 知识 是 真 懂 , 半 懂 还 是 不 懂 , 考 几 道 题 就 分 辨 出 来 了 。 

“理论 是 灰色 的 ,生命 之 树 常 青 -" 这 句 话 也 可 以 用 来 比喻 学 和 用 的 区 别 ， 

针对 涉及 工程 计算 的 一 些 学 科 的 情况 ,还 要 对 “习题 "和 * 校 核 "两 个 具体 问 
题 作 些 议论 。 

(1) 习题 

做 题 练习 ,是 学 习 工 程 计算 学 科 的 重要 环节 。 不 做 一 定数 量 的 习题 ,就 很 难 
对 基本 概念 和 方法 有 深入 的 理解 ,也 很 难 培养 较 好 的 计算 能 力 。 但 是 做 题 也 要 
避免 各 种 盲目 性 。 例 如 : 
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不 看 书 , 不 复习 ,埋头 做 题 , 这 是 一 种 盲目 性 。 应 当 在 理解 的 基础 上 做 题 , 通 
过 做 题 来 巩固 和 加 深 理解 。 

贪 多 求 快 ,不 求 甚 解 , 这 是 另 一 种 育 目 性 。 有 的 习题 要 精 做 。! 道 题 用 3 种 
方法 做 ,往往 比 用 1 种 方法 做 3 道 题 更 有 收获 。 

只 会 对 答 数 ,不 会 自己 校 核 和 判断 ,这 也 是 一 种 盲目 性 。 要 养 成 校 核 习惯 ， 
学 会 自行 校 核 的 本 领 。 在 实际 工作 中 ,计算 人 员 要 对 自己 交 出 来 的 计算 结果 负 
责 。 这 种 负责 精神 应 当 及 早 培养 。 

做 错 了 题 不 改正 ,不 会 从 中 吸取 教训 ,这 又 是 一 种 言 目 性 。 做 错 了 题 不 改 
正 ,就 是 轻率 地 扔 掉 了 一 个 良好 的 学 习 机 会 。 特 别 不 要 放 过 一 个 似是而非 的 模 
糊 概 念 ,因为 认识 真理 的 主要 障碍 不 是 明显 的 廖 误 ,而 是 似是而非 的 真理"。 错 
了 ,也 要 错 个 明白 。 

(2) 校 核 

计算 的 结果 要 经 过 校 核 。“ 校 核 " 是 "计算 "中 应 有 之 义 。 没 有 校 核 过 的 计算 
上 是 未 完成 的 计算 书 。 

出 错 是 难免 的 。 重 要 的 是 要 会 判断 . 抓 错 和 改 错 。 判 断 是 对 计算 结果 的 真 
伪 性 和 合理 性 作出 鉴定 。 抓 错 是 分 析 错 误 根源 ,指明 错 在 何 处 ,“ 鬼 "在 哪里 。 把 
“ 鬼 " 抓 出 来 。 改 错 是 提出 改正 对 策 ,得 出 正确 结果 。 改 错 不 易 ,判断 抓 错 更 难 。 

关于 判断 和 校 核 ,还 可 分 为 三 个 层次 : 细 校 , 粗 算 和 定性 。 

另 法 细 校 : 细 校 是 指 详细 的 定量 的 校 核 。 细 校 不 是 重 算 一 饥 , 而 是 提倡 用 另 
外 的 方法 来 核算 。 这 就 要 求 校 核 者 了 解 多 种 方法 ,掌握 十 八 般 武器 ,并 能 灵活 地 
运用 ,选用 最 优 的 方法 。 

毛 估 粗 算 : 粗 算是 指 采 用 简略 的 算法 对 计算 结果 进行 毛 估 , 确 定 其 合理 范 
围 。 这 就 要 求 粗 算 者 能 分 清 主 次 , 抓 大 放 小 ,对 大 事 不 糊涂 。 毛 估 粗 算 有 多 种 做 
法 :选取 简化 计算 模型 ,在 公式 中 忽略 次 要 的 项 ,检查 典型 特例 ,考虑 问题 的 极限 

定性 判断 :定性 判断 是 根据 基本 概念 来 判断 结果 的 合理 性 ,而 不 进行 定量 计 
算 。 试 举 力学 中 常用 的 几 个 例子 : 

采用 量 纲 分 析 ,判断 所 列 方程 是 否 有 误 。 

根据 物理 概念 ,看 答案 的 数量 级 和 正 负 号 是 否 正确 。 

根据 误差 理论 ,估计 误差 的 范围 。 

根据 互 等 定理 ,看 计算 结果 是 否 合理 。 

根据 上 下 限定 理 ,看 计算 结果 是 否 出 格 。 

在 渐 近 法 和 和 迭代 法 中 ,判断 结果 是 否 收敛 。 

在 对 称 结构 中 ,检查 结果 的 对 称 性 。 

当 参 数 变化 时 ,看 结果 的 相应 变化 是 省 合理 。 
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在 近似 算法 中 ,判断 所 得 结果 是 偏 于 安全 还 是 偏 于 不 安全 ,并 采用 “前 者 宽 ， 
后 者 严 " 的 不 同 标准 。 

不 细 算 而 能 断 是 非 ,断案 如 神 , 既 快 又 准 , 这 是 总 工程 师 应 具备 的 看 家 本 领 ， 
也 是 每 个 工程 师 和 有 心 人 应 及 早 学 会 的 本 领 。 这 个 “ 神 " 不 是 来 自 天 上 ,而 是 来 
源 于 扎实 的 理论 和 积累 的 经 验 。 

计算 机 引入 结构 力学 后 ,增强 了 进行 大 型 计算 ,分 析 大 型 结构 的 能 力 。 在 大 
型 计算 中 ,如 果 不 会 定性 判断 ,不 会 抓 错 、 改 错 , 那 是 很 危险 的 。 计 算 机 并 不 排斥 
力学 理论 ,而 是 要 求 我 们 更 深 更 活 地 掌握 力学 理论 。 

5. 创新 

科学 精神 的 精 角 是 求实 创新 。 创 新 是 学 习 的 高 境界 。 

(1) 创新 与 破旧 

学 习 既 要 钻 进去 ,洞察 深 藏 的 本 质 ;还 要 走出 来 ,发 现 新 的 天 地 。“ 以 最 大 的 
精力 打 进 去 ,以 最 大 的 勇气 打出 来 "( 李 可 染 )。 破 草 化 蝶 , 破 茧 是 要 有 勇气 的 。 

学 习 不 能 止 于 记 诵 和 模仿 。“ 学 我 者 生 , 似 我 者 死 ^ 齐 白石 )。“ 似 我 ”, 就 是 
从 我 这 里 走 不 出 来 

会 读书 的 人 会 把 书 读 破 ,把 书 中 的 破绽 揭示 出 来 “读书 破 万 卷 , 下 笔 如 有 
神 "(杜甫 )。 只 有 读 破 了 ,才能 读 出 新 意 , 才 会 有 神 来 之 笔 。 

(2) 创新 与 求实 

创新 不 能 违反 客观 规律 。 在 求实 中 创新 ,“ 出 新 意 于 法 度 之 中 "(苏轼 )。 在 
客观 规律 的 容许 之 下 ,创造 力 有 充分 的 自由 活 间 。 

(3) 创新 意识 

创新 意识 要 其 穿 在 整个 学 习 过 程 中 ,在 加 \ 减 、 问 、 用 各 个 方面 都 要 着 眼 于 创 
新 ,有 心 于 创新 。 

加 :在 继承 中 创新 。 每 项 创新 成 果 都 吸取 了 前 人 的 成 果 。 像 牛顿 那样 站 在 
巨人 肩 上 才能 看 得 更 远 。 广 采 厚 积 是 创新 的 基础 。 

减 :在 "去 粗 取 精 , 弃 有 形 取 神 "的 减法 过 程 中 要 注意 “去 "和 * 弃 "。 在 “ 推 陈 出 
新 .破旧 立新 "的 创新 过 程 中 要 注意 “ 推 " 和 * 破 ”"。 二 者 是 相通 的 。 

间 : 在 已 有 知识 中 发 现 疑点 ,感到 困惑 ,是 走向 解 惑 和 创新 的 起 点 。 创 新 是 
善 问 巧 思 的 回报 。 

用 :在 应 用 和 实践 中 对 已 有 知识 进行 检验 ,发现 其 中 的 不 足 而 加 以 改进 ,这 
就 是 创新 。 实 践 为 创新 提供 了 机 遇 。 

6. 小 结 

把 上 面 的 议论 梳理 一 下 ,归结 为 五 句 话 : 

加 一 一 广 采 厚 积 , 织 网 生根 (博学 ) 。 

减 一 一 去 粗 取 精 , 弃 形 取 神 (学 识 ) 。 
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问 一 一 知 惑 解 惑 , 开 启 迷 宫 ( 学 问 ) 

用 一 一 实践 检验 ,多 用 巧 牛 J) 

创新 一 一 更 真理 立 巨 人 启 上 ,出 新 意 于 法 度 之 中 ( 读 破 ) 。 

7.“ 三 境界 "与 “两 不 足 ” 

(1) 学习 的 "三 境界 ” 

第 一 是 读 博 一 一 对 应 于 “加法”. 是 学 习 的 基础 。 

第 二 是 读 薄 和 读 活 一 一 对 应 于 "减法 "“ 善 问 " “会 用 ", 是 学 习 的 提炼 和 提 
Jl 

第 :是 读 破 一 一 对 应 于 "创新 "( 读 出 新 意 ) ,是 学 习 的 升华 和 超越 。 

(2)《 老 子 》 论 博 

“ 博 者 不 知 , 知 者 不 博 "( 老 子 ) 

注解 : 博 是 基础 ,很 重要 ,但 不 是 高 境界 . 有 真知 灼 见 的 是 不 会 停留 在 博 的 
低 境界 的 

(3)《 西 游记 》 的 读 薄 和 读 破 

谈 消 一 一 把 全 书 归结 为 八 个 字 :* 八 十 一动 ,一 部 残 经 "。( 注 :最 后 一 动 的 情 
节 是 ;水怪 翻 船 ,经 书 下 河 ,江岸 师 书 ,经 书 残 破 .) 
读 破 (超出 作者 原意 , 读 出 新 意 ) 一 一 书 ,包括 经 书 , 本 来 就 是 残破 的 。 这 样 
才能 发 展 , 才 有 创新 。( 将 小 说 《西游 记 》 引 申 为 《学 习 方法 论 》 的 形象 化 教材 , 想 
必 是 作者 原先 也 没有 想到 的 。) 

(4) 后 知 * 两 不 足 ” 

经 过 学 习 , 才 情 到 "两 不 足 ": 一 是 自己 已 有 的 知识 还 不 足 ; 二 是 人 类 已 有 的 
知识 还 不 足 。 一 个 足 , 需 读 博 而 读 薄 ;二 不 足 , 需 读 破 以 创新 。 
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把 繁琐 交 给 求解 器 ,我 们 留 下 创造 力 ! 

本 书 所 附 的 《结构 力学 求解 器 》(SM Solver for Windows, 简 称 求解 器 ) 是 一 
个 方 使 好 用 的 计算 机 辅助 分 析 计 算 软件 ( 见 所 附 光 盘 ) ,其 求解 内 容 涵盖 了 本 教 
村 中 所 涉及 的 几乎 所 有 问题 ,包括 二 维 平面 结构 (体系 ) 的 几何 组 成 . 静 定 结构 、 
赵 静 定 结构 ,位移 ,内力 ,影响 线 、 自 由 振动 .弹性 稳定 ,极限 荷载 等 。 对 所 有 这 些 
问题 ,求解 器 全 部 采用 精确 算法 给 出 精确 解答 


出手 骨 结 构 广 学 求解 器 求解 结构 妃 学 问题 不 居于 结构 力学 的 教学 基本 内 容 . 因 此 在 本 书 ( 卷 1 ) 
Jf EDEA EUM: = 开标 .以 供 各 校 选用 
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有 关 求 解 器 的 安装 和 使 用 简介 可 以 参见 软件 光盘 上 的 相关 文档 和 联机 帮 
助 ,这 里 不 作 详细 讲解 。 本 书 很 多 章节 中 会 出 现 如 何 使 用 求解 器 的 内 容 , 供 读者 
酌情 选 学 或 自学 。 由 于 本 书 主要 将 求解 器 当 作 工具 来 用 ,因此 只 在 目录 中 列 出 
其 相关 内 容 的 标题 (以 便 为 读者 提供 一 个 循序 渐进 的 向 导 ) ,而 具体 内 容 则 放 到 
了 光盘 上 ,同时 其 内 在 的 原理 和 算法 将 在 其 他 教材 (参见 袁 骆 编著 《程序 结构 力 
学 )) 中 介绍 。 

在 结构 力学 的 学 习 中 ,求解 器 可 以 提供 多 种 功用 和 帮助 ,有 待 于 读者 去 熟悉 
和 发 现 ,这 里 只 列举 几 点 。 

1. 结构 计算 求解 的 利器 

求解 器 首先 是 一 个 计算 求解 的 强 有 效 的 工具 。 和 犹如 计算 器 的 功能 是 做 数值 
计算 ,求解 器 的 功能 是 做 结构 计算 。 任 意 平面 结构 和 输 进 求解 器 ,鼠标 一 点 ,变形 
图 和 内 力图 即 出 。 

2. 体验 大 结构 的 受 力 性 能 

求解 器 并 非 专 为 课堂 上 小 问题 的 求解 而 设计 的 。 有 了 求解 器 ,即便 是 结构 
力学 的 初学 者 ,也 可 以 用 求解 器 来 方便 地 求解 大 结构 的 各 类 问题 ,以 增强 对 大 结 
构 受 力 特 性 的 直观 感受 和 切实 体验 。 

3. 求解 传统 方法 难以 求解 的 问题 

本 书 中 的 传统 方法 并 非 都 适用 于 精确 求解 大 型 实际 结构 ,例如 ,几何 构造 分 
析 的 三 角形 法 则 只 适用 于 符合 该 法 则 的 体系 , 超 静 定 结构 分 析 方法 大 都 假定 结 
构 无 轴 向 变形 等 ;而 求解 器 则 全 无 这 些 限制 。 

4. 演示 和 作 图 的 工具 

求解 器 可 以 用 静态 图 形 显示 结构 简 图 .变形 图 .内 力图 ,还 可 以 用 动画 显示 
机 构 模 态 . 振 型 等 动态 图 形 。 利 用 复制 到 剪贴 板 的 功能 ,可 以 将 结构 简 图 ,变形 
图 .内 力图 以 点 阵 图 或 矢量 图 的 形式 粘贴 到 MS Word 或 MS PowerPoint 中 ,并 
可 以 方便 地 进行 再 编辑 。 

5. 让 求解 器 当 教师 答疑 

几何 组 成 分 析 选 不 出 刚 片 吗 ? 静 定 检 架 的 截面 法 剂 不 出 截面 单 杆 ? 静 定 组 
合 结 构 分 析 不 知道 从 哪里 开始 下 手 ? 求解 器 的 智能 求解 功能 可 以 将 求解 步骤 一 

6. 定性 分 析 的 数值 试验 平台 

将 术 架 的 结 点 都 设 为 刚 结 点 ,看 看 弯曲 应 力 是 不 是 次 应 力 ? 对 于 多 层 刚 架 ， 
强 粱 弱 柱 和 强 柱 弱 梁 的 受 力 特 点 有 什么 不 同 ? 梁 的 剪 切 变形 是 否 小 到 可 以 忽 
略 ? 这 些 都 可 以 用 求解 器 来 做 具体 的 试验 和 验证 。 
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本 章 从 几何 构造 的 角度 来 讨论 结构 。 

一 个 结构 要 能 够 承受 各 种 可 能 的 荷载 ,首先 它 的 几何 构造 应 当 合理 , 它 本 身 
应 是 儿 何 稳固 的 ,要 能 够 使 其 几何 形状 保持 不 变 。 反 之 ,如果 一 个 杆 件 体系 本 身 
为 几何 不 稳固 ,不 能 使 其 几何 形状 保持 不 变 , 则 它 是 不 能 承受 任意 荷载 的 。 因 
此 ,从 几何 构造 的 角度 看 ,一 个 结构 应 是 一 个 几何 形状 不 变 的 体系 ,简称 几何 不 
变 体 系 。 

进行 结构 的 儿 何 构造 分 析 的 一 个 目的 ,就 是 把 杆 件 结构 看 成 一 个 杆 件 体系 ， 
检查 它 是 不 是 一 个 几何 不 变 体系 。 为 此 ,需要 研究 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 。 

本 章 讨论 结构 的 几何 构造 分 析 时 ,只 对 平面 杆 件 体系 进行 讨论 ,空间 杆 件 体 
系 的 情况 将 在 本 书卷 上 中 讨论 。 

在 平面 体系 的 几何 构造 分 析 中 ,最 基本 的 规律 是 三 角形 规律 。 规 律 本 身 是 
简单 浅显 的 ,但 规律 的 运用 则 变化 无 穷 。 因 此 ,学 习 本 章 时 遇 到 的 困难 不 在 于 学 
懂 ,而 在 于 运用 。 

本 章 在 全 书 中 只 是 一 个 短小 的 前 奏 , 只 是 从 几何 构造 的 角度 讨论 结构 力学 
中 的 一 个 侧面 ,根本 不 牵涉 到 内 力 和 应 变 。 但 是 构造 分 析 与 内 力 分 析 之 间 又 是 
密切 相关 的 ,本 章 内 容 将 在 后 面 许多 章节 中 得 到 应 用 。 
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1. 几何 不 变 体系 和 几何 可 变 体系 

图 2- la 所 示 为 由 两 根 竖 杆 和 一 根 横 杆 绑扎 组 成 的 平面 支架 。 结 点 A 和 B 
可 取 为 贸 结 点 ;假定 竖 杆 在 地 基 内 埋 得 很 浅 ,支点 C 和 DD 可 取 为 铵 支 座 。 显 然 ， 
这 个 支架 是 几何 不 稳固 的 ,容易 倾倒 ,如 图 中 虚线 所 示 。 如 果 加 上 一 根 斜 撑 
AD ,就 得 到 图 2 - lb 所 示 的 支架 ,这 个 支架 是 一 个 几何 稳固 的 平面 体系 。 

结构 受 荷载 作用 时 ,截面 上 产生 应 力 ,材料 因而 产生 应 变 ,结构 发 生变 形 。 
这 种 变形 一 般 是 微小 的 。 在 几何 构造 分 析 中 ,不 考虑 这 种 由 于 材料 的 应 变 所 产 
生 的 变形 。 这 样 , 杆 件 体系 可 以 分 为 两 类 : 

几何 不 变 体系 (图 2 - lb) 一 一 在 不 考虑 材料 应 变 的 条 件 下 ,体系 的 位 置 和 
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形状 是 不 能 改变 的 ; 
几何 可 变 体系 (图 2- 1) 
形状 是 可 以 改变 的 。 


在 不 考虑 材料 应 变 的 条 件 下 ,体系 的 位 置 和 
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一 般 结 构 都 必须 是 几何 不 变 体系 ,而 不 能 采用 几何 可 变 体系 。 几 何 构造 分 
析 的 一 个 主要 目的 就 是 要 检查 并 设法 保证 结构 的 几何 不 变性 。 

2. 自由 度 

图 2-2 所 示 为 平面 内 一 点 A 的 运动 情况 。 一 点 在 平面 内 可 以 沿 水 平方 向 
(= 轴 方 向 ) 移 动 , 又 可 以 沿 竖 直方 向 (> 轴 方 向 ) 移 动 。 换 句 话说 ,平面 内 一 点 有 
两 种 独立 运动 方式 (两 个 坐标 z.y 可 以 独立 地 改变 )。 因 此 ,一 点 在 平面 内 有 两 
个 自由 度 。 

图 2-3 所 示 为 平面 内 一 个 刚 片 ( 即 平面 刚体 ) 由 原来 的 位 置 AB 改变 到 后 
来 的 位 置 A'B“。 这 个 刚 片 可 以 有 z 轴 方 向 的 移动 Ar, y 轴 方 向 的 移动 Ay, E 
可 以 有 转动 Ag。 由 于 一 个 刚 片 在 平面 内 有 三 种 独立 的 运动 方式 (三 个 坐标 x 、 
yO 可 以 独立 地 改变 ) ,因此 一 个 刚 片 在 平面 内 有 三 个 自由 度 。 


图 2-2 图 2-3 
一 般 说 来 ,如 果 一 个 体系 有 n 个 独立 的 运动 方式 , 则 这 个 体系 有 个 自由 度 。 换 


名 话说 ,一 个 体系 自由 度 的 个 数 ,等 于 这 个 体系 运动 时 可 以 独立 改变 的 坐标 的 数目 。 
普通 机 械 中 使 用 的 机 构 有 一 个 自由 度 , 即 只 有 一 种 独立 运动 方式 。 一 般 工 
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程 结构 都 是 几何 不 变 体系 ,其 自由 度 的 个 数 为 零 。 凡 是 自由 度 的 个 数 大 于 零 的 
体系 都 是 几何 可 变 体系 。 

3. 约束 

在 图 2-4a 中 , 梁 AB 用 支 杆 AC 与 基础 相连 。 没 有 支 杆 时 ,这 个 梁 在 平面 
内 有 三 个 自由 度 。 加 上 支 杆 AC 以 后 , 梁 AB 只 有 两 种 运动 方式 :A 点 沿 以 C 
为 圆心 .以 AC 为 半径 画 的 圆 弧 移动 ; 梁 绕 A 点 转动 。 由 此 可 见 , 支 杆 AC 使 梁 
的 自由 度 由 3 减 为 2, 即 支 杆 使 梁 的 自由 度 减 少 一 个 。 因 此 ,一 个 支 杆 相 当 于 一 
个 约束 。 


(a) (c) 


在 图 2- 4b 中 ,两 个 梁 AB 和 BC 用 铵 日 连接 在 一 起 。 两 个 孤立 的 梁 在 平 
面 内 共有 6 个 自由 度 。 用 铵 连接 以 后 ,自由 度 便 由 6 减 为 4: 因 为 用 三 个 坐标 便 
可 以 确定 梁 AB 的 位 置 ,然后 梁 BC 只 能 绕 B 点 转动 ,只 需 再 用 一 个 转角 就 可 以 
确定 梁 BC 的 位 置 。 由 此 可 见 ,一 个 连接 两 个 物体 的 铵 使 自由 度 减少 两 个 ,所 以 

-个 匀 相 当 于 两 个 约束 。 

图 2- 4c 所 示 为 两 根 杆 件 AB 和 BC HB 点 连接 成 一 个 整体 ,其 中 的 结 点 
B 为 刚 结 点 。 原 来 的 两 根 杆 件 在 平面 内 共有 六 个 自由 度 ,刚性 连接 成 整体 后 ， 
只 有 三 个 自由 度 ,所 以 一 个 刚性 结合 相当 于 三 个 约束 。 

4. 多 余 约束 

如 果 在 一 个 体系 中 增加 一 个 约束 ,而 体系 的 自由 度 并 不 因而 减少 , 则 此 约束 

例如 ,平面 内 一 个 自由 点 A 原来 有 两 个 自由 度 。 如 果 用 两 根 不 共 线 的 链 杆 
1.2 把 A 点 与 基础 相连 (图 2- 5a), 则 A 点 即 被 固定 ,因此 减少 两 个 自由 度 。 可 
见 , 链 杆 1 或 2 都 是 非 多 余 约束 。 

如 果 用 三 根 不 共 线 的 链 杆 把 A 点 与 基础 相连 (图 2 - Sb) ,实际 上 仍 只 减少 
两 个 自由 度 。 因 此 ,这 三 根 链 杆 中 只 有 两 根 是 非 多 余 约 束 ,而 有 一 根 是 多 余 约 束 
(可 把 三 根 链 杆 中 的 任何 一 根 视 为 多 余 约 束 ) 。 

由 上 述 可 知 ,一 个 体系 中 如 果 有 多 个 约束 存在 ,那么 ,应 当 分 清楚 :哪些 约束 
是 多 余 的 ,哪些 约束 是 非 多 余 的 。 只 有 非 多 余 约 束 才 对 体系 的 自由 度 有 影响 ,而 
多 余 约束 则 对 体系 的 自由 度 没 有 影响 。 


§2-1 几何 构造 分 析 的 几 个 概念 
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(O) 


5. BEHR 

如 图 2- Sa 所 示 , 用 两 根 不 共 线 的 链 杆 可 以 把 平面 上 的 A 点 完全 固定 起 
来 。 但 是 ,要 特别 注意 图 2 - 5c 所 示 两 根 链 杆 彼此 共 线 的 情况 。 这 种 体系 具有 
如 下 一 些 特点 : 

第 一 ,从 微小 运动 的 角度 来 看 ,这 是 一 个 可 变 体系 。 为 了 说 明 这 个 特点 ,可 
将 图 2- Sa 与 c 中 的 体系 作 如 下 的 对 比 。 首 先 ,设想 在 A 点 把 链 杆 1 与 2 分 开 ， 
这 时 , 链 杆 1 上 的 A 点 可 绕 B 点 沿 圆 弧 工 运动 , 链 杆 2 上 的 A 点 可 绕 C 点 沿 圆 
弧 了 运动。 然后 ,再 将 两 个 链 杆 在 A 点 铵 结 在 一 起 。 在 图 2- Sc 中 ,由 于 两 个 
圆 弧 在 A 点 相 切 , 故 A 点 仍 可 沿 公 切 线 方向 作 微小 的 运动 。 与 此 相反 ,在 图 
2- 5a 中 , 由 于 两 个 圆 弧 在 A 点 不 是 相 切 而 是 相交 ,因此 A 点 既 不 能 沿 圆 弧 1 
运动 ,也 不 能 沿 贺 弧 二 运动 。 这 样 ,A 点 就 被 完全 国定 了 。 

第 二 ,在 图 2~5c 中 , 当 A 点 沿 公 切 线 发 生 微小 位 移 以 后 ,两 根 链 杆 就 不 再 彼 
此 共 线 ,因而 体系 就 不 再 是 可 变 体系 。 这 种 本 来 是 几何 可 变 \ 经 微小 位 移 后 又 成 为 
几何 不 变 的 体系 可 称 为 姐 变 体系 。 瞬 变 体 系 是 可 变 体 系 的 一 种 特殊 情况 。 为 了 明 
确 起 见 , 可 变 体系 还 可 进一步 分 为 瞬 变 体系 和 常 变 体系 两 种 情况 。 如 果 一 个 几何 
可 变 体系 可 以 发 生 大 位 移 , 则 称 为 常 变 体系 ,图 2 - la 为 常 变 体系 的 例子 。 

第 三 ,在 图 2-5c 中 ,自由 点 A 在 平面 内 有 两 个 自由 度 ,增加 两 根 共 线 链 杆 
1.2 把 A 点 与 基础 相连 接 以 后 ,A 点 仍然 具有 一 个 自由 度 。 可 见 , 在 链 杆 1.2 
这 两 个 约束 中 有 一 个 是 多 余 约束 。 一 般 说 来 ,在 任 一 瞬 变 体系 中 必然 存在 多 余 
HR 

6. RR 

如 图 2 - 6a 所 示 刚 片 工 在 平面 内 本 来 有 三 个 自由 度 , 如 果 用 两 根 不 平行 的 
链 杆 1.2 把 它 与 基础 相连 接 , 则 此 体系 仍 有 一 个 自由 度 。 现 在 对 它 的 运动 特点 
加 以 分 析 。 由 于 链 杆 的 约束 作用 ,A 点 的 微小 位 移 应 与 链 杆 1 垂直 , C 点 的 微 
小 位 移 应 与 链 杆 2 垂直 。 以 O 表示 两 根 链 杆 轴线 的 交点 。 显 然 , 刚 片 工 可 以 发 
生 以 O 为 中 心 的 微小 转动 ,O 点 称 为 瞬时 转动 中 心 。 这 时 , 刚 片 工 的 瞬时 运动 
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WRIA IE O 点 用 铵 与 基础 相连 接 时 的 运动 情况 完全 相同 。 因 此 ,从 瞬时 
微小 运动 来 看 ,两 根 链 杆 所 起 的 约束 作用 相当 于 在 链 杆 交 点 处 的 一 个 铵 所 起 的 
约束 作用 。 这 个 匀 可 称 为 暖 匀 。 显 然 , 在 体系 运动 的 过 程 中 ,与 两 根 链 杆 相应 的 
Biz E b ME fE k ak 


HB 2 Be f X p AO PIA S£ FF 2 IR, k ER LA SR f SE 2 E 38 RUS A T BER 8 
运动 。 


7. 无 穷 远 处 的 则 铵 

如 果 用 两 根 平行 的 链 杆 1.2 JER I 与 基础 相连 接 (图 2 - 6b) , 则 两 根 链 
杆 的 交点 在 无 穷 远 处 。 因 此 ,两 根 链 杆 所 起 的 约束 作用 相当 于 无 穷 远 处 的 瞬 匀 
所 起 的 约束 作用 。 由 于 瞬 铵 在 无 穷 远 处 ,因此 绕 瞬 匀 的 微小 转动 就 退化 为 平 动 ， 
即 沿 两 根 链 杆 的 正 交 方 向 产生 平 动 (在 图 2- 6b 中 ,A 点 和 C 点 的 微小 位 移 都 
垂直 于 两 根 链 杆 ) 。 

在 几何 构造 分 析 中 应 用 无 穷 远 处 瞬 铵 的 概念 时 ,可 以 采用 射影 几何 中 关于 
cs 点 和 co 线 的 下 列 四 点 结论 : 

(1) 每 个 方向 有 一 个 ce 点 ( 即 该 方向 各 平行 线 的 交点 )。 

(2) 不 同方 向 有 不 同 的 co 点 。 

G) 各 mm 点 都 在 同一 直线 上 ,此 直线 称 为 o 线 。 

(4) 各 有 限 点 都 不 在 c 线 上 。 

关于 上 述 四 点 结论 的 合理 性 ,可 结合 几何 构造 分 析 的 实例 加 以 检验 。 
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本 节 讨论 几何 构造 分 析 中 的 主要 课题 一 一 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 的 组 
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成 规律 。 这 里 只 讨论 平面 杆 件 体系 最 基本 的 组 成 规律 (以 后 在 $2 一 5 和 第 11 
章 中 还 要 讨论 复杂 体系 的 几何 构造 分 析 问 题 ) 。 

1. 一 个 点 与 一 个 刚 片 之 间 的 连接 方式 

一 个 点 与 一 个 刚 片 (或 基础 ) 之 间 应 当 怎样 连接 才能 组 成 既 无 多 余 约束 又 是 
几何 不 变 的 整体 呢 ? 图 2 - 5a 中 的 连接 方式 符合 上 述 要 求 ,而 图 2- 5b A c 中 
的 连接 方式 则 不 符合 (图 2- 5b 中 有 多 余 约束 ,图 2- Se 为 几何 可 变 )。 由 此 可 
得 到 下 述 规律 (图 2 一 7a): 

规律 1 一 个 刚 片 与 一 个 点 用 两 根 链 杆 相 连 , 且 三 个 铵 不 在 一 直线 上 , 则 组 
成 几何 不 变 的 整体 , 且 没 有 多 余 约束 。 

2. 两 个 刚 片 之 间 的 连接 方式 

在 图 2- 7a 中 ,如 果 把 链 杆 AB 看 作 刚 片 卫 , 则 得 到 图 2 -7b 所 示 的 体系 ， 
它 表 示 两 个 刚 片 工 与 也 之 间 的 连接 方式 。 这 样 ,由 规律 1 可 得 到 下 述 规律 

规律 2 ”两 个 刚 片 用 一 个 铵 和 一 根 链 杆 相连 接 , 且 三 个 铵 不 在 一 直线 上 , 则 
组 成 几何 不 变 的 整体 , 且 没 有 多 余 约束 。 

3. 三 个 刚 片 之 间 的 连接 方式 

在 图 2- 7b 中 ,如 果 再 把 链 杆 AC 看 作 刚 片 王 , 则 得 到 图 2 - 7c 所 示 的 体 
系 , 它 表示 三 个 刚 片 1 、 、 且 之 间 的 连接 方式 。 这 样 ,由 规律 2 可 得 到 下 述 规 
律 : 


(a) 


m 2-7 


规律 3 三 个 刚 片 用 三 个 铵 两 两 相连 , 且 三 个 铵 不 在 一 直线 上 , 则 组 成 几何 
不 变 的 整体 , 且 没有 多 余 约束 。 
上 述 三 条 规律 虽然 表述 方式 不 同 ,但 实际 上 可 归纳 为 一 个 基本 规律 :如果 三 
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个 铵 不 共 线 , 则 一 个 铵 结 三 角形 的 形状 是 不 变 的 ,而 且 没有 多 余 约束 。 这 个 基本 
规律 可 称 为 三 角形 规律 。 

在 上 述 三 条 规律 中 ,如 果 把 图 2 一 7a、bc 中 的 刚 片 1 看 作 基 础 , 则 规律 1 说 
明 一 个 点 的 固定 方式 ,规律 2 说 明 一 个 刚 片 的 固定 方式 ,规律 3 说 明 两 个 刚 片 的 
固定 方式 。 

前 已 指出 ,两 根 链 杆 的 约束 作用 相当 于 一 个 瞬 铵 的 约束 作用 。 因 此 ,三 角形 
规律 中 的 每 一 个 铵 ,都 可 用 相应 的 两 根 链 杆 来 替换 。 这 样 ,三 角形 规律 还 可 用 别 
的 方式 来 表述 。 举 例 来 说 ,如 果 把 图 2- 7b 中 的 铵 B 换 成 两 根 链 杆 1 和 2 , 即 得 
到 图 2-7d 所 示 的 体系 ( 链 杆 1 与 2 相交 于 B 点 )。 这 样 ,由 规律 2 可 得 到 下 述 
规律 : 

规律 4 两 个 刚 片 用 三 根 链 杆 相连 , 旦 三 链 杆 不 交 于 同一 点 , 则 组 成 几何 不 
变 的 整体 , 且 没 有 多 余 约束 。 

注意 ,规律 4 中 提 到 "三 链 杆 不 交 于 一 点 ”, 规 律 2 中 提 到 “三 铵 不 在 一 直线 


.上 ”, 这 两 种 提 法 实际 上 表示 同一 个 条 件 。 由 图 2- 7d 看 出 ,如 果 三 根 链 杆 1 .2、 


3 不 交 于 一 点 , 则 链 杆 3 必 不 通过 1 与 2 的 交点 B ,因而 三 个 匀 A.B .C 即 不 在 
一 条 直线 上 。 因 此 ,三 链 杆 不 共 点 "与 “三 铵 不 共 线 "是 完全 等 效 的 。 

图 2-8 所 示 的 体系 不 符合 "三 链 杆 不 共 点 "的 条 件 ,它们 都 是 明 变 体系 。 在 
图 2-8a 中 ,三 链 杆 相交 于 同一 点 O , 刚 片 下 相对 于 基础 1 可 以 绕 O 点 作 瞬 时 
转动 。 在 图 2- 8b 中 ,三 链 杆 彼此 平行 ( 即 相 交 于 无 限 远 的 一 点 ), 刚 片 有 相对 于 
基础 1 可 以 在 垂直 链 杆 的 方向 作品 时 移动 ( 即 绕 无 限 远 的 点 作 有 瞬时 转动 )。 


(a) (b) 


ee 


= 
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以 上 是 平面 杆 件 体系 最 基本 的 组 成 规律 。 虽 然 一 共 列 了 四 条 ,但 主要 的 是 
角形 规律 和 瞬 贸 概念 。 

十 述 四 种 基本 组 成 规律 也 可 归结 为 三 种 基本 装配 格式 : 

(1) 固定 一 个 结 点 的 装配 格式 一 一 在 图 2- 7a 中 ,用 不 共 线 的 两 根 链 杆 2 
和 3 将 结 点 A 固定 在 基本 刚 片 工 上 ,此 格式 简称 为 简单 装配 格式 。 

(2) 固定 一 个 刚 片 的 装配 个 式 一 一 在 图 2 一 7b、d 中 ,用 不 共 线 的 匀 B 和 链 
杆 3, 或 者 用 不 共 点 的 三 个 链 杆 1,2,3 将 一 个 刚 片 卫 固定 在 基本 刚 片上 ,此 格 


两 点 
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式 简称 为 联合 装配 格式 。 

(3) 固定 两 个 刚 片 的 装配 格式 一 一 在 图 2 一 7c rh, HR 36 = 4 A.B. 
C 将 两 个 刚 片 卫 、 表 固定 在 基本 刚 片 上 (三 个 铵 将 三 个 钢 片 两 两 相连 ) ,此 格 
式 简 称 为 复合 装配 格式 。 

多 次 应 用 上 述 基本 组 成 规律 或 基本 装配 格式 ,可 以 组 成 各 式 各 样 的 几何 不 
变 , 且 无 多 余 约束 的 体系 。 

装配 的 过 程 通常 有 两 种 : 

(1) 从 基础 出 发 进行 装配 一 一 先 取 基 础 作为 基本 刚 片 ,将 周围 某 个 部 件 (一 
个 结 点 ,一 个 刚 片 或 两 个 刚 片 ) 按 照 基本 装配 格式 固定 在 基本 刚 片 上 ,形成 一 个 
扩大 的 基本 刚 片 。 然 后 , 巾 近 及 远 地 、 申 小 到 大 地 .逐个 地 按照 基本 装配 格式 进 
行 装配 ,直至 形成 整个 体系 。 图 2- 9 是 这 种 装配 方式 的 例子 。 

图 2- 9a 所 示 体 系 是 从 基础 出 发 ,多 次 应 用 简单 装配 格式 所 组 成 的 , 即 用 五 
对 链 杆 (1,2) (3,4) (5,6) (7,8) (9,10) 依 次 固定 结 点 A.B CD、 下 ,其 中 每 
一 对 链 杆 都 不 共 线 。 因 此 ,整个 体系 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 


(8) 


图 2- 9b 所 示 体 系 是 从 基础 出 发 ,多 次 应 用 联合 装配 格式 所 组 成 的 。 组 成 
的 次 序 是 先 用 匀 A 和 链 杆 1 将 AB 梁 固定 于 基础 ,形成 扩大 的 基本 刚 片 。 然 
后 ,再 用 铵 B 和 链 杆 2 将 BC 梁 固 定 于 扩大 后 的 基本 刚 片 。 最 后 ,用 铵 C 和 链 
杆 3 固定 CD 梁 。 在 每 个 装配 格式 所 用 的 约束 中 , 链 林 和 铵 都 不 共 线 。 因 此 , 整 
个 体系 为 无 多 余 约 东 的 几何 不 变 体系 。 

图 2- 9c 所 示 体 系 是 从 基础 出 发 ,多 次 应 用 复合 装配 格式 所 组 成 的 。 组 成 
的 次 序 是 先 将 刚 片 工 . 工 固 定 于 基础 ,由 于 所 用 的 三 个 铵 不 共 线 , 且 在 三 个 刚 片 
间 为 两 两 相连 ,因此 形成 一 个 扩大 的 基本 刚 片 , 且 无 多 余 约束 。 然 后 ,用 同样 格 
式 依次 固定 ( 焉 .W) 和 (V 、W)。 因 此 ,整个 体系 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 

(2) 从 内 部 刚 片 出 发 进行 装配 一 一 先 在 体系 内 部 选取 一 个 或 几 个 刚 片 作 为 
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基本 刚 片 , 将 其 周围 的 部 件 按照 基本 装配 格式 进行 装配 ,形成 一 个 或 几 个 扩大 的 
基本 刚 片 。 最 后 ,将 扩大 的 基本 刚 片 再 与 地 基 装 配 起 来 ,从 而 形成 整个 体系 。 这 
种 装配 方式 的 例子 如 图 2 一 10 所 示 。 


图 2-10 


首先 ,分 析 图 2 - 10a 中 的 体系 。 左 边 三 个 刚 片 AC 、AD .DF 由 不 共 线 的 三 
个 镑 A.D.F 相连 ,组 成 一 个 无 多 余 约 束 的 大 刚 片 , 称 为 1。 同 理 ,右边 三 个 刚 
片 BC、BE EG 组 成 一 个 大 刚 片 , 称 为 且 。 大 刚 片 了 与 有 之 间 由 不 共 线 的 匀 C 
和 链 杆 DE 相连 ,组 成 一 个 无 多 余 约束 的 更 大 的 刚 片 。 最 后 ,用 不 共 点 的 三 根 支 
杆 固定 于 基础 。 因 此 ,整个 体系 为 几何 不 变 , 且 无 多 余 约束 。 

其 次 ,分 析 图 2- 10b 中 的 体系 。 三 角形 BCF 和 EDA 可 看 作 两 个 大 刚 片 ， 
它们 之 间 由 不 共 点 的 三 根 链 杆 AB .CD EF 相连 ,组 成 一 个 更 大 的 刚 片 。 最 后 ， 
用 不 共 点 的 三 根 支 杆 固定 于 基础 。 因 此 ,整个 体系 为 几何 不 变 , 且 无 多 余 约 束 。 

例 2-1 试 分 析 图 2-11 所 示 体 系 的 几何 构造 。 


(8) 


图 2-1 


解 (1) 分 析 图 2- lla 中 的 体系 

首先 ,三 角形 ADE 和 AFG 是 两 个 无 多 余 约束 的 刚 片 ,分 别 以 1 和 下 表示 。 
1 与 基础 看 间 的 链 杆 1.2 TREE B ,于 与 基础 开间 的 链 杆 3.4 相当 于 瞬 铵 
Co W A .B.C 三 个 铵 不 共 线 , 则 体系 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体 系 。 和 否则 , 体 
系 为 几何 瞬 变 体系 。 


(2) 分 析 图 2- 11b 中 的 体系 
先 把 折线 杆 AC 和 BD 用 虚线 表示 的 链 杆 2 与 3 来 替换 ,于 是 本 形 刚 片 
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CDE 由 三 个 链 杆 1.2.3 与 基础 相连 。 如 三 链 杆 共 点 , 则 体系 是 瞬 变 的 。 和 否则 ， 
体系 为 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 

例 2-2 试 分 析 图 2- 12 所 示 体 系 的 几何 构造 。 

解 (1) 分 析 图 2- 12a 中 的 体系 

把 刚 片 I I 、 三 看 作对 象 。I 与 {之 间 由 链 杆 AB 和 DE 连接 ,相当 于 一 
个 瞬 铵 在 Oa 点。 同 理 , H 5; HL H B£ O, | 相连 , 1 5 l 2 h 8 t 
OaE. H T= BZ 36. ARARA ARE, B X £ 3 
作为 一 个 整体 ,体系 对 地 面 有 三 个 自由 度 。 

(2) 分 析 图 2- 12b 中 的 体系 

可 采用 同样 方法 进行 分 析 。 但 是 ,由 于 三 个 瞬 铵 共 线 , 故 体系 内 部 也 是 瞬 变 的 。 
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图 2-12 
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图 2-13 


解 ” 利 用 无 穷 远 瞬 铵 分 析 几 何 构造 时 ,可 以 应 用 射影 几何 中 关于 c A H oo 
线 的 四 点 结论 。 

(1) 分 析 图 2 - 13a 中 的 体系 

刚 片 IJ 与 基础 租 之 间 用 三 个 铵 O, r Ona Oru 两 两 相连 ,其 中 O11 是 平行 链 
杆 1.2 WW h 3933 TR MRE O, | E O, a 的 连 线 与 链 杆 1.2 平行 , 则 三 个 


28 


第 2 章 结构 的 几何 构造 分 析 


RER ,体系 是 瞬 变 的 。 和 否则 ,体系 为 几何 不 变 , 且 无 多 余 约 束 。 

(2) 分 析 图 2- 13b 中 的 体系 

刚 片 TI 与 基础 了 之 间 用 三 个 铵 两 两 相连 ,其 中 Os 和 Ow.w 是 两 个 不 同方 向 的 
无 穷 远 瞬 匀 , 它 们 对 应 于 oo 线 上 两 个 不 同 的 点 。 匀 OL 对 应 于 有 限 点 。 由 于 有 限 点 
不 在 2 线 上 ,因此 三 个 铵 不 共 线 ,体系 为 几何 不 变 , 且 无 多 余 约束 。 

(3) 分 析 图 2 - 13c 中 的 体系 

刚 片 工 . 工 与 基础 亚 之 间 的 三 个 铵 都 在 无 穷 远 点 。 由 于 各 “点 都 在 同一 直 
线 上 ,因此 体系 是 瞬 变 的 。 

通过 以 上 几 个 例题 ,可 以 归纳 出 以 下 几 点 : 

(1) 体系 通常 是 由 多 个 构造 单元 逐步 形成 的 , 即 从 第 一 个 构造 单元 开始 , 然 
后 按照 某 种 顺序 ,把 其 他 构造 单元 逐个 地 装配 起 来 。 在 构造 分 析 中 ,通常 先 找 出 
一 个 几何 不 变 的 部 分 作为 第 一 个 构造 单元 ,然后 在 其 基础 上 扩大 ,装配 ,把 由 构 
造 单元 到 体系 的 装配 过 程 分 析 清 楚 。 

每 一 个 体系 的 装配 过 程 都 有 自己 的 特点 。 在 图 2- 9a、b、c 中 ,装配 过 程 是 
从 地 基 上 开始 的 ,其 中 图 2 - 9a 的 第 一 个 构造 单元 是 固定 结 点 A ,图 2-9b 的 第 
一 个 构造 单元 是 将 刚 片 AB 固定 于 地 基 上 ,图 2 - 9c 的 第 一 个 构造 单元 是 将 刚 
片 工 和 [固定 在 地 基 上 。 在 图 2 一 10a\b 中 ,体系 有 三 根 不 共 点 的 支 杆 与 地 基 相 
连 ,正好 约束 了 体系 对 地 面 的 三 个 自由 度 。 因 此 ,装配 过 程 是 从 体系 内 部 开始 
的 ,其 中 图 2 - 10a 的 第 一 个 构造 单元 是 刚 片 或 了 ,图 2 - 10b 的 第 一 个 构造 单 
元 是 三 角形 BCF 或 EDA。 

(2) 要 注意 约束 的 等 效 替 换 。 例 如 ,在 图 2- lla 和 2- l2a.b 中 ,联系 两 个 
刚 片 的 两 链 杆 用 相应 的 瞬 匀 来 替换 ;图 2 - 11b 中 ,复杂 形状 的 连接 杆 用 直线 链 
杆 来 替换 。 

(3) 有 的 体系 只 有 一 种 装配 方式 ,如 图 2- 9b.c 所 示 。 有 的 体系 却 可 有 几 
种 装配 方式 ,如 图 2 9a 所 示 。 又 如 在 图 2 - 12a 或 b 中 ,还 可 以 把 AF .BE .CD 
看 作 具 有 自由 度 的 对 象 , 或 者 将 DE 、AF .BC 看 作 具 有 自由 度 的 对 象 , 等 等 。 还 
有 一 些 体系 的 几何 构造 比较 复杂 ,不 是 按 图 2- 7 所 示 的 简单 方式 组 成 的 (例如 
第 3 章 中 的 复杂 顶 架 ), 有 关 这 类 体系 的 构造 分 析 可 采用 其 他 方法 (例如 82-5 
中 用 求解 器 求解 的 计算 机 方法 和 第 11 章 中 的 零 载 法 )。 


$2-3 平面 杆 件 体系 的 计算 自由 度 


运用 上 节 的 三 角形 规律 ,对 一 些 常见 的 体系 能 够 进行 构造 分 析 ,并 对 下 面 两 
个 问题 能 够 作出 定量 的 回答 : 


§2-3 平面 杆 件 体系 的 计算 自由 度 


(1) 体系 是 否 几 何 可 变 ? 自由 度 的 个 数 S 是 多 少 ? 

(2) 体系 有 无 多 余 约 束 ? 多 余 约束 的 个 数 n 是 多 少 ? 

实际 上 有 一 些 复杂 体系 并 不 是 按照 三 角形 规律 组 成 的 ,如 何 对 它们 进行 构 
造 分 析 ,如 何 求 出 它们 的 S fü n ,需要 作 进一步 的 讨论 。 为 此 ,引进 计算 自由 度 
数 W 的 概念 ,然后 根据 W 来 得 出 关于 S 入 的 一 些 定性 的 结论 。 

在 给 出 W 的 定义 以 前 , 先 把 自由 度数 S 的 算法 介绍 如 下 :体系 是 由 部 件 加 
上 约束 组 成 的 。 首 先 设想 体系 中 各 个 约束 都 不 存在 ,在 此 情况 下 计算 各 部 件 的 
自由 度数 的 总 和 a ;其 次 在 全 部 约 东 中 确定 非 多 余 约束 数 “; 最 后 将 两 数 相 减 ， 
得 出 体系 的 自由 度数 S 如 下 : 


S=a-c (2-1) 
式 (2 -1) 的 概念 非常 简单 ,但 应 用 时 却 有 困难 , 即 事先 需要 分 清楚 :在 全 部 约束 
中 ,究竟 哪些 是 非 多 余 约 束 ,哪些 是 多 余 约 束 。 这 个 问题 牵涉 到 体系 的 具体 构 
造 。 体 系 的 构造 愈 复杂 ,这 个 问题 愈 难于 解决 。 为 了 回避 这 个 困难 , 现 定义 一 个 
新 参数 W 如 下 : 
W=a-d (2-2) 
这 里 ,d 是 全 部 约束 的 总 数 。 上 面 两 个 式 子 外 表 很 相似 ,但 后 者 要 简单 得 多 , 因 
为 在 式 (2- 2) 中 只 需要 算出 全 部 约束 的 总 数 d ,而 在 式 (2- 1) 中 却 需 要 算出 非 
多 余 约束 数 c ,从 而 需要 研究 哪些 约束 是 多 余 约束 这 个 难题 。 
由 于 全 部 约束 数 d 与 非 多 余 约 束 数 c 的 差 数 是 多 余 约 束 数 , 因 此 由 式 
(2- 1) 减 去 式 (2- 2), 即 得 
S-W=n (2-3) 
这 就 是 计算 自由 度数 W 、 自 由 度数 S ERARE ”三 者 之 间 的 关系 式 。 如 果 
三 个 参数 中 有 两 个 为 已 知 , 则 由 此 式 即 可 求 出 第 三 个 参数 。 
由 于 自由 度数 S 与 多 余 约束 数 ”都 不 是 负数 , 即 S=0,n>0,B ki t 
(2-3) 可 得 出 下 面 两 个 不 等 式 : 
S>W (2-4) 
n>-W CES): 
也 就 是 说 , W 是 自由 度数 S 的 下 限 ,而 ( - W) 则 是 多 余 约 束 数 n 的 下 限 。 
下 面 由 式 (2- 2) 导 出 关于 W 的 两 种 具体 算法 。 在 推导 以 前 ,还 需 对 式 
(2 -2) 中 的 部 件 和 约束 这 两 个 概念 作 进 一 步 的 说 明 。 
在 式 (2-2) 中 ,部 件 可 以 是 点 ,也 可 以 是 刚 片 。 这 里 ,要 注意 刚 片 的 内 部 是 
否 有 多 余 约 东 。 图 2 - 14a 是 内 部 没有 多 余 约 束 的 刚 片 ,而 图 2 一 14be、d WA 
部 分 别 有 1.2 .3 个 多 余 约束 的 刚 片 , 它 们 可 看 作 在 图 2 14a 的 刚 片 内 部 分 别 附 
加 了 一 根 链 杆 或 一 个 铵 结 或 一 个 刚 结 。 在 式 (2- 2) 中 ,作为 部 件 的 刚 片 是 指 内 
部 没有 多 余 约束 的 刚 片 ,如 果 遇 到 内 部 有 多 余 约束 的 刚 片 , 则 应 把 它 变 成 内 部 无 
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多 余 约 束 的 刚 片 ,而 它 的 附加 约束 则 在 计算 体系 的 约束 总 数 时 应 当 考 虑 进去 。 
约束 可 分 为 单 约 束 和 复 约 束 。 两 个 刚 片 工 .开间 的 结合 (图 2 - 15a) 为 单 结 
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合 。 三 个 刚 片 间 的 结合 (图 2 一 15b) 相 当 于 两 个 单 
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结合 , 即 刚 片 工 与 开间 的 单 结 
合 及 刚 片 古 与 看 间 的 单 结合 。 一 般 说 来 ,n 个 刚 片 间 的 结合 相当 于 (n 一 1) 个 单 
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连接 两 点 的 链 杆 (图 2 - 16a) 称 为 单 链 杆 ,相当 于 一 个 约束 。 连 接 三 点 的 链 


杆 (图 2 一 16b) 将 原来 结 点 的 六 个 自由 度 减少 为 
刚 片 的 三 个 自由 度 , 相 当 于 三 个 约束 , 即 相当 于 三 
根 单 链 杆 。 一 般 说 来 ,连接 n 个 点 的 复 链 杆 相当 
于 2n -3 个 单 链 杆 。 

先 介绍 第 一 种 算法 。 把 体系 看 作 由 许多 刚 片 
受 铵 结 . 刚 结 和 链 杆 的 约束 而 组 成 的 。 以 m 表示 
体系 中 刚 片 的 个 数 , 则 刚 片 的 自由 度 个 数 总 和 为 


(a) 


— — š 
单 链 杆 
1 2 3 
a V 
复 链 杆 
图 2-16 
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3m。 计 算 约 束 总 数 时 ,体系 中 如 有 复 约束 , 则 应 事先 把 它 折合 成 单 约束 ; 刚 片 内 
部 如 有 多 余 约 束 , 也 应 把 它们 计算 在 内 。 以 g 代表 单 刚 结 个 数 ,以 A REE 
结 个 数 ,以 5b 代表 单 链 杆 根 数 , 则 约束 总 数 为 3g +2h + b。 因 此 ,体系 的 计算 自 
由 度数 W 可 表示 为 

W=3m - (3g +2h + b) (2-6) 

再 介绍 另 一 种 算法 。 把 体系 看 作 由 许多 结 点 受 链 杆 的 约束 而 组 成 的 。 体 系 
中 如 有 复 链 杆 , 则 应 事先 把 它们 折合 成 单 链 杆 。 以 j 代表 结 点 个 数 ,以 b 代表 单 
链 杆 个 数 , 则 W 可 表示 为 

W=2j-b Q-=1 

以 上 两 式 都 是 由 式 (2 -2) 导 来 的 ,只 是 在 体系 中 选取 部 件 的 观点 有 所 不 同 。 
在 式 (2-6) 中 ,选取 的 部 件 都 是 刚 片 ,在 式 (2-7) 中 ,选取 的 部 件 都 是 结 点 。 显 
然 , 除 这 两 种 算法 外 ,还 可 以 采用 混合 法 。 这 时 ,计算 公式 即 为 

W=(3m+2j)- (3g+2h+6) iSe 

由 式 (2- 6).(2-7) 或 (2-8) 算 出 的 W 值 可 能 为 正 ,为 负 或 者 为 零 。 根 据 算出 
的 W 值 ,还 不 能 得 出 自由 度数 S 和 多 余 约 束 数 ”的 确切 值 ,但 可 以 得 出 它们 的 差 值 
S 一 ,也 可 以 得 出 S 和 n 的 下 限 值 ,从 而 得 出 如 下 的 定性 结论 : 

若 W>0, 则 S>0, 体 系 是 几何 可 变 的 。 

# W = 0,W S=n, 如 无 多 余 约 束 则 为 几何 不 变 , 如 有 多 余 约 束 则 为 几何 可 

# W<0, 则 n>0, 体 系 有 多 余 约 束 。 

例 2-4 试 求 图 2- 10a 所 示 体系 的 W. 

f 按 式 (2-6) 计 算 。 刚 片 数 mw = 7, F t DME 各 相当 于 两 个 单 
t WI Api E S h =9, 支 杆 数 b=3, 刚 结 个 数 g=0, 因 此 

W=3m-2h-b=3x7-2x9-3=0 
再 按 式 (2- 7) 计 算 。 结 点 数 j =7, 由 于 复 链 杆 AC 和 BC 各 相当 于 3 个 单 链 杆 ， 
折算 后 全 部 单 链 杆 个 数 b= 14, 因 此 
W=2j-b=2x7-14=0 
两 种 算法 得 出 的 结果 相同 。 

例 2-5 试 求 图 2- 17a 所 示 体 系 的 W。 

解 ”把 图 2-17a 所 示 体 系 的 全 部 支 座 去 掉 以 后 , 剩 下 的 是 一 个 内 部 有 多 余 
约束 的 刚 片 。 如 果 再 在 截面 G 处 切 开 ,这 样 才 变 为 无 多 余 约 东 的 刚 片 ,如 图 
2- 17b 所 示 。 按 式 (2- 6) 计 算 , 刚 片 数 m = 1, 链 杆 个 数 b=4, 匀 结 数 h =0,A 、 
B.G 三 处 的 单 刚 结 数 g=3( 这 里 ,把 A 和 B 处 的 固定 支 座 看 作 杆 件 与 基础 间 的 
刚 结合 ) ,因此 

W=3m - (3g +2h+b)=3x1-(3x3+2x0+4)=-10 
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图 2-17 


由 于 这 个 体系 显然 是 几何 不 变 的 , 故 可 知 自由 度数 S=0。 因 此 ,由 式 (2-3) 可 
求 出 多 余 约 东 数 n WF: 
n=S-W=0-(-10)=10 
这 是 一 个 具有 10 个 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 
例 2-6 WRA 2-12a b 所 示 两 个 体系 的 W. 
解 这 两 个 体系 都 是 全 部 由 链 杆 组 成 的 铵 结 体系 。 用 式 (2- 7) 计算 W IL. 
较 方便 。 由 这 两 个 体系 可 得 下 列 相同 的 数字 结果 : 结 点 数 ) = 6, 简 单 链 杆 数 b= 
9。 因 此 ， 
W=2j-b=2x6-9=3 
这 里 ,由 于 体系 没有 连接 到 地 基 ,作为 一 个 整体 ,相对 于 地 基 有 三 个 自由 度 。 所 
以 ,这 两 个 体系 的 内 部 计算 自由 度数 都 是 W -3=0。 如 果 希 望 进一步 确定 体系 
的 内 部 自由 度数 S - 3, 则 还 需 进行 几何 构造 分 析 。 根 据 例 2- 2 中 进行 的 几何 
构造 分 析 可 知 :图 2 - 12a 是 一 个 内 部 几何 不 变 的 , 且 无 多 余 约 束 的 体系 , 故 知 


S-3=0, 且 n=0。 此 外 ,又 知 图 2 12b 是 一 个 内 部 瞬 变 的 , 且 有 多 余 约 束 的 
体系 , 故 知 S-3= n>0。 


92-4 在 求解 器 中 输入 平面 结构 体系 


本 节 讨 论 如 何在 求解 器 中 输入 结构 体系 ,具体 介绍 了 求解 器 中 坐标 系 的 定 
义 .虚拟 刚 结 点 的 概念 ,并 用 实际 输入 的 例题 说 明了 如 何 定义 结 点 .单元 和 结 点 
支 座 。 

详细 内 容 见 所 附 光 盘 相 应 章节 。 


“$2 一 5 用 求解 器 进行 几何 构造 分 析 


本 节 讨 论 如 何 用 求解 器 进行 几何 构造 分 析 , 具 体 介绍 了 求解 器 的 两 种 求解 


3 


模式 : 

(1) 自动 求解 :直接 给 出 完备 的 解答 结果 ,适用 于 所 有 问题 ,也 是 一 个 方便 
的 研究 工具 ; 

(2) 智能 求解 :模仿 人 工 手 算 给 出 具体 的 求解 步骤 ,为 学 生 学 习 提供 一 位 指 
导 “ 教 师 ”。 

详细 内 容 见 所 附 光盘 相应 章节 。 


$2-6 小 结 


杆 件 结构 是 由 众多 杆 件 组 成 的 。 本 章 从 几何 构造 的 角度 讨论 杆 件 结构 的 合 
理 组 成 规律 ,以 及 静 定 结构 与 超 静 定 结构 在 几何 构造 上 的 区 别 。 

结构 力学 主要 是 研究 杆 件 结构 的 受 力 状态 和 变形 状态 ,因此 通常 把 杆 件 看 
成 变形 体 ,把 杆 件 结构 看 成 由 变形 体 组 成 的 体系 。 在 本 章 中 由 于 讨论 的 问题 不 
同 , 因 此 把 杆 件 当 作 刚体 ,把 杆 件 体系 看 作 刚体 组 成 的 体系 ,这 一 点 应 加 以 注意 。 

有 的 刚体 体系 在 几何 构造 上 不 合理 ,不 能 保证 体系 的 几何 不 变性 ,因而 不 能 
作为 结构 。 研 究 杆 件 结构 的 合理 组 成 规律 ,就 是 把 结构 看 成 一 个 刚体 体系 ,并 研 
究 如 何 保证 这 个 体系 成 为 一 个 几何 不 变 体系 。 

本 章 主 要 内 容 可 归纳 为 下 列 四 点 。 

1. 几何 构造 分 析 的 两 个 主要 问题 

对 杆 件 体系 进行 几何 构造 分 析 ,主要 是 讨论 两 个 问题 : 

(1) 判定 体系 是 否 可 变 , 确 定 体系 自由 度 的 个 数 S. 

(2) 判定 体系 中 有 无 多 余 约束 , 确 定 多 余 约束 的 个 数 no 
对 杆 件 结构 进行 几何 构造 分 析 ,主要 是 解决 两 个 问题 : 
(1) 结构 应 是 一 个 几何 不 变 体系 ,其 自由 度数 S 应 等 于 零 。 
(2) 结构 分 为 静 定 和 超 静 定 两 类 ,它们 的 标志 分 别 为 n=0 和 n>0。 
2. 几何 构造 分 析 中 采用 的 方法 
对 平面 体系 进行 几何 构造 分 析 , 可 采用 两 种 方法 : 
(1) 经 典 方法 
主要 作法 是 多 次 应 用 三 角形 规律 及 其 四 种 形式 ,由 局 部 到 整体 ,完成 整个 体 
系 的 装配 过 程 和 分 析 过 程 。 这 种 作法 的 特点 是 :直观 灵巧 ,便于 分 析 常 规 体系 ， 
但 不 便于 分 析 复杂 体系 ,也 不 便于 编制 计算 程序 。 
辅助 作法 是 求 出 体系 的 计算 自由 度数 W ,从 而 得 到 关于 自由 度数 S 和 多 余 
约束 个 数 n 的 下 限 公式 。 这 种 作法 的 特点 是 : W 的 算式 很 简单 ,但 单 靠 这 种 作 
法 不 能 求 出 S 入 的 确定 值 。 如 果 把 上 述 主要 作法 和 辅助 作法 结合 起 来 ,互相 
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配合 ,有 时 会 收 到 好 的 效果 。 

零 载 法 是 分 析 复 杂 体 系 的 经 典 方法 ,将 在 第 11 章 中 介绍 。 

(2) 计算 机 方法 

在 求解 器 中 采用 的 是 一 种 便于 编制 程序 的 计算 机 方法 。 其 主要 思路 是 :把 
几何 构造 分 析 问 题 归结 为 一 组 齐 次 线性 代数 方程 ,再 由 解 的 性 质 得 出 几何 构造 
分 析 的 有 关 结 论 。 

3. 关于 三 角形 规律 的 运用 问题 

运用 三 角形 规律 对 平面 体系 进行 几何 构造 分 析 时 ,有 几 点 值得 注意 ; 

(1) 三 角形 规律 是 组 成 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规律 。 这 个 
规律 也 可 归结 为 三 种 基本 装配 格式 或 三 种 基本 构造 单元 。 

(2) 要 学 会 搭 积木 的 方法 。 整 个 体系 是 搭 起 来 的 ,是 由 多 个 构造 单元 依次 
装配 而 成 的 。 这 就 是 积 零 为 整 的 方法 。 

首先 ,在 整个 体系 中 找 出 第 一 个 构造 单元 ,作为 装配 过 程 的 起 点 。 然 后 ,从 
第 一 个 构造 单元 出 发 ,逐步 装配 新 的 构造 单元 ,由 小 到 大 ,由 局 部 到 整体 ,完成 整 
个 体系 的 装配 过 程 。 

(3) 装配 方式 通常 有 两 种 :. 

如 果 体系 与 地 基 之 间 只 有 三 个 约束 , 则 从 内 部 刚 片 出 发 进行 装配 ,如 图 2 一 
10 所 示 的 例子 (图 2 一 9a 也 可 采用 这 种 装配 方式 )。 

如 果 体 系 与 地 基 之 间 的 约束 多 于 三 个 , 则 从 地 基 出 发 进行 装配 ,如 图 2 - 
9b.e 所 示 的 例子 (图 2- 9a 也 可 采用 这 种 装配 方式 )。 

(4) 进行 等 效 变换 。 用 瞬 铵 替代 对 应 的 两 个 链 杆 ;用 大 刚 片 蔡 代 已 经 装配 
好 的 几何 不 变 部 分 ;用 直线 链 杆 符 代 曲 形 链 杆 ;用 一 个 刚 片 兰 代 整个 地 基 ; 用 等 
效 的 多 个 单 约束 替代 一 个 复 约束 ;等 等 。 

(5) 了 解 本 法 的 应 用 范围 。 本 法 只 适用 于 分 析 常 规 体 系 。 分 析 某 些 复杂 体 
系 时 应 采用 其 他 方法 ,如 2 一 5 中 的 计算 机 方法 和 第 11 章 中 的 零 载 法 。 

(6) 三 角形 规律 是 浅显 的 ,但 规律 的 运用 却 灵活 多 变 。 要 由 浅 入 深 地 作 必 
要 的 练习 ,逐步 提高 运用 能 力 。 

4. 关于 计算 自由 度数 W 

S fln 都 与 体系 的 具体 构造 有 关 。 但 二 者 的 差 值 S - n(Bl W) 却 与 体系 的 
具体 构造 无 关 , 而 只 与 体系 所 具有 的 部 件 和 约束 的 个 数 有 关 。W 计算 公式 为 式 
(2-6) 和 (2-7)。 由 于 S>W,n>- W ,这样 就 得 到 了 计算 S fin 的 下 限 公 
式 。 在 运用 此 公式 时 ,应 当 注意 将 有 多 余 约 束 的 刚 片 变 为 无 多 余 约 束 的 刚 片 ,将 
复 约束 换算 成 单 约束 。 

根据 W 的 数值 ,可 对 体系 的 几何 构造 特性 得 出 一 些 结论 ,如 下 表 所 示 。 


§2-7 思考 与 讨论 


w 的 数值 几何 构造 特性 
"Fan 对 象 的 自由 度数 大 于 约束 数 
体系 为 几何 可 变 ,不 能 用 作 结构 
对 象 的 自由 度数 等 于 约束 数 
W=0 如 体系 为 几何 不 变 , 则 无 多 余 约束 ,体系 为 静 定 结构 


如 体系 为 几何 可 变 , 则 有 多 余 约束 
对 象 的 自由 度数 小 于 约束 数 

W<0 体系 有 多 余 约 束 

如 体系 为 几何 不 变 , 则 为 超 静 定 结构 


$2-7 思考 与 讨论 


4$2-1 思考 题 

2-1 有 的 文献 中 把 几何 可 变 体系 称 为 几何 不 稳定 体系 ,把 几何 不 变 体系 称 为 几何 稳定 
体系 。 材料 力学 中 把 压 杆 民 曲 问题 称 为 弹性 稳定 性 问题 。 试 对 几何 稳定 性 和 弹性 稳定 性 这 
两 个 不 同 概念 加 以 比较 。 

2-2 “多 余 约束 "从 哪个 角度 来 看 才 是 多 余 的 ? 

(a) 从 对 体系 的 自由 度 是 否 有 影响 的 角度 看 。 

(b) 从 对 体系 的 计算 自由 度 是 否 有 影响 的 角度 看 。 

(o) 从 对 体系 的 受 力 和 变形 状态 是 否 有 影响 的 角度 看 。 

(d) 从 区 分 静 定 与 超 静 定 两 类 问题 的 角度 看 。 

2-3 结合 图 示 瞬 变 体系 , 试 从 不 同 角度 说 明明 变 体系 的 特点 (按照 几何 构造 分 析 中 的 
假设 ,各 杆 均 为 刚性 杆 ) : 

(a) 设 A 点 位 移 6 为 微量 ,位 移 6 是 否 有 非 零 解 (在 几何 方程 中 忽略 高 阶 微量 )? 体系 的 
几何 形状 是 否 保持 不 变 ? 

(b) 设 A 点 位 移 8 为 有 限量 ,位 移 8 是 否 有 非 零 解 ? 体系 的 几何 形状 是 否 保持 不 变 ? 

(e) 在 图 b 所 示 荷 载 F 作用 下 ,体系 能 否 维持 平衡 ? 

(d) 在 零 荷载 作用 下 ,各 杆 轴 力 是 否 有 非 零 解 ?是否 有 唯一 解 ? 

从 以 上 讨论 ,归纳 出 眠 变 体系 的 特点 。 


@ Oo 


思考 题 2- 3 图 


2-4 结合 思考 题 2- 3 所 示 体 系 ,假设 体系 中 的 各 杆 为 弹性 变形 杆 ( 杆 长 为 !, 杆 截面 
面积 为 A ,弹性 模 量 为 EE, 杆 的 侍 长 量 为 X), 试 从 不 同 角度 说 明 “ 钥 变 体系 "的 特点 : 
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(a) Ë A 点 位 移 6 为 一 阶 微量 , 问 杆 件 转 角 9 和 杆 长 伸 长 基 ) 各 是 几 阶 微量 ? 比值 是 
多 少 ? 杆 件 的 微小 伸 长 是 否 会 引起 很 大 的 位 移 6? 

(b) 在 图 b 所 示 荷 载 Fe 作用 下 ,根据 变形 后 结构 的 几何 图 形 ( 虚 线 所 示 ) 求 杆 件 的 轴 力 
Fs。 轴 力 Fs 与 荷载 Fe 之 间 是 否 仍 是 线性 关系 ? 

从 以 上 讨论 ,归纳 出 “ 瞬 变 体系 "的 特点 。 


思考 题 2-4 图 


$2-2 思考 题 

2-5 分 析 平面 体系 的 几何 构造 时 ,可 以 运用 基本 构造 单元 按照 措 积 木 的 装配 方式 进 
行 。 试 总 结 自己 的 经 验 。 

某 些 体系 的 装配 方式 只 有 一 种 , 某 些 体系 的 装配 方式 有 几 种 , 试 分 别 举例 说 明 。 对 于 图 
2-9%a, 图 2- 1lb, 图 2- 12a.b 所 示 体系 , 你 能 提出 几 种 装配 方式 ? (在 图 2- llb 中 ,也 可 把 
地 基 看 作 一 个 刚 片 .) 

2-6 分 析 平面 体系 的 几何 构造 时 ,也 可 以 运用 基本 构造 单元 按照 拆 积木 的 方式 进行 。 
试 结合 图 2 - 9a b c 所 示 体系 进行 拆 印 ,并 对 原 体 系 的 几何 构造 特性 作出 结论 。 

2-7 在 几何 构造 分 析 中 可 以 进行 哪些 等 效 变换 ?如 何 保证 变换 的 等 效 性 ? 

2-8 利用 无 穷 远 馈 匀 概念 进行 几何 构造 分 析 时 ,为 什么 可 以 采用 关于 % 点 和 o% 线 的 四 
点 结论 (参见 $2 - 1 中 7. 无 穷 远 处 的 瞬 贸 )? 试 结合 图 2 - 13 所 示 体 系 用 别 的 方法 加 以 分 
析 , 并 说 明 上 述 四 点 结论 的 合理 性 。 

$2-3 思考 题 

2-9 试 对 式 (2 8) 加 以 推导 。 在 应 用 式 (2 8) 时 应 注意 些 什么 ? 用 式 (2- 8) 重 作 例 
2- 4, 并 采用 几 种 不 同 的 混合 方案 。 

2-10 如 果 已 经 算出 体系 的 计算 自由 度 W ,而 未 进行 几何 构造 分 析 , 则 对 体系 的 自由 
度 S 和 多 余 约束 数 ， 能 得 出 什么 结论 ? 如 果 再 进一步 已 知 体系 为 几何 不 变 , 则 对 n 能 得 出 
什么 结论 ? 

$2-6 思考 题 

2-11 人 点 在 平面 内 有 两 个 位 移 w， 和 zs。 如 果 加 上 链 杆 BA 与 地 基 相 连 , 试 问 在 u, 
Mos 之 间 可 建立 什么 样 的 约束 方程 ? AB 杆 长 为 1。 

2-12 A 点 在 平面 内 有 两 个 位 移 w， 和 ws。 如 果 加 上 两 个 链 杆 BA 和 CA 与 地 基 相连 ， 
试 在 u, 和 之 间 建立 相应 的 两 个 约束 方程 。 由 这 两 个 齐 次 线性 代数 方程 求解 vs M va 
时 ,在 什么 情况 下 有 唯一 的 平凡 解 (u, =0,w, = 0)? 在 什么 情况 下 ,xs 和 ARR? 从 
几何 构造 分 析 来 看 ,从 这 两 种 情况 可 分 别 引出 什么 结论 ? 


2-1 试 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 。 


题 2-1 图 


2-2 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 
(a) (b) (e) 
题 2-2 图 


2-3 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 


Zx 


38 


第 2 章 结构 的 几何 构造 分 析 


2-4 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 


(a) 人 > © 


® (9) 


题 2-4 图 
2-5 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 


S a pera | 
k” >a 


题 2-5 图 
2-6 试 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 


题 2-6 图 
2-7 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 


@ , @ 


习 题 39 


2-8 试 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 。 


题 2-8 图 


2-9 试 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 。 
(9) O) © 


题 2-9 图 


2-10 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 


题 2 10 图 


2-11 试 求 习题 2-S5~2- 10 中 各 体系 的 计算 自由 度 w. 
2-12 试 求 图 示 体系 的 计算 自由 度 W. 


人) 人 


题 2-12 图 


第 3 = 
静 定 结构 的 受 力 分 析 


下 面 3 章 讨论 静 定 结构 。 第 3 章 讨论 静 定 结构 的 受 力 分 析 , 第 4 章 讨论 影 
响 线 ,第 5 章 讨论 虚 功 原理 与 结构 位 移 计算 。 

静 定 结构 与 超 静 定 结构 有 重要 的 区 别 。 对 静 定 结构 进行 受 力 分 析 时 ,只 需 
考虑 平衡 条 件 ,而 不 需 考 虑 变形 条 件 。 

在 第 3 章 中 , 先 对 各 类 典型 的 静 定 结构 分 别 进行 讨论 ,侧重 于 个 性 ;在 第 11 
章 中 再 对 静 定 结构 进行 综合 讨论 ,侧重 于 共性 。 以 上 都 只 涉及 固定 荷载 作用 ,在 
第 4 章 中 进一步 讨论 移动 荷载 作用 。 由 个 性 到 共性 ,由 国定 荷载 到 移动 荷载 , 通 
过 反复 学 习 和 多 方 运用 ,希望 准确 而 熟练 地 掌握 静 力 分 析 的 基本 方法 :选取 隔离 
体 ,建立 平衡 方程 。 这 是 学 习 结构 力学 时 应 当 掌握 的 基本 功 之 一 。 

必须 重视 基本 功 的 训练 。 历 来 教学 实践 证 明 ,在 超 静 定 结构 和 专题 部 分 的 
学 习 中 暴露 出 来 的 许多 问题 ,追根 溯源 ,其 病因 常常 是 在 静 定 结构 的 学 习 中 遗留 
下 来 的 。 

有 些 初学 者 认为 “隔离 体 和 平衡 方程 早 就 学 过 了 , 静 定 结构 部 分 没有 新 理 
论 "。 其 实 * 学 过 了 "这 种 说 法 ,不 等 于 都 真正 学 慌 了 。 所 谓 学 懂 , 有 不 同 的 层次 。 
由 低层 次 的 懂 到 高 层次 的 懂 , 由 入 门 到 登 党 入 室 , 还 有 一 段 长 路 程 。 在 静 定 结构 
的 静 力 分 析 中 ,基本 原理 本 来 就 是 少数 几 条 ,但 基本 原理 的 运用 却 是 变化 无 穷 
的 。 对 于 基本 原理 ,困难 不 在 于 理解 ,而 在 于 运用 ;不 在 于 有 知识 ,而 在 于 有 能 
力 , 有 驾驭 基本 原理 解决 复杂 问题 的 能 力 ,在 * 驭 " 字 上 要 多 花 力气 。 少 讲 多 练 ， 
在 学 习 静 定 结构 时 更 应 如 此 。 

学 习 静 定 结构 各 章 时 ,应 当 在 以 下 四 个 方面 注意 提高 : 

(1) 要 由 会 算 一 根 梁 和 简单 机 架 提高 到 会 算 复杂 的 静 定 结构 系统 。 由 杆 到 
杆 系 ,由 单元 到 结构 ,这 里 有 一 个 不 小 的 台阶 。 但 是 ,结构 总 可 以 分 解 成 杆 件 和 
单元 ,在 牢固 掌握 杆 件 和 单元 分 析 方法 的 基础 上 ,再 学 会 “化 繁 为 简 "的 分 解 方 
法 ,这 个 台阶 是 容易 上 去 的 。 

(2) 要 了 解 静 力 分 析 与 构造 分 析 的 内 在 联系 ,对 静 力 分 析 要 有 一 个 规律 性 
的 认识 。 静 定 结构 的 形式 有 多 种 多 样 , 静 力 分 析 的 具体 步骤 也 是 千差万别 ,从 何 
下 手 ,按照 什么 顺序 进行 ,初学 者 对 此 往往 感到 茫然 。 其 实 , 这 里 是 有 规律 的 。 
如 果 注 意 静 力 分 析 与 构造 分 析 之 间 的 联系 ,就 可 以 找到 这 个 规律 。 所 谓 构造 分 
析 ,就 是 研究 一 个 结构 如 何 用 单元 组 合 起 来 ,研究 “如 何 搭 "的 问题 。 所 谓 静 力 分 
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析 ,就 是 研究 如 何 把 静 定 结构 的 内 力 计 算 问 题 分 解 为 单元 的 内 力 计 算 问 题 ,研究 
“如 何 拆 " 的 问题 。 组 合 与 分 解 , 措 与 拆 ,是 一 对 相反 的 过 程 。 因 此 ,在 静 力 分 析 
中 如 果 截 取 单元 的 次 序 与 结构 组 成 时 添加 单元 的 次 序 正 好 相反 , 则 静 力 分 析 的 
工作 就 可 以 顺利 进行 。 总 之 ,从 构造 分 析 入 手 , 反 其 道 而 行 之 ,这 就 是 对 静 定 结 
构 进行 静 力 分 析 应 当 遵循 的 规律 。 

(3) 要 在 静 力 分 析 的 基础 上 进一步 了 解 结构 的 受 力 性 能 和 结构 的 合理 形 
式 。 每 类 结构 形式 ( 梁 、 蜀 架 、 棉 架 、 组 合 结构 , 拱 ) 在 受 力 性 能 上 有 什么 特点 ,要 
在 静 力 分 析 的 基础 上 进行 总 结 ,什么 是 拱 轴 的 合理 曲线 ,什么 是 术 架 的 合理 形 
式 ,要 根据 静 力 分 析 进 行 优 化 和 创新 。 既 要 学 会 分 析 , 还 要 学 会 概括 和 创新 。 

(4) 不 仅 要 掌握 在 固定 荷载 作用 下 的 静 力 分 析 , 而 且 要 学 习 在 移动 荷载 作 
用 下 的 静 力 分 析 。 荷 载 移动 到 什么 位 置 最 为 不 利 ? 荷载 移动 时 结构 中 产生 的 最 
大 内 力 是 多 少 , 这 些 新 问题 将 应 用 “影响 线 " 这 个 新 工具 加 以 解决 。 

浅 尝 辑 止 的 缺点 ,在 学 习 静 定 结构 时 一 定 要 注意 克服 。 

本 章 结 合 几 种 常用 的 典型 结构 形式 讨论 静 定 结构 的 受 力 分 析 问题 ,涉及 梁 、 
BU HR ,组 合 结构 . 拱 等 。 内 容 包括 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 ,内 力图 的 绘制 ， 
受 力 性 能 的 分 析 等 。 

本 章 的 讲解 是 在 材料 力学 等 课程 的 基础 上 进行 的 ,但 在 讨论 问题 的 深度 和 
广度 上 有 显著 的 提高 ,这 一 点 必须 注意 ,而 且 本 章 的 内 容 对 学 习 下 面 各 章 是 很 重 
要 的 。 
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1. 鹤 面 的 内 力 分 量 及 其 正 负 号 规定 

在 平面 杆 件 的 任 一 截面 上 ,一 般 有 三 个 内 力 分 量 : 轴 力 Fa DIJ Fa MEIE 
M. 

截面 上 应 力 沿 桂 轴 切线 方向 的 合力 , 称 为 轴 力 。 轴 力 以 拉力 为 正 。 

截面 上 应 力 沿 杆 轴 法 线 方向 的 合力 称 为 剪 力 。 前 力 以 绕 微 段 隔离 体 顺 时 针 
转 者 为 正 。 

截面 上 应 力 对 截面 形 心 的 力矩 称 为 奇 甜 。 在 水 平 杆 件 中 , 当 兹 和 使 杆 件 下 
部 受 拉 时 , 麻 矩 为 正 (图 3- 1). 

作 轴 力图 和 前 力图 时 要 注 明正 负 号 。 作 这 和 矩 图 时 ,规定 夸 矩 图 的 纵 坐标 应 
画 在 杆 件 受 拉 纤 维 一 边 ,不 注 明正 负 号 。 

2. 截面 法 

计算 指定 截面 内 力 的 基本 方法 是 截面 法 ,即将 杆 件 在 指定 截面 切 开 , 取 左边 
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“A h Fa 


图 3-1 


部 分 (或 右边 部 分 ) 为 隔离 体 ,利用 隔离 体 的 平衡 条 件 , 确 定 此 截面 的 三 个 内 力 
分 量 。 

由 截面 法 可 以 得 出 截面 内 力 如 下 : 

轴 力 等 于 截面 一 边 的 所 有 外 力 沿 杆 轴 切 线 方向 的 投影 代数 和 。 

To 

弯 卸 等 于 截面 一 边 的 所 有 外 力 对 截面 形 心 的 力矩 代数 和 。 

画 隔离 体 受 力图 时 ,要 注意 以 下 几 点 : 

(1) 隔离 体 与 其 周围 的 约束 要 全 部 截断 ,而 以 相应 的 约束 力 代替 。 

(2) 约束 力 要 符合 约束 的 性 质 。 截 断 链 杆 (两 端 为 饺 的 直 杆 . 杆 上 无 荷载 作 
用 ) 时 ,在 截面 上 加 轴 力 。 截 断 受 弯 杆 件 时 ,在 截面 上 加 轴 力 WAS, kA 
滚 轴 支 座 2 X W .固定 支 座 时 分 别 加 一 个 、 二 个 ,三 个 支 座 反 力 (固定 支 座 的 三 
个 反 力 中 有 一 个 是 力 偶 )。 

(3) 隔离 体 是 应 用 平衡 条 件 进行 分 析 的 对 象 。 在 受 力图 中 只 画 隔离 体 本 身 
所 受到 的 力 ,不 画 隔离 体 施 给 周围 的 力 。 

(4) 不 要 遗漏 力 。 受 力图 上 的 力 包括 两 类 :一 类 是 荷载 ,一 类 是 截断 约束 处 
的 约束 力 。 

(5) 未 知 力 一 般 假设 为 正 号 方向 ,数值 是 代数 值 ( 正 数 或 负数 )。 已 知 力 按 
实际 方向 画 , 数 值 是 绝对 值 ( 正 数 )。 未 知 力 计算 得 到 的 正 负 号 就 是 实际 的 正 负 
号 。 

3. 荷载 与 内 力 之 间 的 微分 关系 

在 荷载 连续 分 布 的 直 杆 段 内 , 取 微 段 dz 为 隔离 体 ,如 图 3- 2 所 示 。 其 中 
q, Wa, 分 别 为 沿 z 和 > 方向 的 荷载 集 度 。 在 图 3 - 2 所 示 荷 载 和 坐标 设置 的 情 
况 下 ,由 平衡 条 件 可 导出 微分 关系 如 下 : 


| 
Panoa 6-1) 
| 
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4. 荷载 与 内 力 之 间 的 增 量 关系 

在 集中 荷载 作用 处 , 取 微 段 为 隔离 体 , 如 图 3 一 3 所 示 。 其 中 ,F, 是 水 平 集 
中 力 ,向 右 为 正 ;F, 是 竖 向 集中 力 , 向 下 为 正 ; M, 是 力 偶 , 顺 时 针 方向 为 正 。 右 
侧 截面 与 左 侧 截 面相 比 ,内 力 增 量 分 别 为 AF、、AF。 和 AM。 由 平衡 条 件 可 导 


得 增 量 关系 如 下 : 
Ñ 如 +AM 
Fy 4 G FAF 
x "y FatAFq 


y 
图 3-3 
AFN= | 
AFa=-F,r (3-2) 
AM=M, 


5. 荷载 与 内 力 之 间 的 积分 关系 
从 直 杆 中 取出 荷载 连续 分 布 的 一 段 AB( 图 3 一 4) ,由 式 (3 一 1) 积 分 可 得 


4, 
M, A 
s — — Fa 
z 
Fos 


Fos 


图 3-4 
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gi 
Fisz Fw | a= 


Fat Fa f” aae (3-3) 


Ms, = M, + j Fadz 

积分 关系 的 几何 意义 是 : 

B 端的 轴 力 等 于 A 端的 轴 力 减 去 该 段 荷载 g, 图 的 面积 。 

B 端的 剪 力 等 于 A 端的 剪 力 减 去 该 段 荷载 v, 图 的 面积 。 

B 端的 弯 抵 等 于 A 端的 弯 矩 加 上 此 段 前 力图 的 面积 。 

荷载 与 内 力 之 间 的 关系 式 ,对 于 绘制 内 力图 和 校 核 内 力图 都 有 用 处 。 

6. 3 E R 15 tE % 3E Bl 

AtA Ha rh ttp EE FF Bt PE 25 SE Bl BJ , nf 3: JH 2y Et AE Jin ü , bë A 4 T. ff 9 91) 
简化 。 

先 讨论 简 支 梁 ( 图 3 - Sa) 的 情形 ,荷载 包括 两 部 分 : 跨 间 荷 载 a 和 端 部 力 偶 
MA Ma。 当 端 部 力 偶 单独 作用 时 , š B (M 图 ) 为 直线 图 形 ,如 图 3 - Sb 所 示 。 
当 跨 间 荷 载 q 单独 作用 时 , 弯 矩 图 (M'" 图 ) 如 图 3- 5c 所 示 。 如 果 在 M 图 的 基 
fll F. PE t Jl M° 图 , 即 得 到 总 弯 矩 图 ( M 图) 如 图 3 一 5d 所 示 。 

应 当 指出 ,这 里 所 说 的 弯 矩 图 性 加 ,是 指 纵 坐 标的 释 加 ,而 不 是 指 图 形 的 简 
单 拼合 。 图 3- 5d 所 示 三 个 纵 坐 标 M .M° 与 M 之 闻 的 释 加 关系 为 

M(x)+M'(x)=M(x) 

注意 ,图 3- 5d 中 的 纵 坐标 M° ,如 同 M.M 一 样 ,也 是 垂直 于 杆 轴 AB ,而 不 是 
垂直 于 图 中 的 虚线 A B 。 

现在 讨论 结构 中 任意 直 杆 段 的 弯 矩 图 。 以 图 3 - 6a 中 的 杆 段 AB 为 例 ,其 
隔离 体 如 图 3 - 6b 所 示 ,隔离 体 上 的 作用 力 除 荷载 q 外 ,在 杆 端 还 有 弯 矩 MA 、 
M, , 轴 力 Fna .Fus 和 竖 向 力 Fw、Fs。 为 了 说 明 杆 段 AB 弯 矩 图 的 特性 ,把 它 
与 图 3 一 6c 中 的 简 支 梁 相 比 。 设 简 支 梁 承 受 相同 的 荷载 q 和 相同 的 杆 端 力 偶 
MA Mn ,但 支 座 竖 向 反 力 为 F% 、Fs。 在 图 3- 6b.c 中 分 别 应 用 平衡 方程 求 
FaFa MEA 、F%, 可 知 ,= Fw ,Fs = Fs, 因此 二 者 的 弯 矩 图 也 彼此 相同 。 
这 样 , 作 任意 直 杆 段 弯 矩 图 的 问题 (图 3 — 6b) 就 归结 为 作 相 应 简 支 梁 弯 和 矩 图 的 
问题 (图 3-6c) ,从 而 也 可 采用 分 段 套 加 法 作 M 图 ,如 图 3 一 6d 所 示 。 具 体 作 
法 分 成 两 步 : 首 先 根据 A.B AASE M, M, EAR M 图 ;然后 以 此 直线 
为 基线 ,再 从 加 相应 简 支 梁 AB 在 跨 间 荷载 作用 下 的 M° 图 。 
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利用 上 述 关于 内 力图 的 特性 和 弯 甜 图 的 分 段 琶 加 法 ,可 将 梁 的 弯 矩 图 的 一 
般 作法 归纳 如 下 : ü 

(1) 选 定 外 力 的 不 连续 点 (如 集中 力作 用 点 ,集中 力 偶 作用 点 .分 布 荷载 的 
起 点 和 终点 等 ) 为 控制 截面 , 求 出 控制 截面 的 弯 矩 值 。 

(2) 分 段 画 弯 矩 图 。 当 控制 截面 间 无 荷载 时 ,根据 控制 截面 的 弯 矩 值 , 即 可 
作出 直线 弯 矩 图 。 当 控制 截面 间 有 荷载 作用 时 ,根据 控制 截面 的 弯 和 矩 值 作出 直 
线 图 形 后 ,还 应 县 加 这 一 段 按 简 支 梁 求 得 的 弯 矩 图 。 

例 3-1 试 作 图 3-7a 所 示 简 支 梁 的 内 力图 。 

解 (1) 作 前 力图 

AB .BC EF FG 各 段 无 荷载 作用 , Fa 为 常数 , Fu 图 为 水 平 线 。CE BRA 
均 布 荷载 , Fu 图 是 斜 直线 。 从 A 端 开始 ,可 求 出 控制 截面 的 剪 力 如 下 ; 

Fon = Fpa =17 kN 
Fn = Fra = Fp = 17 kN-8 kN=9 kN 
Far = Fpa = Fp- qX4 m=17 kN-8 kN- 16 kN= -7 kN 
其 中 Fú, RR B 点 右 侧 截面 的 剪 力 。 


Fr=8KN q=4kN/m 


(a) M=16kN:m 
AA 
B C BE P| ç 


1 m, 2m 2m 1 1 


ka F G 
} a ST I 
E, G, 


D, 
MM 图 (单位 kN-m) 


图 3-7 


依次 在 Fu 图 (图 3 一 7b) 上 定 出 A, B: 、E, WA, MKPR A, B, B,C. 
EG,, 作 和 斜 直线 C E, 
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(2) fE E 
选 A、.B、C.E、F'、F".G 为 控制 截面 , 求 出 其 弯 矩 值 如 下 (其 中 F 和 F 
分 别 表 示 F 点 左 侧 和 右 侧 截面 ): 
MA =0 
Ms = Fuaxlm=17 kN-m 
Me = Fpa X2 m- F, X 1 m= 34 kN-m-8 kN-m=26 kN:m 
M; = Fko X2 m+ M = 14 kN-m + 16 kN:m=30 kN:m 
Mi = Fe X 1 m+ M =7 kN-m+ 16 kN:m=23 kN:m 
M} = Feo X 1 m=7 kN:m 
M; =0 
依次 在 M 图 (图 3- 7c) 上 定 出 A, .B,.C, E;F, F, G, 诸 点 。 在 AB.BC. 
EF 和 FG 各 段 无 荷载 作用 。 连 A,B, B,C, E, F, FG, 等 直线 , 即 为 变 矩 图 。 
CE 段 有 均 布 荷载 。 以 CE, 为 基线 (图 3- 7c 中 虚线 ) ,全 加 以 CE 为 跨度 
的 简 支 粱 在 均 布 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 ,可 作出 抛物 线 C, D, E, ,中 点 的 竖 距 


D,D, HNM (4 m) = 8 kN*m。 截面 D BABAMA 


26 全 Nte kN.m=36 kN:m 


为 了 确定 硒 矩 的 最 大 值 M。。, 首 先 需要 确定 发 生 最 大 厅 矩 的 截面 位 置 。 由 
MARRIM p. 得 知 ,如 果 Fa = 0, 则 % = 0。 因 此 ,Fa 图 的 零点 相应 于 M 
图 的 极 值 点 。 在 图 3 -7b 中 Fa 图 的 零点 H 的 位 置 可 确定 如 下 :在 CH 段 中 ， 
前 力图 的 作为 由 。 - -二 上 利用 微分 关系 Sr = - a ER h CH = 


TaT m, 日 点 的 位 置 确定 以 后 , 即 可 利用 积分 关系 式 求 得 Muo 


Mi = M. + | Fadr =26 kN-m+ 4x9 kN 2.25 m=36.1 kN-m 


< 
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简 支 梁 .悬臂 梁 和 伸 臂 梁 是 静 定 梁 中 最 简单 的 情形 。 多 次 利用 这 些 构造 单 
元 ,可 以 得 到 各 种 形式 的 静 定 多 跨 粱 。 图 3 - 8a 所 示 为 公路 桥 使 用 的 静 定 多 跨 
梁 , 其 计算 简 图 如 图 3- 8b 所 示 。 
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从 几何 构造 分 析 知 道 , 梁 AB 和 CD 直接 由 支 杆 固定 于 基础 ,是 几何 不 变 
的 。 短 梁 BC 两 端 支 于 梁 AB 和 CD 的 伸 臂 上面。 整个 结构 是 几何 不 变 的 。 梁 
AB 和 CD 本 身 (不 依赖 梁 BC) 就 可 以 承受 荷载 , 称 为 基本 部 分 。 梁 BC 依靠 基 
本 部 分 的 支承 才能 承受 荷载 并 保持 平衡 , 称 为 附属 部 分 。 

在 橡 条 中 也 可 采用 静 定 多 跨 梁 这 种 结构 形式 ,图 3 - 9a 所 示 为 木 栋 条 的 构 
造 。 在 栋 条 接头 处 采用 斜 搭 接 的 形式 ,并 用 螺栓 系 紧 , 这 种 接头 可 看 作 铵 结 点 。 
计算 简 图 如 图 3- 9b 所 示 , 梁 的 支承 关系 如 图 3- 9c 所 示 。 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 
CD 和 GH 是 附属 部 分 ,AC .DG HJ 是 基本 部 分 。 在 图 3- 9% 中 ,未 知 支 座 反 
力 的 数目 为 7, 梁 的 中 间 加 了 4 个 匀 , 每 加 一 个 匀 就 增加 一 个 静 力 平衡 方程 , 即 
在 有 铵 的 截面 , 弯 矩 应 为 零 ( 铵 任 一 边 所 有 外 力 对 铵 的 力 抢 之 和 应 为 零 )。 再 加 
上 三 个 整体 平衡 方程 , 静 力 平衡 方程 共有 七 个 。 未 知 反 力 数 与 静 力 平衡 方程 数 
相等 ,因此 ,此 梁 是 静 定 的 。 


从 几何 构造 来 看 , 静 定 多 跨 梁 是 由 几 根 梁 组 成 的 ,组 成 的 次 序 是 先 固定 基本 
部 分 ,后 固定 附属 部 分 。 因 此 ,计算 静 定 多 跨 梁 时 ,要 遵守 的 原则 是 : 先 计算 附属 
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部 分 ,再 计算 基本 部 分 。 将 附属 部 分 的 支 座 反 力 反 其 指向 ,就 是 加 于 基本 部 分 的 
荷载 。 这 样 , 便 把 多 跨 梁 拆 成 为 单 跨 梁 ,各 个 解决 ,从 而 可 避免 解 算 联 立方 程 。 
将 各 单 跨 梁 的 内 力图 连 在 一 起 ,就 是 多 跨 梁 的 内 力图 。 弯 矩 和 剪 力 的 正 负 号 规 
定 , 同 单 跨 梁 。 绘 制 变 矩 图 时 ,一 般 习惯 把 竖 距 画 在 受 拉 纤 维 一 边 。 
例 3-2 试 作 图 3- 10a 所 示 静 定 多 跨 梁 的 内 力图 。 
加 


图 3-10 


E ”此 梁 的 组 成 次 序 为 先 固定 粱 AB ,再 固定 梁 BD ,最 后 固定 梁 DEF。 基 
本 部 分 与 附属 部 分 之 间 的 支承 关系 如 图 3 — 10b 所 示 。 

计算 时 按照 相反 的 次 序 拆 成 单 跨 梁 ,如 图 3- 10c 所 示 。 先 计算 附属 部 分 
FD, D 点 反 力求 出 后 , 反 其 指向 就 是 梁 DB 的 荷载 。 梁 DB fE B 点 的 反 力求 
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出 后 , 反 其 指向 就 是 梁 BA 的 荷载 。 最 后 计算 梁 BA , 求 出 A 端的 支 座 反 力 。 

支 座 反 力求 出 后 , 即 可 作 M 图 和 Fu 图 ,如 图 3 一 10d 和 e 所 示 。 这 里 ,荷载 
F, 作用 在 附属 部 分 上 ,而 对 基本 部 分 也 同时 产生 内 力 。 与 此 相反 ,如 果 荷 载 作 
用 在 基本 部 分 上 , 则 对 附属 部 分 并 不 引起 内 力 。 

在 设计 静 定 多 跨 粱 时 , 铵 的 安放 位 置 可 以 适当 选择 ,以 减 小 弯 失 图 的 峰值 ， 
从 而 节约 材料 。 下 面 举例 说 明 。 

例 3-3 图 3- 11a 所 示 为 一 两 跨 梁 ,全 长 承受 均 布 荷载 g。 试 求 贸 D 的 
位 置 , 使 负 奢 矩 峰值 与 正 碗 和 矩 峰值 相等 。 

解 VL RRD 55 XW B us 在 图 3 一 11b 中 , 先 计算 附属 


部 分 AD, 求 出 支 座 反 力 为 汉人 2). t E m 5 E BL. BS oh E AS NG 68 
pall- ry 
值 为 全 一 一 


4 
THE 
Zo D XB 


再 计算 基本 部 分 DC ,将 附属 部 分 在 D 点 所 受 的 支承 反 力 4 如) 反 其 指 


$3-3 和 静 定 平面 刚 架 


51 


向 , 当 作 荷载 加 于 基本 部 分 , 支 座 B 处 的 负 再 抵 峰 值 为 94 二 开工 + r° 


° 
令 正 负 弯 矩 峰值 彼此 相等 , 即 
gla) _glUl-x)z 252 
8 i A 
得 
z=0.172/ 
BERII EL f sE Ji , B] fE 8; SE E hnk 3- 11c 所 示 , 其 中 正 负 弯 矩 峰 值 都 等 于 
0.086d 。 
如 果 改 用 两 个 跨度 为 ! 的 简 支 梁 , 则 弯 矩 图 如 图 3 一 11d 所 示 。 由 此 可 知 ， 


肯定 多 跨 梁 的 栖 矩 峰值 比 一 系列 简 支 染 的 要 小 ,二 者 的 比值 为 -03 = 68.8% 。 


一 般 说 来 , 静 定 多 跨 梁 与 一 系列 简 支 梁 相 比 ,材料 用 量 可 少 一 些 ,但 构造 要 
复杂 一 些 。 


$3 一 3 和 静 定 平面 刚 架 


1. 刚 架 的 特点 

刚 架 和 杭 架 都 是 由 直 杆 组 成 的 结构 。 二 者 的 区 别 是 : 梅 架 中 的 结 点 全 部 都 
是 铵 结 点 , 刚 架 中 的 结 点 全 部 或 部 分 是 刚 结 点 。 图 3 - 12a 是 一 个 几何 可 变 的 久 
结 体系 ,为 了 使 它 成 为 几何 不 变 ,一 种 办 法 是 增设 斜 杆 ,使 它 成 为 枯 架 结构 (图 
3- 12b), 另 一 种 办 法 是 把 原来 的 铵 结 点 B 和 C 改 为 刚 结 点 ,使 它 成 为 刚 架 结构 
(图 3- 12c)。 由 此 看 出 , 刚 架 中 由 于 具有 刚 结 点 ,因而 不 用 斜 杆 也 可 组 成 几何 
不 变 体系 ,使 结构 内 部 具有 较 大 的 空间 ,便于 使 用 。 


Zi c 
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HEA ARE , 刚 结 点 具有 不 同 的 特点 。 从 变形 角度 来 看 ,在 刚 结 点 处 各 杆 
不 能 发 生 相 对 转动 ,因而 各 杆 间 的 夹 角 始 终 保持 不 变 。 从 受 力 角度 来 看 , 刚 结 点 
可 以 承受 和 传递 弯 矩 ,因而 在 刚 架 中 变 矩 是 主要 内 力 。 

为 了 将 刚 架 与 简 支 梁 加 以 比较 ,在 图 3- 13 中 给 出 二 者 在 均 布 荷载 作用 下 
的 弯 矩 图 ,在 图 3 一 13b 所 示 刚 架 中 由 于 刚 结 点 处 产生 弯 矩 , 故 横梁 跨 中 弯 矩 的 


峰值 得 到 削减 。 
@ 4 ©) q 
TH rr 
H 一 
图 3-13 
2. 刚 架 的 支 座 反 力 
在 静 定 平面 刚 架 的 受 力 分 析 中 ,通常 是 先 求 支 座 反 力 , 再 求 控制 截面 的 内 
力 , 最 后 作 内 力图 。 


现在 结合 图 3 - 14a 所 示 的 三 铵 刚 架 ,说明 支 座 反 力 的 求法 。 


REGUE A 和 已, 隔离 体 图 如 图 3- 14b 所 示 , 这 里 共有 四 个 未 知 反 力 
Faa .Fw Fa Fao 从 运动 角度 来 看 ,隔离 体 一 方面 可 以 整体 运动 ,共有 三 个 自 
由 度 ; 另 一 方面 其 中 的 两 个 折线 杆 件 AC 和 BC 还 可 以 绕 铵 C 相对 转动 。 因 此 ， 
再 增加 一 个 自由 度 。 与 之 相应 ,隔离 体 平衡 时 所 应 满足 的 静 力 平衡 方程 共有 四 
个 : 除 三 个 整体 平衡 方程 之 外 ,又 加 一 个 铵 C 处 弯 矩 为 零 的 静 力 平衡 方程 。 下 
面 利用 这 四 个 静 力 平衡 方程 计算 四 个 支 座 反 力 。 

首先 用 两 个 整体 平衡 方程 求 Fa M Fao 
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XZM,=0, Faxlt+gf=0 


所 以 
gp 
Fu=-37 (Y) 
SM=0, Fa - +f =0 
所 以 
Faz (1) 


有 


所 以 
F. = Fu 万 = 至 (一 ) 
最 后 用 第 三 个 整体 平衡 方程 求 F... 
>F,=0, Fa-Fnt+gqf=0 
所 以 
Fa=Fa- y=- (O) 
图 3 - 15a 为 一 个 多 跨 刚 架 。 从 受 力 角度 看 ,这 个 刚 架 共有 四 个 未 知 反 力 
Fe .Fw .Fn .Fa。 从 整体 的 三 个 静 力 平生 方程, 加 上 馈 E 处 这 矩 为 零 的 表 力 
平衡 方程 ,原则 上 可 以 求 出 这 四 个 支 座 反 力 。 从 几何 构造 角度 看 ,此 刚 架 的 组 成 
次 序 是 先 固定 右边 ,然后 再 固定 左边 。 因 此 , 求 反 力 的 次 序 应 与 组 成 次 序 相反 ， 
先 求 左 边 的 F. PEREA FaFa Foa o 这样, 就 可 以 避免 解 算 联 立 方程 的 
麻烦 。 
先 考虑 GE 部 分 ,由 Ms =0, 得 


Fa = -glx (2 kNXx2 m+4kN/mx2 mx 1 m)= -3kN (=) 


再 考虑 整体 平衡 条 件 : 
SF,=0, F, =2kN+2kN-3kN=1kN (<+) 


XM, =0， Fa = pax (2 KNX2 m+2 kNX2 m) =2 kN (4) 


XM, =0, Fa =gh- X(4kN/mxX8 mx4m-2kNX2m= 
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2kNx2m)=30kN (Í) 
"W q N/m 


3. 刚 架 中 各 杆 的 杆 端 内 力 

作 刚 架 内 力图 时 ,首先 求 各 杆 的 杆 端 内 力 。 求 杆 端 内 力 的 基本 方法 仍 是 截 
面 法 。 现 结合 刚 架 的 特点 来 说 明 几 个 问题 。 

第 一 ,要 注意 内 力 正 负 号 的 有 关 规 定 。 在 刚 架 中 , 剪 力 和 轴 力 都 规定 正 负 号 
(与 梁 相 同 ) ,但 弯 算 则 不 规定 正 负 号 ,而 只 规定 弯 矩 图 的 纵 坐 标 应 画 在 杆 件 受 拉 
纤维 的 一 边 。 也 就 是 说 ,这 里 不 是 用 正 负 号 而 是 用 纵 坐 标的 位 置 来 标明 弯 矩 的 
性 质 (标明 受 拉 纤 维 在 哪 一 边 )。 
二 ,要 注意 在 结 点 处 有 不 同 的 杆 端 截面 。 在 图 3 - 16a 所 示 的 刚 架 中 ,在 
结 点 D 处 有 三 个 杆 件 DA .DB .DC 相交 。 因 此 ,在 结 点 D 处 有 三 个 不 同 的 截面 
DD,.D;.D;。 如 果 笼 统 地 说 截面 D, 则 是 无 意义 的 。 这 三 个 截面 D, .D, .D: 的 
sy W Pl Ms Mo .Mi 来 表示 。 对 于 前 力 和 轴 力 符号 也 采用 同样 的 下 


第 二 ,要 正确 地 选取 隔离 体 。 用 截面 法 求 三 个 指定 截面 D, D,D, 的 内 力 
时 ,应 分 别 在 指定 截面 切 开 , 得 出 隔离 体 图 如 图 3- 16b、c.d 所 示 。 这 里 在 每 个 
切 开 的 截面 处 作用 有 一个 未 知 力 Fx .Fu 、M ,其 中 未 知 力 F. 和 Fu 都 按 正方 向 
miih hi K HJ M 则 按 任意 指定 的 方向 画 出 。 

分 别 对 “个 隔离 体 应 用 平衡 条 件 , 可 求 得 内 力 如 下 : 
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Fsm = 0 | Fase =4 kN l Fso =0 

Fam =5kKN p Fans=5kN Fox = -4 kN 

Mm =5 np Mone =15 kN-m), Mr =20 kN-m 
(左边 受 拉 ) (右边 受 拉 ) (下 边 受 拉 ) 

° 


第 四 ,要 注意 结 点 的 平衡 条 件 。 上 面 求 得 的 三 个 截面 D. .D, D, 的 内 力 并 
不 是 独立 的 ,它们 应 满足 结 点 D( 图 3- 16e) 的 三 个 平衡 条 件 : 
二 F,=SkN-SkN+0=0 
>F.=0-4kN+4kN=0 
SM=5 kN:m+15 kN-m-20 kN:m=0 
通常 可 利用 这 些 条 件 进行 校 核 。 
4. 刚 架 的 内 力图 
刚 架 内 力图 基本 作法 是 把 刚 架 拆 成 杆 件 。 也 就 是 说 , 先 求 各 杆 的 杆 端 内 力 ， 
然后 利用 杆 端 内 力 分 别 作 各 杆 的 内 力图 ,各 杆 内 力图 合 在 一 起 就 是 刚 架 的 内 力 
图 。 
下 面 结合 图 3 - 17a 所 示 刚 架 说 明 其 计算 步 又 。 
(1) 求 支 座 反 力 
XF, =0， Fa=qa (<) 


XM,=0, Fas (1) 
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(2) 作 M 图 
先 根据 截面 法 , 求 得 各 杆 杆 端 弯 矩 如 下 : 


Mu =0， Ma= 如- (右边 受 拉 ) 


Mu =0， Ma =S (下 边 受 拉 ) 


然后 分 别 作 各 杆 M 图 。 

CB 杆 上 没有 荷载 作用 ,将 杆 端 弯 算 连 以 直线 即 为 弯 矩 图 。. 

AC 杆 上 有 荷载 作用 ,将 杆 端 弯 矩 连 以 直线 后 再 终 加 简 支 梁 的 恋 矩 图 , 即 为 
此 杆 的 弯 矩 图 。M 图 如 图 3 一 17b 所 示 。 


(3) fE Fa 图 
MORE: 
Fow= qa 
Fan = 0 
Fow = Foa = = $ 


利用 杆 端 剪 力 即 可 作出 前 力图 ,如 图 3 一 17c 所 示 。 剪 力图 中 须 注 明正 负 
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号 。BC 杆 上 无 荷载 作用 , 故 剪 力 为 常数 。AC 杆 上 有 均 布 荷载 ,前 力图 为 斜 
直线 。 


(4) 作 F. 图 
先 求 各 杆 杆 端 轴 力 : 
Fsac = Fra = $ 
Fnac = Fnca=0 
Fy 图 如 图 3- 17d 所 示 , 须 注 明正 负 号 。 由 于 各 村 上 都 无 切 向 荷载 , 故 各 杆 轴 力 
都 是 常数 。 
(5) 校 核 
图 3- 17e 所 示 为 结 点 C 各 杆 杆 端的 恋 矩 ,满足 力矩 平衡 条 件 : 
2 a? 
zm- 
图 3- 17 所 示 为 结 点 C 各 杆 杆 端的 剪 力 和 轴 力 ,满足 两 个 投影 方程 : 
>F,=0 
zr =f- 
例 3-4 试用 另 一 种 方法 作 图 3- 17a 所 示 刚 架 的 F. 图 和 F. 图 。 
解 上 面 作 F. 图 和 Fw 图 时 , 杆 端 剪 力 和 杆 端 轴 力 是 根据 截面 一 边 的 荷载 
及 支 座 反 力 直接 求 出 的 。 现 在 介绍 另 一 种 作法 :首先 作 M 图 ;然后 取 杆 件 作 隔 
离 体 ,利用 杆 端 变 矩 求 杆 端 前 力 ;最 后 取 结 点 作 隔 离 体 , 利 用 杆 端 前 力求 杆 端 轴 
力 。 
(1) REY H 
作 杆 AC 的 隔离 体 图 ,如 图 3- 18a rR. AI E 2 PE h Ao D E E (3 -17 


b) ,可 知 A 端 M HF, C 端 M 为 只 ,右边 受 拉 , 即 为 反 时 针 力 偶 。 未 知 杆 端 力 
Fu 和 Fw 则 按 正 方向 画 出 。 应 用 力矩 平衡 方程 ,可 求 出 杆 端 前 力 如 下 : 

XM, =0, Fa =L [9 -gax t) z0 

> Me =0, Fa s| +a x A) = qa 
同 理 ,由 杆 CB 的 隔离 体 图 (图 3 - 18b) ,可 得 


Fac = Faw = = % 
(2) 求 杆 端 轴 力 


作 结 点 C 的 隔离 体 图 ,如 图 3 - 18c 所 示 ( 图 中 未 标 出 弯 矩 )。 根 据 已 经 作 
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图 3- 18 


出 的 Fe 图 (图 3- 17e) ,可知 Fan =0。Fuww = 一 地 ( 道 时 针 方向 )。 其 中 的 未 
知 轴 力 Fac 和 下 vo, 则 按 正方 向 画 出 。 应 用 投影 平衡 方程 ,可 求 出 杆 端 轴 力 如 
F: 
XF, =0, Fyen =0 
XF, =0, Faai 
两 种 方法 所 得 的 结果 相同 。 对 于 复杂 的 情况 ,以 第 二 种 方法 较为 方便 。 
@3-5 试 绘制 图 3 - 19a 所 示 门 式 刚 架 在 左 半 跨 均 布 荷载 作用 下 的 内 力 
图 。 
解 (1) 求 支 座 反 力 
XM, =0, 6kKNx3m-Fnxli2m=0， Fun=1.5kN (4) 
XM, =0, 6kNx9m-F ,x1l2m=0, F. =4.5kN (1) 
之 F,=0， Faa- Fa =0, F. = F. 
XM =0(%1&4 C 右边 部 分 )， 
F,,X6.5m-F,,X6m=0, F,,=1.384 kN (+) 
F., = 1.384 kN (>) 
(2) 作 M 图 
ORF AE, Bl P SE a — Ú) 3 & VA PEER, P£ AE Jin 9) Se 9: AO gs E Pq o 
以 DC 为 例 ， 
Mi = -1.384 kNx4.5 m= - 6.23 kN-m 
Moa = 0 
DC 杆 的 中 点 恋 矩 为 


-446.23 kNem+ 计 XL kN/m% (6 m)! = 1.38 kNem 
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Fo 图 (单位 KN) 所 图 (单位 kN) 
1 N/m Z 
(©) A O N 
623Nvm AAN Fy 623kN ,am 
È 
FA 69 la ffa 
@ Ge wr s @ p 
De Nai os] nN R&I 80 
< L86kN 03985 KN 
Er 13841kN 
asia 3 es 


M 图 如 图 3 一 19b 所 示 。 
(3) fE Fu 图 
杆 端 剪 力 可 分 别 采用 上 述 两 种 方法 来 求 。 
对 于 AD 和 BE 两 杆 ,可 取 截 面 一 边 为 隔离 体 , 求 出 杆 端 前 力 如 下 : 
Fon = Fana = -1.384 kN 
Fone = Farn = 1.384 kN 
对 于 CD 和 CE 两 杆 , 可 取 杆 CD 和 CE 为 隔离 体 (图 3 - 19e.f) , 求 出 杆 端 剪 力 
如 下 : 
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1 
Fac =g zm” (6.23 kN'm+6kNx3m)=3.83 kN 


Fan = gag * (6.23 kN-m-6kNX3 m)= - 1.86 kN 


-33 m 


Fow = For =y (6.23 kN:m)= -0.985 kN 
Fu 图 如 图 3- 19c 所 示 。 
(4) fE F. 图 
杆 端 轴 力 可 分 别 采用 上 述 两 种 方法 来 求 。 
对 于 AD 和 BE 两 杆 ,可 取 截 面 一 边 为 隔离 体 , 求 出 杆 端 轴 力 如 下 : 
Fw= Fa = = 45 kÑ 
Fue = Fuen = — 1.5 kN 
至 于 DC 和 CE 两 杆 的 杆 端 轴 力 , 则 可 取 结 点 为 隔离 体 进行 计算 。 取 结 点 
D 为 隔离 体 (图 3 一 19g), 沿 轴线 DC 列 投影 方程 ,可 求 得 Fa 如下: 
Fyre + 1.384 kN cos a +4.5 kN sin a=0 
Fyw = -2.74 kN 
同样 ,由 结 点 E 的 隔离 体 图 (3 - 19h) ,以 EC 为 轴线 列 投影 方程 : 
Fyre = -1.384 kN cos a - 1.5 kN sin a = - 1.789 kN 
因为 杆 EC 上 沿 轴线 方向 没有 荷载 ,所 以 沿 杆 长 轴 力 不 变 , 即 
Fx = - 1.789 kN 
为 了 求 得 Fase ,可 利用 结 点 C 的 隔离 体 图 3 - 19i， 
SF,=0, ~ Fnweos a +1.86 kN sin a + 0.985 kN sin a - 
1.789 kN cos a = 0 
Fuen = ~ 0.839 kN 
FAN 图 如 图 3 一 19d B Aš 
(5) 校 核 
可 以 截取 刚 架 的 任何 部 分 校 核 是 否 满足 平衡 条 件 。 例 如 ,对 结 点 C 的 隔离 
体 ( 图 3- 19i) 可 以 验算 之 F.=0。 
@ 3-6 试 作 图 3- 20a 所 示 两 层 刚 架 的 M 图 。 
R ”这 是 一 个 双 层 三 铵 刚 架 ,组 成 的 次 序 是 先 固定 下 部 ,再 固定 上 部 。 求 约 
东 反 力 的 次 序 应 与 组 成 次 序 相反 ,因此 先 求 上 部 结构 的 约束 反 力 ,然后 将 求 得 结 
果 反 其 指向 加 于 下 部 结构 上 ,再 求 下 部 结构 的 支 座 反 力 。 计算 结果 如 图 3- 20b 
所 示 。 约 束 力求 出 后 , 即 可 绘制 弯 矩 图 ,如 图 3- 20c 所 示 。 
前 面 讨论 了 静 定 梁 和 静 定 刚 架 的 受 力 分 析 及 内 力图 的 绘制 。 作 法 要 点 归纳 
如 下 : 


$3-3 稳定 平面 刚 架 


61 


图 3-20 


(1) 通常 先 求 约束 力 和 支 座 反 力 。 求 约束 力 和 支 座 反 力 时 ,要 注意 结构 的 
几何 构造 特点 , 求 约束 力 的 次 序 应 与 组 成 次 序 相反 。 

(2) 作 M 图 时 , 先 求 每 杆 的 杆 端 弯 矩 ,将 坐标 画 于 受 拉 纤 维 一 边 , 连 以 直 
线 ,再 登 加 上 由 于 横向 荷载 产生 的 简 支 梁 的 M 图 。M 图 不 注 正 负 号 。 

(3) fE Fu 图 时 , 先 计 算 每 杆 的 杆 端 前 力 。 杆 端 剪 力 通常 可 根据 截面 一 边 的 
荷载 及 支 座 反 力 直接 计算 。 当 情况 比较 复杂 时 ,可 取 一 杆 为 隔离 体 ,利用 力矩 平 
衡 方 程 求 杆 端 前 力 。 杆 端 前 力求 出 后 , 杆 的 Fu 图 可 按 简 支 梁 的 规律 画 出 。 Fo 
图 的 正 负 号 必须 注 明 。 

(4) fE FN 图 时 , 先 计 算 每 杆 的 杆 端 轴 力 。 杆 端 轴 力 通常 可 根据 截面 一 边 的 
荷载 及 支 座 反 力 直接 计算 。 当 情况 比较 复杂 时 ,可 取 结 构 的 结 点 为 隔离 体 ,用 投 
影 平衡 方程 求 杆 端 轴 力 。FN 图 必须 注 明 正 负 号 。 

(5) 内 力图 的 校 核 是 必要 的 。 通 常 截取 结 点 或 结构 的 一 部 分 ,验算 其 是 否 
满足 平衡 条 件 。 
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1. 柏 架 的 特点 和 组 成 

梁 和 刚 架 承受 荷载 后 ,主要 产生 弯曲 内 力 ,截面 上 的 应 力 分 布 是 不 均匀 的 ， 
因而 材料 不 能 充分 利用 。 柱 架 是 由 杆 件 组 成 的 格 构 体 系 , 当 荷 载 只 作用 在 结 点 
上 时 ,各 杆 内 力主 要 为 轴 力 ,截面 上 的 应 力 基 本 上 分 布 均匀 ,可 以 充分 发 挥 材料 
的 作用 。 因 此 , 检 架 是 大 跨 结 构 常用 的 一 种 形式 。 

柏 架 在 工程 实际 中 有 广泛 的 应 用 。 图 3 - 21 是 钢筋 混凝土 组 合 屋 架 ， 
图 3 一 22 为 武汉 长 江 大 桥 所 采用 的 枯 架 形式 。 


实际 枯 架 的 受 力 情况 比较 复杂 ,在 计算 中 必须 抓 主要 矛盾 ,对 实际 术 架 作 必 
要 的 简化 。 通 常 在 枯 架 的 内 力 计 算 中 ,采用 下 列 假定 : 

(1) 杭 架 的 结 点 都 是 光滑 的 铵 结 点 ， 

(2) 各 杆 的 轴线 都 是 直线 并 通过 铵 的 中 心 ; 

(3) 荷载 和 支 座 反 力 都 作用 在 结 点 上 。 

图 3- 23a 是 根据 上 述 假设 画 出 的 一 个 桩 架 的 计算 简 图 。 各 杆 均 用 轴线 表示 ， 
AS WBCS EZE. WR F, .Fe 和 支 座 反 力 F.. .Fw 都 作用 在 结 点 上 。 图 3- 
23b 所 示 为 从 这 个 桥架 中 任意 取出 的 一 根 杆 件 。 杆 CD 只 在 两 端 受 力 , 此 二 力 既 


O 按 有 关 制 图 标准 规定 .图 中 尺寸 单位 为 mm 者 可 以 不 标注 - 以 下 类 同 。 
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成 平衡 ,所 以 必然 数量 相等 .方向 相反 ,有 同一 作用 线 , 即 轴线 CD。 因 此 , 杆 CD 
只 受 轴 力 作用 。 顶 架 的 杆 件 都 只 在 两 端 受 力 , 称 为 二 力 杆 。 其 轴 力 可 能 是 拉力 ,也 
可 能 是 压力 ,由 具体 情况 通过 计算 可 以 确定 。 


B. 3-23 


实际 杭 架 与 上 述 假定 是 有 差别 的 。 除 木 术 架 的 棒 接 结 点 比较 接近 于 铵 结 点 
外 , 钢 枯 架 和 钢筋 混凝土 杭 架 的 结 点 都 有 很 大 的 刚性 。 有 些 杆 件 在 结 点 处 是 连 
续 不 断 的 。 各 杆 的 轴线 也 不 一 定 全 是 直线 , 结 点 上 各 杆 的 轴线 也 不 一 定 全 交 于 
-点 。 但 科学 实验 和 工程 实践 证 明 , 结 点 刚性 等 因素 对 内 力 的 影响 一 般 说 来 对 
梅 架 是 次 要 的 。 按 上述 假 定 计算 得 到 的 横 架 内 力 称 为 主 内 力 。 由 于 实际 情况 与 
上 述 假定 不 同 而 产生 的 附加 内 力 称 为 次 内 力 。 这 里 ,只 研究 主 内 力 的 计算 。 

梅 架 的 杆 件 布置 必须 满足 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 。 根 据 几何 构造 的 特 
点 , 静 定 平面 析 架 可 分 为 三 类 : 

(1) 由 基础 或 一 个 基本 铵 接 二 角 形 开始 ,每 次 用 不 在 一 条 直线 上 的 两 个 链 
杆 连接 一 个 新 结 点 。 按 这 个 规律 组 成 的 析 架 称 为 简单 析 架 。 

如 在 图 3- 24a 中 ,从 三 角形 ABC 开始 ,每 次 用 两 根 杆 (4、5),(6、7),(8、9)， 
(10 .11),(12 .13) 依 次 连接 结 点 D、E F.G 、 妃 ,组 成 一 个 简单 机 架 。 这 个 枯 架 
本 身 是 几何 不 变 的 ,没有 多 余 约束 。 图 3 - 24b 是 从 基础 开始 ,每 次 用 两 根 杆 (1 、 
2),(3.4),(5.6),… 依 次 连接 点 A .BC、… 组 成 的 简单 枯 架 。 这 个 术 架 是 几何 
不 变 的 , 且 没 有 多 余 约束 。 

(2) 由 几 个 简单 枯 架 联合 组 成 几何 不 变 的 铵 结 体系 ,这 类 术 架 称 为 联合 
Him, 

在 图 3- 25 h, I, H BS 3848850 OHiBE Ht A 和 链 杆 BC 连接 在 一 起 ， 
组 成 一 个 联合 顶 架 。 因 为 A .BC 三 个 铵 不 同 在 一 直线 上 ,这 个 架 本 身 是 几 
何不 变 的 , 旦 没有 多 余 约束 。 

(3) 凡 不 属于 前 两 类 的 术 架 , 称 为 复杂 术 架 ,图 3- 26 所 示 为 一 复杂 检 架 。 

2. 结 点 法 、 截 面 法 及 其 联合 应 用 

为 了 求 得 柏 架 各 杆 的 轴 力 ,可 以 截取 术 架 中 的 一 部 分 为 隔离 体 ,考虑 隔离 体 
的 平衡 ,建立 平衡 方程 ,由 平衡 方程 解 出 杆 的 轴 力 。 如 果 隔 离 体 只 包含 一 个 结 
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图 3-24 


人 图 3-25 


图 3-26 


点 ,这 种 方法 称 为 结 点 法 。 如 果 截 取 的 隔离 体 包 含 两 个 以 上 的 结 点 ,这 种 方法 称 
为 截面 法 。 

在 建立 平衡 方程 时 ,时 常 需要 把 杆 的 轴 力 F\ 分 解 为 水 平分 力 F, 和 竖 向 分 
HF. o ÆR 3-27a H, HF AB 的 杆 长 ! 及 其 水 平 投影 1, 和 竖 向 投影 人 组 成 一 
个 三 角形 。 在 图 3 一 27b 中 , 杆 AB 的 轴 力 F\ 及 其 水 平分 力 F, 和 竖 直 分 力 下 ,也 
组 成 一 个 三 角形 。 这 两 个 三 角形 各 边 相 互 平行 ,所 以 是 相似 的 ,因而 有 下 列 比例 
关系 : 


i š (3-4) 
E eh 
利用 这 个 比例 关系 ,可 以 很 简便 地 由 F. 推算 出 F, AF, ,或 者 反 过 来 由 F, 
推算 和 下, ,由 下 ,推算 FA 和 F, ,而 不 需 使 用 三 角 函 数 进行 计算 。 
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结 点 法 

结 点 法 是 取 析 架 结 点 为 隔离 体 ,利用 平面 汇 交 力 系 的 两 个 平衡 条 件 计算 各 
杆 的 未 知 力 。 如 果 术 架 是 静 定 的 , 则 其 计算 自由 度数 W =0, 由 式 (2-7) 可 知 

W=2j-b=0 

即 2j=65。 因 此 ,利用 j 个 结 点 的 2; 个 独立 的 平衡 方程 , 便 可 确定 全 部 b 个 杆 
件 或 支 杆 的 未 知 力 。 

结 点 法 最 适用 于 计算 简单 杭 架 。 下 面 用 例题 说 明 结 点 法 的 详细 计算 步骤 。 

在 计算 过 程 中 ,通常 先 假设 杆 的 未 知 轴 力 为 拉力 。 计 算 结 果 如 得 正 值 ,表示 
轴 力 确 是 拉力 ;如 得 负 值 ,表示 轴 力 为 压力 。 

例 3-7 图 3-28a 所 示 为 一 施工 托 架 的 计算 简 图 。 在 所 示 荷 载 作 用 下 ， 
试 求 各 杆 的 轴 力 。 

解 (1) 求 支 座 反 力 


Fn= Fa = (8 kNX4+6kN)=19kN (4) 
(2) 结 点 A 


作 结 点 A 的 隔离 体 图 (图 3- 28b) ,未 知 力 FNwc 、Fnap 假 设 为 拉力 ,并 将 斜 
杆 轴 力 Fvw 用 其 分 力 Fno 和 下 won 代替。 


MXF, =0, 得 
19 kN -8 kN- Fw =0 
所 以 
Fw =11 kN 
利用 比例 关系 式 (3- 4) ,得 
Fu = 11 kNX HS = 33 kN 


1.58 
Fup=11 KNx TS 让 34.8 kN (拉力 ) 
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4.5 kN—Ə 一 45kN 


F GARL KN) S54kN 3kN 3kN 54kN 


H 2F,=0,Fsae + F, = 0,49 
Fvac = -33 kN (压力 ) 
(3) 结 点 C 
结 点 C 的 隔离 体 图 见 图 3- 28c。 其 中 的 已 知 力 都 按 实际 方向 画 出 ,未 知 力 
Fyer 和 Fw 都 假设 为 拉力 。 


2F,=0, Fn +33 kN=0 


得 
Fx = -33 kN (ÆJ) 
SEF.=0, -Fxw-8kN=0 
得 
Fnw = -8kN (ÆJ) 
(4) 结 点 D 
隔离 体 图 见 图 3 - 28d, 斜 杆 轴 力 都 用 分 力 FF, FARE, 
STF,=0, F. + 11 kN-8kN=0 
得 


Fus= -3 kN 
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由 式 (3-4)，。 Fune= 3 kNX 02 = -5.4KN (压力 ) 
得 
Foe = -3kNx E = -4.5 kN (压力 ) 


SF,=0, ”Fuor+ Fe -33 kN=0 

得 
For=33 kN+4.5kN=37.5 kN (拉力 ) 

(5) 利用 对 称 性 

由 于 术 架 和 荷载 都 是 对 称 的 ,因此 处 于 对 称 位 置 的 两 根 杆 具 有 相同 的 轴 力 ， 
也 就 是 说 , 析 架 中 的 内 力也 是 对 称 分 布 的 。 因 此 ,只 需 计 算 半 边 杭 架 的 轴 力 。 整 
个 梅 架 的 轴 力 如 图 3- 28e 所 示 。 

(6) 校 核 

对 称 轴 上 的 结 点 平衡 条 件 可 用 来 校 核 。 图 3 - 28f 为 结 点 E 的 隔离 体 图 。 
由 于 对 称 ,平衡 条 件 之 F, =0 已 经 自然 满足 。 因 此 ,只 需 校 核 另 一 个 平衡 条 件 如 
F3 

>F,=0, -6kN+3 kN+3 kN=0 

图 3- 28a 所 示 的 枯 架 是 一 个 简单 枯 架 。 可 以 认为 它 是 从 三 角形 BFG 开 
始 ,每 次 用 两 杆 连 接 一 个 新 结 点 E .D.C 、A 组 成 的 。 只 要 按照 与 组 成 相反 的 次 
序 A.C.D.E .F.G 截取 结 点 , 则 在 每 个 结 点 只 遇 到 两 个 未 知 力 。 总 之 ,用 结 点 
法 计算 简单 析 架 时 ,如 果 截 取 结 点 的 次 序 与 机 架 组 成 时 添加 结 点 的 次 序 相反 ,就 
可 以 顺利 地 求 出 全 部 轴 力 。 

一 个 简单 枯 架 往往 可 以 按 不 同 的 结 点 次 序 组 成 ,因此 用 结 点 法 求解 时 也 可 
按 不 同 的 次 序 截取 结 点 。 例 如 ,图 3 - 28a 所 示 杭 架 ,也 可 以 认为 是 由 三 角形 
ACD 开始 ,依次 用 二 杆 连接 结 点 E.F.G.B 组 成 的 。 所 以 ,这 个 术 架 也 可 以 按 
B.G\F.E、C.D 的 次 序 截取 结 点 。 

这 里 提 一 下 结 点 单 杆 的 概念 。 如 果 在 同一 结 点 的 所 有 内 力 为 未 知 的 各 杆 
中 , 除 某 一 杆 外 ,其 余 各 杆 都 共 线 , 则 该 杆 称 为 此 结 点 的 单 杆 。 关 于 结 点 单 杆 有 
下 面 两 种 情况 : 

(1) 结 点 只 包含 两 个 未 知 力 杆 , 且 此 二 杆 不 共 线 (图 3 - 29a) , 则 每 杆 都 是 
单 杆 ; 

(2) 结 点 只 包含 三 个 未 知 力 杆 ,其 中 有 两 杆 共 线 (图 3- 29b) , 则 第 三 杆 是 
单 杆 。 

下 面 给 出 有 关 结 点 单 杆 的 一 些 性 质 : 

(1) 结 点 单 杆 的 内 力 , 可 由 该 结 点 的 平衡 条 件 直接 求 出 。 而 非 结 点 单 杆 的 
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图 3-29 


内 力 则 不 能 由 该 结 点 的 平衡 条 件 直接 求 出 。 

(2) 当 结 点 无 荷载 作用 时 , 单 杆 的 内 力 必 为 零 ( 称 
为 零 杆 ) 。 或 者 说 ,无 载 结 点 的 单 杆 必 为 零 杆 。 图 3 ~ 
30 所 示 格 架 在 荷载 F。 作 用 下 只 有 用 粗 线 表示 的 各 杆 
( 杆 AB 一 杆 H1) 内 力 不 为 零 ,其 余 各 杆 都 是 零 杆 。 因 
为 按照 图 中 数字 标明 的 次 序 , 可 依次 判断 它们 是 无 载 
结 点 的 单 杆 。 | 

(3) 如 果 依 靠 拆除 结 点 单 杆 的 方法 可 将 整个 术 架 “入 > 
拆 完 , 则 此 析 架 即 可 应 用 结 点 法 按照 每 次 只 解 一 个 未 A 
知 力 的 方式 将 各 杆 内 力求 出 。 计 算 程序 应 按照 拆除 单 杆 的 程序 进行 。 图 3 - 
31a 所 示 柏 架 虽 不 是 简单 枉 架 ,但 可 以 依靠 拆除 单 杆 的 方法 将 整个 结构 拆 完 , 拆 
除 次 序 如 图 3 一 31a 中 数字 所 示 。 各 杆 内 力 可 采用 结 点 法 求 出 。 运 算 直 接 在 枯 
架 图 上 进行 。 因 为 对 称 ,图 3 - 31b 中 只 注 明 了 一 半 。 


图 3-31 


截面 法 
截面 法 是 用 截面 切断 拟 求 内 力 的 杆 件 ,从 析 架 中 截 出 一 部 分 为 隔离 体 (隔离 
体 包含 两 个 以 上 的 结 点 ,所 作用 的 力 系 为 平面 一 般 力 系 ), 利 用 平面 一 般 力 系 的 
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三 个 平衡 方程 ,计算 所 切 各 杆 中 的 未 知 轴 力 。 如 果 所 切 各 杆 中 的 未 知 轴 力 只 有 
三 个 ,它们 既 不 相交 于 同一 点 ,也 不 彼此 平行 , 则 用 截面 法 即 可 直接 求 出 这 三 个 
未 知 轴 力 。 因 此 ,截面 法 最 适用 于 下 列 情况 :联合 枯 架 的 计算 ;简单 枯 架 中 只 求 
个 别 杆 件 轴 力 的 计算 。 
在 计算 中 , 仍 先 假设 未 知 轴 力 为 拉力 。 计 算 结果 如 得 正 值 , 则 实际 轴 力 就 是 
拉力 ;如 得 负 值 , 则 是 压力 。 
为 了 避免 解 联 立 方程 ,应 注意 对 平衡 方程 加 以 选择 。 
@ 3-8 WRA 3-32a 所 示 术 架 中 1,2,3 三 杆 的 轴 力 。 柿 架 所 受 荷载 和 
各 杆 长 度 (单位 为 mm) 已 在 图 中 给 出 。 
解 ” 先 求 出 支 座 反 力 : 
Fn=4.52 kN (个 ) 
Fs=1.48 kN (1) 
此 枯 架 是 简单 枉 架 ,虽然 可 以 采用 结 点 法 计算 ,但 必须 从 端 部 开始 ,逐步 截 
取 结 点 A、b6、B、c、C, 才 能 求 出 1.2.3 三 杆 的 轴 力 。 因 此 ,对 于 这 种 只 求 少数 杆 
件 轴 力 的 问题 ,以 直接 采用 截面 法 较为 方便 。 
作 截面 m- m ,切断 1.2、3 三 杆 , 取 右边 部 分 为 隔离 体 , 如 图 3 - 32b 所 示 
(G 点 处 的 支 杆 也 被 切断 ) ,其 中 共有 三 个 未 知 力 Fw Fu Fu ,全 部 设 为 拉力 ， 
可 利用 隔离 体 的 三 个 平衡 方程 求 出 。 
应 用 平衡 方程 求 轴 力 时 ,应 注意 避 兔 解 联 立 方程 。 例 如 ,为 了 求 未 知 力 
Fa ,可 取 其 他 未 知 力 Fx 和 Fw 的 交点 C 为 力矩 中 心 , 列 出 力矩 平衡 方程 。 这 
时 , 轴 力 Fw 就 是 方程 中 唯一 的 未 知 量 ,因而 可 直接 求 出 如 下 : 
SCM.=0, Fu X2.48 m+ 1 kNx3.00 m- 1.48 KNX11.85 m=0 
所 以 
Fa =5.87 kN (拉力 ) 
同样 , 求 Fu 时 ,可 取 Fw 与 Fw 的 交点 d 为 力矩 中 心 。 此 外 ,为 了 便于 计算 斜 杆 
轴 力 Fs 的 力矩 ,可 先 将 Fw 在 D 点 分 解 为 和 F,。 由 力矩 方程 
> M, =0， - F,, X2.80 m - 1.48 KNX8.85 m= 0 
所 以 
F,:= —4.68 kN 
再 由 比例 关系 ,得 


Fa = -4.68 KNx3.017 m _ 


3.00 m 一 4.70 kN (压力 ) 


最 后 , 求 Fw 时 ,由 二 其 他 未 知 力 已 经 求 出 , 故 也 可 利用 投影 半 衡 方程 
之 已 =0， Fa- Fa F, =0 
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®© 


|F,-4s2 N Dorl.48 kN 
Et 3000 -| 2000 t 3000 .| 3000 .| — j 


所 以 
F, = - Fa = Fa = - 5.87 kN+ 4.68 kN= -1.19 kN 
再 由 比例 关系 ,得 
二 3.89m_ 
Fw= -1.19 kNX 3700 = - 1.54 kN 


以 上 计算 结果 ,可 应 用 平衡 方程 之 F, =0 来 进行 校 核 。 


这 里 , 提 一 下 截面 单 杆 的 概念 。 如 果 某 个 截面 所 截 的 内 力 为 未 知 的 各 杆 中 ， 
除 某 一 杆 外 其 余 各 杆 都 交 于 一 点 (或 彼此 平行 一 一 交点 在 无 穷 远 处 ), 则 此 杆 称 


为 该 截面 的 单 杆 。 关 于 截面 单 村 有 下 列 两 种 情况 ， 


(1) 截面 只 截断 三 个 杆 , 且 此 三 杆 不 交 于 一 点 (或 不 彼此 平行 ), 则 其 中 每 一 


杆 都 是 截面 单 杆 (例如 图 3- 32a 中 的 杆 1 .2、3 都 是 截面 m- m 的 单 杆 )。 


(2) 截面 所 截 杆 数 大 于 3, 但 除 某 一 杆 外 ,其 余 各 杆 都 交 于 一 点 (或 都 彼此 平 


行 ), 则 此 杆 也 是 截面 单 杆 (例如 图 3- 33 中 的 a 杆 是 截面 m- m 的 单 杆 )。 


截面 单 杆 具有 如 下 性 质 :截面 单 杆 的 内 力 可 从 本 截面 相应 的 隔离 体 的 平衡 
条 件 直接 求 出 。 对 于 第 一 种 截面 单 杆 ,上 述 性 质 是 显然 的 。 对 于 第 二 种 截面 单 
杆 ,由 图 3- 33 也 容易 得 出 上 述 结 论 。 实 际 上 ,在 图 3- 33a 中 , 单 杆 /a 的 轴 力 可 
利用 其 余 各 杆 交点 O 的 力 甜 方程 求 出 ;在 图 3 一 33b 中 , 单 杆 a 的 轴 力 可 利用 沿 


其 余 各 杆 垂直 方向 的 投影 方程 求 出 。 
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图 3-33 


在 计算 联合 顶 架 和 某 些 复杂 术 架 时 ,应 注意 应 用 截面 单 杆 的 上 述 性 质 。 

图 3- 34 所 示 枯 架 虽然 是 一 个 复杂 杭 架 ,但 对 图 中 所 示 水 平 截面 闪 - m 3 
说 ,AF 杆 是 截面 单 杆 ,因此 其 轴 力 可 由 此 截面 的 水 平 投影 方程 直接 求 出 。 此 杆 
轴 力 求 出 后 ,其余 各 杆 轴 力 即 可 用 结 点 法 依次 求 出 (依次 取 结 点 F.D、G、E 为 
隔离 体 )。 


图 3-34 


图 3- 35 RHR REKA HR. 每 个 结 点 都 不 存在 结 点 单 杆 , 故 用 结 点 
法 时 过 到 困难 。 这 些 联合 术 架 都 是 由 两 个 简单 术 架 用 三 个 连接 杆 1,2 ,3 装配 而 
成 的 。 对 于 图 中 所 示 的 截面 ,连接 杆 1.2 .3 都 是 截面 单 杆 ,因而 可 以 直接 求 出 其 
轴 力 。 由 此 可 知 ,计算 联 合 枯 架 时 ,一般 不 宜 直接 采用 结 点 法 ,而 应 首先 采用 截 
面 法 ,并 从 计算 三 个 连接 杆 轴 力 开始 。 

结 点 法 与 截面 法 的 联合 应 用 

在 枯 架 计算 中 ,有 时 联合 应 用 结 点 法 和 截面 法 更 为 方便 。 

图 3- 36a 示 一 简单 机 架 , 设 拟 求 两 根 斜 杆 1 .2 的 轴 力 。 如 果 使 用 截面 m- 
m ,考虑 左 部 的 平衡 ,由 >F, =0 得 到 的 方程 包括 FaH F., 两 个 未 知 量 ,还 需要 
对 下 ,和 下 ,补充 一 个 旋 程 。 这 个 补充 方程 可 以 利用 结 点 法 得 到 。 由 结 点 G 的 
平衡 (图 3 一 36b) ,可 以 建立 F,, 和 F,; 的 关系 ,从 而 也 就 建立 了 F. 和 Fo 的 关 
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去 )， 


所 以 


再 作 


图 3-35 


这 样 , F, 和 FF,, 就 可 以 计算 出 来 。 


KKOD 


®© 


E sri 


@ 3-9 WRA 3-37a HRHP 1.2.3 三 杆 的 轴 力 。 
解 ” 先 求 出 支 座 反 力 。 
这 是 一 个 联合 榆 架 , 单 用 结 点 法 很 不 方便 。 
先 作 截面 m - m R Fw MURRI m- m 以 右 部 分 为 隔离 体 ( 隔 离 体 图 省 
并 以 G 为 力矩 中 心 ,得 
2M¿=0, Fuwx4m-6kNx8gm=0 


Fw=12 kN (拉力 ) 
截面 n 一 n, 取 截面 左 部 为 隔离 体 (图 3 一 37b)。 以 点 为 力矩 中 心 ,并 将 


Fw 在 G 点 分 解 为 F,, 和 FF,,。 
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XM =0, 18 kNX4 m-3 KNX4 m—6 kNX2 m 
-12 KNX4 m- F, X4 m=0 
所 以 
Fa=0 
因此 
F,=0, Fe=0 
再 取 结 点 E 为 隔离 体 (图 3 一 37c) ,用 投影 方程 可 求 出 Fu 和 Fu。 


h 全 Fwrl2N E TiN 
图 3-37 


>F,=0, 12 kN- Fan = 0 


所 以 
F.,, = 12 kN 
因此 
F,, = 12 kN, Fw=12 kNxV2=16.97 kN (拉力 ) 
SF,=0, Fm+Fs=0 
所 以 


Fm = 一 Fs= 一 12 kN (压力 ) 
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8$3-5 组 合 结 构 


在 有 些 由 直 杆 组 成 的 结构 中 ,一 部 分 杆 件 是 链 杆 ,只 受 轴 力 作用 ; 另 一 部 分 
杆 件 是 梁 式 杆 , 除 受 轴 力 作用 外 ,还 受 弯 短 和 前 力作 用 。 这 种 由 链 杆 和 梁 式 杆 组 
成 的 结构 , 称 为 组 合 结构 。 

E 3- 38.3 — 39 所 示 为 组 合 结构 的 一 些 例子 。 图 3 - 38a 为 一 下 撑 式 五 角 
形 屋 架 ,上 弦 由 钢筋 混凝土 制 成 ,下 弦 和 腹 杆 为 型 钢 。 计 算 简 图 如 图 3 - 38b 所 


示 。 


图 3-38 


图 3- 39a 为 拱桥 的 计算 简 图 ,其 中 由 多 根 链 杆 组 成 链 杆 拱 , 再 与 加 劲 梁 用 
链 杆 连接 ,组 成 整个 结构 。 当 跨度 较 大 时 ,加 劲 梁 可 换 成 加 劲 术 架 ,如 图 
3 一 39b 所 示 。 


(8) mög ©) 加 劲 格 架 


图 3-39 


应 用 截面 法 计算 组 合 结构 时 ,应 注意 被 截 的 杆 件 是 链 杆 还 是 梁 式 杆 。 对 于 


$3-5 组 合 结 构 75 


链 杆 ,截面 上 只 作用 有 轴 力 ;对 于 梁 式 杆 , 截 面 上 一 般 作 用 有 三 个 力 , 即 弯 矩 .前 
力 和 轴 力 。 

假如 所 截断 的 杆 全 是 链 杆 , 则 前 面 讨论 桥架 时 的 所 有 计算 方法 和 结论 全 可 
应 用 。 但 如 所 截断 的 杆 中 有 梁 式 杆 时 , 则 不 能 使 用 桥架 计算 的 结论 。 如 图 3 一 
40a 中 , 当 取 结 点 下 为 隔离 体 时 (图 3- 40b) ,由 于 杆 FA 和 FC 并 非 链 杆 , 故 FD 
并 非 零 杆 。 

在 截面 1- I 左 部 的 隔离 体 上 , 除 作 用 有 两 个 未 知 轴 力 外 ,不 应 忘记 在 梁 式 
杆 截面 上 还 作用 有 未 知 弯 矩 和 剪 力 (图 3- 40c)。 

由 于 梁 式 杆 的 截面 一 般 有 三 个 内 力 ,为 了 不 使 隔离 体 上 的 未 知 力 过 多 ,应 尽 
可 能 避免 截断 梁 式 杆 。 因 此 ,计算 组 合 结构 的 步骤 一 般 是 先 求 出 各 链 杆 的 轴 力 ， 
然后 根据 荷载 和 所 求 得 的 轴 力 作 梁 式 杆 的 M Fos Fao 


Fyne 


@ Mu Foc © Fo 
m h. 9 ， y 
Fyra NY i Pc Fy 
Fora = Aa 

D 


图 3-40 


例 3-10 REA 3-41a HER FR H fA E A A JER A 3) Ao 

解 (1) 链 杆 的 内 力 计算 

此 结构 是 由 左右 两 个 几何 不 变 , 且 无 多 余 约束 的 部 分 ACD .BCE HEC 和 
链 杆 DE 连接 而 成 。 因 此 ,此 结构 是 静 定 的 。 计 算 内 力 时 ,可 先 作 截面 1-1, 截 
WE C 和 链 杆 DE( 图 3- 41lb)。 由 力矩 方程 之 Me =0, 得 

6 kNX6 m-1kN/mx6 mXx3 m-1.2 Fyne =0 
所 以 
Fang = 15 kN 

再 由 结 点 D 和 巨 ,可 求 得 所 有 链 杆 的 轴 力 。 计 算 结 果 记 在 图 3- 4lb 中 。 

(2) 梁 式 杆 的 内 力图 

杆 AFC 的 受 力 情况 如 图 3- 41c 所 示 。 将 结 点 A 处 的 竖 向 力 合并 后 , 受 力 
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图 如 图 3- 41d 所 示 。 内 力图 求 得 如 图 3- 4le 所 示 。 下 面 作 些 说 明 : 


q=1 kN/m 


O 


14.92 


14.96 15.17 
MM 图 (单位 kN-m) Fo 图 单位 KN) 本 图 (单位 kN) 


图 3-41 


任 一 截面 的 剪 力 和 轴 力 ,可 按 下 式 计算 : 
Fo = F,cos a — 15sin a 
F. = - F,sin a — 15cos a 
RP FF 为 该 截面 所 受 竖 向 力 的 合力 。 图 中 sin =0.083 5,cos a =0.996, WF 
A 端的 剪 力 和 轴 力 为 
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Fonr =2.5 kN cos a — 15 kN sin a 
=2.5 KN 0.996 — 15 kN x0.083 5 
=1.24 kN 
Fwe= = 2.5 kN sin a — 15 kN cos a 
= -2.5kNx0.083 5 - 15 kN x0.996 
= -15.13 kN 
跨 中 最 大 弯 矩 发 生 在 剪 力 为 零 处 ,以 r “表示 其 横 坐 标 ( 图 3- 41d)。 由 
= F,cos ac-15 kN sin c=0 


得 
F,=15kN taa, f#AFË,F,=2.5 kN - gr 
即 
2.5 kN- q£” = 15 kN tan a 
所 以 
205- 
Ee =1.25 m 
因此 ,最 大 弯 矩 为 
M, =2.5 kNX 1.25 m-15 kNx (xl. 25 m)- 


Í kN/mx 1.25 mx 1.25 mx 方 )= 0.78 kN-m 
现 就 上 述 例题 讨论 如 下 : 
影响 下 撑 式 五 角形 组 合 屋 架 的 内 力 状 态 的 主要 因素 有 两 个 : 
(1) 高 跨 比 二 


轴 力 Fwpe 可 用 三 铵 拱 的 推力 公式 ( 见 下 节 ) 计 算 : 
Fa = ME 

高 跨 比 愈 小 , 轴 力 Fos 愈 大 , 屋 架 轴 力 愈 大 ,这 种 情况 与 三 铵 挫 有 类 似 处 。 

(2) f, 5 f, 的 关系 

当 高 度 了 确定 后 ,内 力 状态 随 f, 与 f. 的 比例 不 同 而 改变 。 图 3- 42 中 给 
出 了 三 种 结果 ,从 中 可 以 看 出 : 

弦 杆 轴 力 的 变化 申 度 不 大 ,但 上 弦 杆 弯 矩 的 变化 幅度 很 大 。 

当 坡度 ( 即 f. ) 减 小 时 ,上 弦 负 弯 甜 增 大 。 当 f =0 时 ,上 弦 坡 度 为 零 , 即 为 
下 撑 式 平行 弦 组 合 结构 (图 3 - 42a)。 此 时 上 弦 全 部 为 负 弯 和 矩 , 上 弦 弯 甜 有 如 支 
在 A fü F 两 点 的 伸 臂 梁 。 


78 


PIE 和 静 定 结构 的 爱 力 分 析 


当 坡度 ( 即 f.) M Kat, Fk FS OR K. 4 f,=0 时 , 即 为 一 个 带 拉杆 的 
三 铵 拱 式 屋 架 (图 3 - 42c). E 3k 40 p E. LaK 8 n E A.C 
两 点 的 简 支 梁 。 

H fı = (0.45—0.5)f Ht, EIZA 下 处 的 负 棍 矩 与 两 个 节 间 的 最 大 正 诸 
和 矩 ,在 数值 上 将 大 致 相等 (图 3- 42b), 且 数值 比 图 3 - 42a,c 两 种 极限 情形 小 得 
多 。 


(a) =0,f=12m 4.5 kN -m 


$3-6 三 & 拱 


1. 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 内 力 
三 匀 拱 是 一 种 静 定 的 拱 式 结构 ,在 桥梁 和 屋 盖 中 都 得 到 应 用 。 图 3 - 43 所 
示 为 三 铵 拱 的 两 种 形式 。 

图 3- 43a 为 无 拉杆 的 三 铵 拱 ,AC 和 BC 是 两 根 曲 杆 , 在 C 点 用 铵 连接 ,A、 
B 两 点 是 锐 支 座 。 图 3- 43b 为 有 拉杆 的 三 铵 拱 ,B 点 改 为 滚 轴 支 座 , 同 时 加 上 
拉杆 AB。 拱 的 基本 特点 是 在 竖 向 荷载 作用 下 有 水 平反 力 ( 图 3 - 43a) 或 称 推 
力 。 对 于 有 拉杆 的 三 铵 拱 ,推力 就 是 拉杆 内 的 拉力 。 推 力 对 拱 的 内 力 有 重要 影 
响 。 曲 杆 的 轴线 常用 抛物 线 和 圆 弧 , 有 时 采用 悬 链 线 。 拱 高 f 与 跨 长 ! 的 比值 
是 拱 的 基本 参数 。 工 程 实际 中 ,高 跨 比 由 1 至 H10, 变 化 的 范围 很 大 。 
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图 3- 44 为 北京 玻璃 厂 使 用 的 装配 式 钢筋 混凝土 三 铵 拱 。 图 3 - 44a 所 示 
为 拱 的 尺寸 ,图 3 - 44b 所 示 为 其 计算 简 图 。 

下 面 讨论 在 竖 向 荷载 作用 下 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 方法 ,并 将 拱 
与 梁 加 以 比较 ,用 以 说 明 拱 的 受 力 特性 。 


m 拉杆 “花篮 螺栓 
F 7085 asjas 1085 执 砂 2j 


图 3-44 


(1) 支 座 反 力 计算 

图 3~45a 所 示 三 铵 拱 ,有 四 个 支 座 反 力 Fv Fua 、Fvs s Fun ,求解 时 需要 
四 个 方程 。 拱 的 整体 有 三 个 平衡 方程 ,此 外 铵 C 又 增加 一 个 静 力 平衡 方程 , 即 
C 点 的 弯 扼 应 为 零 。 所 以 ,三 铵 拱 是 静 定 结构 。 

为 了 便于 比较 ,在 图 3 - 45b 中 画 出 一 个 简 支 梁 , 跨 度 和 荷载 都 与 三 铵 拱 相 
同 。 因 为 荷载 是 竖 向 的 , 粱 没有 水 平反 力 , 只 有 竖 向 反 力 Fv 和 Fvs。 简 支 梁 的 
BAH F\A 和 Fe 可 分 别 由 平衡 方程 之 M =0 MLM, =0 求 出 。 

考虑 拱 的 整体 平衡 ,由 之 Me =0 和 之 MA =0, 可 求 出 拱 的 坚 向 反 力 : 


Fw = 十 (Fnbi+ Frb) (3-5) 


80 


第 3 章 和 静 定 结构 的 爱 力 分 析 


2 lz, 
La 
Fpi la. 
© Jw Faos, Ton? 
e Fasing 
Fva FQ Fa 
图 3-45 
Fe = (Fna, + Fraz) (3-6) 
与 图 3- 45b 中 的 梁 相 比较 ,可 知 : 
Fw = Fv 
Fw = Fis (3-7) 
这 就 是 说 , 拱 的 竖 向 反 力 与 简 支 梁 的 竖 向 反 力 相同 。 
XF, =0, 得 
Fua = Fus = Fu 


A.B 两 点 的 水 平反 力 方向 相反 ,数量 相等 ,以 Fu 表示 推力 的 数量 。 

为 了 求 出 推力 Fn EAR C 提供 的 条 件 : 

Me =0 
FER C 左边 所 有 的 外 力 , 上 式 可 写 为 
Fw -Fad, - Faf =0 
前 两 项 是 C 点 左边 所 有 竖 向 力 对 C 点 的 力矩 代数 和 ,等 于 简 支 粱 相应 截面 C 
HEFE., UM 表示 简 支 粱 截面 C HSE, WERT: 
MY.— Faf=0 
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所 以 

F = Me G-8) 
由 此 可 知 ,推力 与 拱 轴 的 曲线 形式 无 关 , 而 与 拱 高 了 成 反比 , 拱 愈 低 推力 愈 大 。 
荷载 向 下 时 ,Fu 得 正 值 ,方向 如 图 3- 45a 所 示 ,推力 是 向 内 的 。 如 果 /一 0 ,推力 
ATERA, R A,B,C 三 个 铵 在 一 条 直线 上 ,成 为 几何 可 变 体系 。 

(2) 内 力 计 算 

试 求 指定 截面 D 的 内 力 。 

在 计算 中 ,借用 简 支 梁 相 应 截面 D 的 弯 矩 M" MIH Fu( 图 3- 45c) K 
3-45d 所 示 为 三 铵 拱 截面 D 左边 的 隔离 体 ,在 截面 D fE 100 q J A 41% 8 
M ,而 且 有 水 平 力 (等 于 拱 的 推力 Fn) 和 竖 向 力 (等 于 简 支 梁 截面 D 的 剪 力 
Fu)。 后 两 个 力 可 由 投影 方程 之 F, =0 MXF, =0 证 实 。 而 M 要 对 DD 点 (截面 
D 的 形 心 ) 列 力矩 方程 才能 得 到 , 即 

M= M' - Fuy (3-9) 
这 里 ,y J D 点 到 AB 直线 的 垂直 距离 。 弯 和 矩 M 以 使 拱 的 内 面 产生 拉 应 力 为 
正 。 

图 3-45e 所 示 为 设计 中 使 用 的 内 力 分 量 , 剪 力 Fu 与 截面 D 处 轴线 的 切线 
EH MI FF、 与 轴线 的 切线 平行 。 把 图 3 一 45d 中 的 竖 向 力 F& 和 水 平 力 Ph 加 
以 分 解 (图 3 一 45f) ,就 得 到 剪 力 Fu 和 轴 力 F. U ç 表示 截面 D 处 轴线 的 切线 
与 水 平 线 所 成 的 锐角 ,得 

Fa = Fucos ọ - Fusin Q (3-10) 

Fy = - Fusin p- Fucos 9 (3-11) 
这 里 ,截面 的 前 力 以 使 拱 的 小 段 顺 时 针 方 向 转动 为 正 , 轴 力 以 拉力 为 正 。 应 用 式 
(3 一 10) 和 (3 一 11) 时 ,在 拱 的 左 半 ,gp 取 正 号 ;在 拱 的 右 半 ,9 取 负 号 。 

(3) 受 力 特点 

由 上 述 分 析 可 知 ; 

1) 在 竖 向 荷载 作用 下 , 梁 没 有 水 平反 力 ,而 拱 则 有 推力 。 

2) 由 式 (3- 9) 可 知 ,由 于 推力 的 存在 ,三 铵 拱 截面 上 的 弯 矩 比 简 支 粱 的 弯 
和 矩 小 。 弯 矩 的 降低 ,使 拱 能 更 充分 地 发 挥 材料 的 作用 。 

3) 在 竖 向 荷载 作用 下 , 梁 的 截面 内 没有 轴 力 ,而 拱 的 截面 内 轴 力 较 大 , 且 一 
般 为 压力 (参见 例 3 一 11)。 

总 起 来 看 , 拱 比 梁 能 更 有 效 地 发 挥 材料 作用 ,因此 适用 于 较 大 的 跨度 和 较 重 
的 荷载 。 由 于 拱 主 要 是 受 压 ,便于 利用 抗 压 性 能 好 而 抗 拉 性 能 差 的 材料 ,如 砖 . 石 、 
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混凝土 等 。 但 是 ,事物 都 是 一 分 为 二 的 。 三 贸 拱 既然 受到 向 内 的 推力 作用 ,也 就 给 
基础 施加 向 外 的 推力 ,所 以 三 铵 拱 的 基础 比 梁 的 基础 要 大 - 因此 ,用 拱 作 屋 项 时 ， 
都 使 用 有 拉杆 的 二 铵 拱 ,以 减少 对 墙 (或 柱 ) 的 推力 。 

例 3-11 三 铵 拱 及 其 所 受 荷 载 如 图 3- 46 所 示 , 拱 的 轴线 为 抛物 线 : 


ystir- a) 试 求 支 座 反 力 ,并 绘制 内 力图 。 


q=1 kN/m 
Fo=4kN 


图 3-46 

解 (1) 反 力 计算 
由 式 (3-7) 

> pm -4kNx4m+8kNxi2m_ 

Fe = Fia = ——— em ?kN (1) 

pe _8S8kNx4m+4kNx12m_。， 

Fe = Fin = om SkN (4) 

由 式 (3 一 8) 


RE me =5 kNx8 = KENX4m GKN 


(2) 内 力 计算 

为 了 绘制 内 力图 ,将 拱 沿 跨度 方向 分 成 八 等 份 , 算 出 每 个 截面 的 弯 矩 . 剪 力 
和 轴 力 的 数值 。 现 以 x = 12 m 的 截面 D 为 例 来 说 明 计算 步骤 。 

1) 截面 D 的 几何 参数 

根据 拱 轴 线 的 方程 : 


_4f _ -= 4x4m Ë +i 
y el £) TAR 12 m) =3 m 


tan — -2x)= do x(16m-2x12 m)= -0.5 m 


央 而 得 出 : 


p= -26°34', sinp= -0.447， cos p=0.894 
2) 截面 D 的 内 力 


§3-6 = R 拱 
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由 式 (3- 9) 得 
M= M" - Fuy=5kNx4m-6 kNx3m=2 kN:m 
根据 式 (3 一 10) (3 一 11) ,因为 在 集中 荷载 处 , Fu 有 突变 ,所 以 Fu 和 下、 都 
有 突变 ,要 算出 左 . 右 两 边 的 剪 力 Fa. FMH Fu Fyre 
Fa = Fi}, cos g — Fusin p 
| = -1 kNXx0.894- 6 kNx( -0.447) = 1.79 kN 
[Fez 一 Fusin p- Fucos 9 
-(-1kN)x(-0.447)-6kNx0.894= -5.81 kN 
For = Fiw cos g — Fusin 9 
-5kNx0.894-6kNx(-0.447)= - 1.79 kN 
十 = ~ Ftasin p- Fucos p 
=- (—5) kNx ( - 0.447) -6 kNx0.894= -7.6 kN 


具体 计算 时 ,可 列表 进行 ( 表 3- 1)。 根 据 表 (3 - 1) 中 的 数值 , 绘 出 内 力图 ， 
如 图 3 一 47a.b.c 所 示 。 


表 3-1 三 铵 拱 内 力 计算 


截面 几何 参数 ku sl BIA 轴 力 计算 

|; me p |sng| =ç -F| M | Fang Fuing| Fa Thng Fong Rk 
solli | s [omlom|?| o| o| o | aw | al as | az | -un 
2|is| os | xx | oan | om] s| e -os is | 4 | -30 oa) -30 | -49 | 28 
4 |3m| oa | xx omlom 3| a |-wo)2 | 28 | -26 |o ia | -sm | -on 
olasl os | w [of om| i| x |-25 is | on L% |-op| oa | -se | -em 
8 [40| 0 0 O f -I| 3 30| 0 -10 0 LD o 6“ om 
was os -w| ossos] -i| 2 |-zs| -os| -o| is op] -ou | -se | -om 

1 -09 1 | -04 54i 


2 jam -0 mw ew a s ml 2 | 40] 2% |- 723 


M |L5| -05| -B00 og | -5| w | -05| -05| -40 | 30 


6|o|-1 |-# |-om om|-s o | o | o | -33| 443 |0n| -33 


注 : 表 中 尺寸 单位 为 m, S Mi f 2 p KN: m.) , 轴 力 单位 为 kN 


J Y 84k ty REIT ERE, E 3 -47d 中 用 实 线 画 出 了 同 跨度 . 同 荷载 的 简 
支 梁 的 弯 矩 图 (M" 图 ) ,图 中 还 用 虚线 画 出 了 三 铵 拱 的 Fuy 曲线 。 咖 实 两 条 曲 
线 的 纵 坐 标 差 值 (JM" - Fuy) 即 为 三 铵 拱 的 弯 矩 值 ,因此 两 条 曲线 之 间 所 围 的 狭 
窜 图 形 即 代表 三 绞 拱 的 弯 甜 图 。 由 此 看 出 , 尼 贸 拱 与 对 应 的 简 支 梁 相 比 , 弯 矩 要 
小 得 很 多 ( 简 支 梁 的 最 大 窜 矩 为 24.5 kN 'm', 而 三 铵 拱 的 最 大 等 矩 则 下 降 为 
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2 kNm) ARH, — 21 22 EA F EF 5ë < R: Hi Te JJ 8 B 09. 3, ZE 
荷载 作用 下 存在 推力 ,是 拱 式 结构 的 基本 特点 。 由 于 这 个 缘故 , 拱 式 结构 也 称 为 
推力 结构 。 


M" 图 (单位 kN.m) 


图 3-47 


2. 三 匀 拱 的 压力 线 
如 果 三 铵 拱 中 某 截 面 D 左边 (或 右边 ) 所 有 外 力 的 合力 Fup 已 经 确定 (图 3- 
48a) , 则 由 此 合力 便 可 确定 该 截面 的 恋 矩 .前 力 , 轴 力 (图 3 一 48b) 如 下 : 
Mn = Fedro 
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图 3-48 


Fon = Frpsin ap 
下 No = Frpcos ap 
这 里 ,rp 是 由 截面 形 心 到 合力 Faw 的 垂直 距离 ,ap EAH Froti D 点 拱 轴 切 线 
间 的 夹 角 。 由 此 看 出 ,确定 截面 内 力 的 问题 可 归结 为 确定 截面 一 边 所 有 外 力 的 
合力 的 问题 ,包括 确定 合力 的 大 小 .方向 和 作用 线 。 
现 以 图 3 - 49a 所 示 三 匀 拱 为 例 ,说 明 求 截面 合力 的 图 解 作法 。 
第 一 步 ,确定 各 截面 合力 的 大 小 和 方向 。 


Fri 

Fu 
Fm 
FrN jF 


图 3-49 


首先 ,用 数 解法 求 支 座 A.B 的 竖 向 和 水 平反 力 及 其 合力 Fua 和 Feso R 
后 , 按 Fra Fo Fn Fe、Fnn 的 顺序 画 出 闭合 力 多 边 形 。 最 后 ,以 Fra M Fyn hI 
交点 O 为 极点 , 画 出 射线 12 和 23( 由 极点 到 力 多 边 形 顶 点 的 连 线 称 为 射线 ) ,如 
图 3 一 49b 所 示 。 现 说 明 各 条 射线 的 意义 。 例 如 ,在 拱 的 AK, 段 中 , 任 一 截面 左 
边 只 有 一 个 外 力 Fea ,因此 射线 Fs 表示 AK, 段 中 任 一 截面 左边 外 力 的 合力 。 
又 如 ,射线 12 表示 K, K, 段 中 任 一 截面 左边 所 有 外 力 Fe 与 Fe 的 合力 ,同时 也 
代表 该 截面 右边 所 有 外 力 Fp .F 、Fus 的 合力 。 总 之 ,四 个 射线 Fr 、12 .23、 
Fes TARR AK, K, K, 、K;K;、K;B 四 段 中 任 一 截面 所 受 的 合力 , 即 截面 左 
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边 (或 右边 ) 所 有 外 力 的 合力 -显然 ,射线 只 表示 合力 的 大 小 和 方向 ,并 不 表示 合 
力 的 作用 线 。 
第 二 步 ,确定 各 截面 合力 的 作用 线 。 


HR 3 - 49b 已 经 知道 四 个 合力 Fpa .12 .23 .Fn 的 方向 ,如 果 再 在 拱 图 中 
分 别 确定 一 个 作用 点 , 则 每 个 合力 的 作用 线 就 确定 了 。 现 参照 图 3 - 49a 说 明 作 
法 如 下 : 

首先 , Fis 应 通过 支点 A , 故 由 A 点 作 射线 FF, 的 平行 线 , 即 为 合力 Fu 的 

其 次 ,Fra 与 Fi 的 作用 线 相交 于 下 点 ,它们 的 合力 12 也 应 通过 下 点 。 因 
此 ,由 下 点 作 射 线 12 的 平行 线 FG , 即 为 合力 12 的 作用 线 。 

再 次 ,12 与 Fis 的 作用 线 交 于 G 点 ,因此 由 G 点 作 射 线 23 的 平行 线 GH, 
即 为 合力 23 的 作用 线 。 

最 后 ,由 23 与 Fjs 作 用 线 的 交点 H 作 射 线 Fus 的 平行 线 , 即 为 合力 Fun 的 
作用 线 。 显 然 ,此 线 应 当 通 过 支 座 B 点 。 这 个 性 质 可 作为 校 核 条 件 ,用 以 检验 
作 和 终 的 精确 程度 。 

以 于 依次 得 出 了 四 个 合力 的 作用 线 ,它们 组 成 一 个 多 边 形 AFGHB , 称 作 索 
多 边 彤 ,其 中 每 个 边 称 为 索 线 。 四 个 索 线 Fh 、12、23、 Fw 分 别 表示 AK... 
KiK,、K;K;、K;B 各 段 中 任 一 截面 左边 (或 右边 ) 所 有 外 力 的 合力 作用 线 。 因 
此 .这 个 索 多 边 形 又 称 为 合力 多 边 形 。 对 拱 来 说 ,由 于 截面 轴 力 一 般 都 是 压力 ， 
故 称 为 压力 多 边 形 娄 拱 的 压力 线 

总 结 起 来 ,利用 压力 线 和 力 多 边 形 这 两 个 图 形 , 即 可 确定 拱 中 任 一 截面 一 边 
外 16 力 :合力 的 大 小 和 方向 可 由 力 多 边 形 中 的 射线 确定 ,合力 的 作用 线 则 由 
上 医 力 线 中 的 索 线 确 定 。 合 力 确定 之 后 ,再 参照 图 3 - 48, 即 可 求 出 截面 的 弯 矩 、 
剪 力 和 轴 力 。 以 图 3 - 49a 中 的 截面 D 为 例 , 它 的 合力 Fe HRR 12 和 射线 12 
共同 表示 - RAR M, 时 ,可 先 在 图 3- 49b 中 量 出 射线 12 的 长 度 , 从 而 得 出 合 
J) Fi 的 数值 ;然后 在 图 3 一 49a 中 量 出 截面 形 心 D 到 索 线 12 的 垂直 距离 rp; 
最 后 根据 二 者 的 乘积 Fa, ro 便 得 出 弯 矩 M, 。 求 剪 力 Faw 和 轴 力 vn 时 ,可 在 
图 3 一 49b 中 将 射线 12 沿 平 行 和 垂直 于 截面 D 的 方向 投影 , 即 得 出 Fo 和 Fp。 
fet A .B.C 处 , 弯 失 为 零 , 因 而 相应 的 距离 r 应 为 零 。 可 见 , 人 压力 线 应 当 与 杆 
AIEE A .B,C 处 相交 - 这 一 性 质 也 可 用 于 压力 线 图 的 校 核 。 

讨 力 线 在 砖 石和 混凝土 拱 的 设计 中 是 很 重要 的 概念 。 由 于 这 些 材料 的 抗 拉 
强度 低 ,通常 要 求 各 个 截面 不 出 现 拉 应 力 。 因 此 ,压力 线 不 应 超出 截面 的 核心 
如 拱 的 截面 为 矩形 , 因 征 形 截面 的 截面 核心 高 度 为 截面 高 度 的 三 分 之 一 , 故 压 力 
线 不 应 超出 截面 对 称 轴 上 三 等 分 的 中 段 范围 - 
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3. 三 贸 拱 的 合理 轴线 

当 拱 的 压力 线 与 拱 的 轴线 重合 时 ,各 截面 形 心 到 合力 作用 线 的 距离 为 零 , 则 
各 截面 弯 抵 为 零 , 从 而 各 截面 的 剪 力也 为 零 ,只 受 轴 力 作用 , 正 应 力 沿 截面 均匀 
分 布 , 拱 处 于 无 厅 矩 状态 。 这 时 ,材料 的 使 用 最 经 济 。 在 固定 荷载 作用 下 使 拱 处 
于 无 村 矩 状态 的 轴线 称 为 合理 拱 轴线 。 

式 (3 - 9) 表 明 , 在 竖 向 荷载 作用 下 ,三 铵 拱 的 厅 抵 M h fA ER A 
(MSC - Fuy) 本 加 而 得 ,而 后 一 项 与 拱 的 轴线 有 关 。 因 此 ,如 果 对 拱 的 轴线 
形式 加 以 选择 , 则 有 可 能 使 拱 处 于 无 灾 矩 状态 。 实 际 上 ,在 竖 向 荷载 作用 下 ,三 
匀 拱 合理 轴线 的 方程 可 由 下 列 公式 求 得 

M=M" -Fuy=0 
ik 


M' 


y(x)=- 2) 


Mi (3-12) 
其 中 y(x) 和 M (r) EÈ + 的 函数 ,Fi 是 常数 这 就 是 说 ,在 竖 向 荷载 作用 下 ,三 
铵 拱 的 合理 轴线 的 纵 坐 标 与 简 支 梁 弯 矩 图 的 纵 坐 标 成 正比 。 

了 解 合理 轴线 这 个 概念 ,有 助 于 设计 中 选择 拱 轴 的 合理 形式 ,更 好 地 发 挥 人 
的 主观 能 动作 用 。 

例 3-12 设 三 铵 拱 承 受 沿 水 平方 向 满 跨 均 匀 分 布 的 竖 向 荷载 , 试 求 其 合 
理 轴线 (图 3- 50a)。 


解 ”由 式 (3- 12) 得 知 


简 支 梁 (图 3 — 50b) 05) BENEA 
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拱 的 推力 为 


所 以 


由 此 可 知 , 三 铵 拱 在 沿 水 平 线 均匀 分 布 的 竖 向 荷载 作用 下 , 合 埋 轴 线 为 一 抛物 
线 。 正 因为 如 此 ,所 以 房屋 建筑 中 拱 的 轴线 常用 抛物 线 。 

在 合理 拱 轴 的 抛物 线 方程 中 , 拱 高 了 没有 确定 。 具 有 不 同 高 跨 比 的 一 组 抛 
物 线 都 是 合理 轴线 。 

例 3-13 设 三 贸 拱 承受 均匀 水 压力 作用 , 试 证 明 其 合理 轴线 是 圆 弧 曲线 
(图 3-51)。 

证 在 证 明之 前 , 先 根据 平衡 条 件 推导 曲 杆 内 力 的 微分 关系 式 。 

从 曲 杆 中 取 微 段 为 隔离 体 , 如 图 3 - 52 所 示 。 设 微 段 杆 轴 的 曲率 半径 为 R， 
两 端 截面 的 夹 角 为 dp , 微 段 轴线 长 度 为 ds = Rdp。 用 和 r 分 别 表示 杆 轴 的 
切线 和 法 线 方向 。 沿 s 和 7 方向 的 荷载 集 度 分 别 为 g, Mg, o 


图 3-51 


由 之 F,=0, 得 


(Fy + dFy)cos S£ - Fxcos $£ - 


(Fa +dFo)sin L- Fosin S£ + q,ds=0 


因为 dg 很 小 ,可 令 cos SE = 1 sin SP = 至 ,并 忽略 高 价 微量 ,得 
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dFN- Fade + q ds =0 
除 以 ds ,并 考虑 到 ds = Rao , 故 得 
dFN_ Fa _ 


k” ragt; a 


ds R 
同 理 , 由 之 F, =0, 得 
dFa+ Fndp+dds=0 
即 


再 由 盖 M =0, 得 


即 


综合 起 来 ,得 


(3-13) 


式 (3- 13) 就 是 曲 杆 内 力 的 微分 关系 。 当 Ront, ih tF EEA B F, m hA 


式 (3 一 13) 即 变 为 直 杆 的 公式 。 


在 本 问题 中 ,由 于 拱 受 均匀 水 压力 q 作用 , 故 切线 荷载 q. = 0, 法 向 荷载 


q, = q( 常 数 )。 因 此 , 曲 杆 内 力 的 微分 关系 式 (3 - 13) 可 写成 : 


设 拱 处 于 无 弯 矩 状态 , 即 M =0, 将 此 式 代 入 式 (c) , 即 得 
Fa=0 


再 将 式 (d) 代 入 式 (a), 即 得 Sj = 0, 因 此 


Fx = C( 常 数 ) 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 
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将 式 (d) 代 入 式 (b), 得 0= -E - g ,因此 


R= 二 (3-14) 

由 式 (e) 已 知 各 截面 的 轴 力 下、 是 一 个 常数 ,是 荷载 g 也 是 常数 ,因此 各 截面 的 曲 
率 半径 R 也 应 是 一 个 常数 。 这 就 是 说 , 拱 的 轴线 应 是 圆 弧 曲线 。 

总 结 起 来 , 拱 在 均匀 水 压力 作用 下 ,合理 轴线 为 圆 弧 ,而 轴 力 等 于 常数 。 央 
此 ,水 管 ,高 压 隧洞 和 拱 坝 常 采用 圆 形 截面 。 

例 3-14 设 在 三 贸 拱 的 上 面 填 土 , 填 土 表面 为 一 水 平面 , 试 求 在 填 土 重量 
下 三 饺 拱 的 合理 轴线 。 设 填 土 的 重力 密度 为 y, 拱 所 受 的 竖 向 分 布 荷载 为 
q= qe + yy (ÉQ 3-53). 


W: 3-53 


解 将 式 (3 一 12) 对 微分 两 次 ,得 


dy 1 d M" 
dr? Fa dz" 
用 g(x) 表示 沿 水 平 线 单位 长 度 的 荷载 值 , 则 
Mr) 
da? es 
所 以 
dy _ g(x) N 
dr Fa 5 e 


这 就 是 在 竖 向 荷载 作用 下 拱 的 合理 轴线 的 微分 方程 。 式 中 规定 y 向 上 为 正 。 
在 图 3- 53 中 ,> 轴 是 向 下 的 , 故 式 (3 一 15) 右 边 应 改 取 正 号 , 即 
$ 上 (a) 
在 本 题 中 , 当 拱 轴线 改变 时 ,荷载 也 随 之 改变 , M” 图 无 法 事先 求 得 ,因此 求 
合理 轴线 时 ,不 用 式 (3 一 12) 而 用 式 (a) 
Hi q= qe + yy 代入 式 (a), 得 
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dy y -和 
da? F,” F, 
这 个 微分 方程 的 解答 可 用 双 曲 线 函 数 表示 : 
s=Ach Za +B-sh A -学 
两 个 常数 A MB 可 由 边界 条 件 求 出 如 下 : 
在 +=0 人 处 ,y=0, 得 


A=% 
7 
在 z=0 处 , 轧 =0, 得 
x 
B=0 
因此 
二 人 š 
y t (en Fri? 1) (b) 


上 式 表明 :在 填 土 重量 作用 下 , SRRA MRE RER. 

在 工程 实际 中 ,同一 结构 往往 要 受到 各 种 不 同 荷载 的 作用 ,而 对 应 不 同 的 荷 
载 就 有 不 同 的 合理 轴线 。 因 此 ,根据 某 一 固定 荷载 所 确定 的 合理 轴线 并 不 能 保 
证 拱 在 各 种 荷载 作用 下 都 处 于 无 弯 矩 状态 。 在 设计 中 应 当 尽 可 能 地 使 拱 的 受 力 
状态 接近 无 弯 矩 状态 。 通 常 是 以 主要 荷载 作用 下 的 合理 轴线 作为 拱 的 轴线 。 这 
样 ,在 一 般 荷 载 作 用 下 拱 仍 会 产生 不 大 的 弯 矩 。 
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静 定 结构 的 受 力 分 析 , 主 要 是 利用 平衡 方程 确定 支 座 反 力 和 杆 件 内 力 , 作 出 
结构 的 内 力图 。 

求 静 定 结构 约束 力 ( 支 座 反 力 和 内 力 ) 的 基本 方法 是 隔离 体 分 析 方 法 。 其 要 
点 是 :首先 ,在 结构 中 人 为 地 截断 约束 ,取出 隔离 体 ,把 约束 力 暴露 出 来 ,成 为 隔 
离 体 的 外 力 。 然 后 ,建立 平衡 方程 ,以 解 出 约束 力 。 在 $3 一 8 中 还 要 介绍 另 一 
方法 一 一 虚 功 法 , 即 应 用 虚 位 移 方程 求 约束 力 的 方法 。 虚 位 移 方程 实际 上 是 用 
虚 功 的 形式 表示 的 平衡 方程 。 

受 力 分 析 与 几何 构造 分 析 是 密切 相关 的 。 要 善于 根据 结构 的 几何 构造 特点 
米 确定 受 力 分 析 的 步 又 ,要 善于 把 整个 结构 的 计算 问题 逐步 分 解 为 单个 单元 的 
计算 问题 ,以 收 到 化 整 为 零 .各 个 击破 的 效果 。 
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EIE 静 定 结构 的 爱 力 分 析 


1. 隔离 体 的 形式 、 约 束 力 及 独立 平衡 方程 

(1) 隔离 体 的 形式 

从 结构 中 截取 的 隔离 体 (或 简称 为 单元 ) 有 多 种 形式 : 结 点 ( 铵 结 点 , 刚 结 点 ,组 
合 结 点 ) , 杆 件 , 刚 片 (内 部 几何 不 变 体系 ) ,内 部 几何 可 变 体系 或 杆 件 微 段 单元 。 

枯 架 的 结 点 法 以 结 点 为 隔离 体 。 顶 架 截面 法 截取 的 隔离 体 通常 是 多 杆 体 
系 。 多 跨 静 定 梁 以 杆 件 为 隔离 体 。 在 刚 架 分 析 中 , 常 以 杆 件 为 隔离 体 计算 杆 端 
剪 力 ,以 结 点 为 隔离 体 计算 杆 端 轴 力 。 推 导 荷载 与 内 力 之 间 的 微分 关系 时 取 杆 
件 微 段 为 隔离 体 。 

(2) 约束 力 的 类 型 

选取 隔离 体 时 ,在 截断 约束 处 暴露 出 来 的 约束 力 成 为 隔离 体 的 外 力 。 这 些 
约束 力 的 个 数 和 类 型 是 由 所 截断 的 约束 的 性 质 决定 的 。 例 如 ,在 平面 结构 中 : 

截断 链 杆 一 一 有 一 个 约束 力 ( 轴 力 ); 

截断 简单 铵 结 一 一 一 般 有 两 个 约束 力 ， 

截断 简单 刚 结 (或 截断 梁 式 杆 ) 一 一 一 般 有 三 个 约束 力 。 

截断 滚 轴 支 座 , 铵 支 座 .定向 支 座 , 冉 固 支 座 一 一 分 别 有 一 个 、 二 个 .二 个 三 
个 约束 力 。 

(3) 隔离 体 的 独立 平衡 方程 个 数 

对 隔离 体 建立 平衡 方程 时 ,其 独立 平衡 方程 的 个 数 等 于 隔离 体 的 自由 度 的 
个 数 。 例 如 ,在 平面 结构 中 : 

取 饺 结 点 为 隔离 体 两 个 独立 平衡 方程 ; 

取 刚 结 点 和 组 合 结 点 为 隔离 体 一 一 三 个 独立 平衡 方程 ; 

取 刚 片 或 内 部 几何 不 变 体系 为 隔离 体 一 一 三 个 独立 平衡 方程 ; 

取 内 部 几何 可 变 体系 为 隔离 体 一 一 S 个 独立 平衡 方程 (S 表示 隔离 体 的 自 
由 度 的 个 数 )。 

对 隔离 体 的 平衡 方程 应 当 进行 优选 ,使 求解 时 尽量 不 解 或 少 解 联 立方 程 。 
最 优 情况 是 :每 建立 一 个 新 的 平衡 方程 时 ， 只 出 现 一 个 新 的 未 知 力 。 还 要 注意 : 
不 能 选用 彼此 不 独立 的 平衡 方程 。 因 此 ,对 某 个 隔离 体 选用 的 平衡 方程 的 个 数 
不 应 超过 其 独立 平衡 方程 个 数 。 

为 了 举例 说 明 关 于 隔离 体 的 形式 ,约束 力 的 类 型 和 平衡 方程 的 优选 ,可 以 图 
3 一 54a.b.c 所 示 结 构 作为 简 例 。 

在 图 3 一 54a 中 ,可 选 贸 结 点 C 作为 隔离 体 。 由 于 AC 和 BC 都 是 链 杆 约 
东 , 因 此 截断 链 杆 时 暴露 出 来 的 约束 力 是 轴 力 。 隔 离 体 上 共 作 用 两 个 未 知 力 
Fa 和 Foo hFE S C 有 两 个 自由 度 ,因此 可 写 出 两 个 独立 的 平衡 方程 , 正 
好 可 解 出 两 个 未 知 力 。 

在 图 3- 54b 中 ,可 选 刚 片 AC 作为 隔离 体 。 截 断 链 杆 BC 和 铵 支 座 A , 暴 
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露出 来 的 待定 约 东 力 分 别 为 轴 力 F\ 和 支 座 反 力 F. 、F,s。 由 于 刚 片 AC 有 三 
个 自由 度 ,因此 可 写 出 三 个 独立 的 平衡 方程 ,正好 可 解 出 三 个 未 知 力 。 


图 3-54 


在 图 3- 54c 中 ,可 选 刚 片 AC 和 BC 组 成 的 铵 结 体系 作为 昭 离 体 。 截 断 两 
ARLE A 和 B, 暴 露出 来 的 待定 约束 力 为 四 个 支 座 反 力 Fw 、 Fw F, Fo 
由 于 隔离 体 是 一 个 内 部 几何 可 变 体 系 ,共有 四 个 自由 度 ( 其 中 有 三 个 是 整体 自由 
度 , 另 一 个 是 两 刚 片 相 对 转动 的 内 部 自由 度 ) ,因此 可 写 出 四 个 独立 的 平衡 方程 
(三 个 整体 平衡 方程 对 F, =0, SF, =0, EM =0 及 与 上 述 内 部 自由 度 对 应 的 平 
衡 方 程 M. =0), 正 好 可 解 出 四 个 未 知 力 。 为 了 避免 解 四 元 联 立方 程 ,还 可 按照 
求 三 匀 拱 支 座 反 力 的 作法 ,对 使 用 四 个 平衡 方程 的 先后 进行 优选 。 

在 图 3 - 54a\b.c 中 ,虽然 结构 形式 相同 ,但 由 于 受 力 状 态 不 同 ,因而 所 选 的 
隔离 体 也 不 相同 。 这 正好 说 明 ,对 隔离 体 分 析 方 法 需要 深入 理解 并 能 灵活 地 加 
以 运用 。 

2. 计算 的 简化 和 隔离 体 截 取 顺 序 的 优选 

前 已 指出 ,对 隔离 体 的 平衡 方程 应 当 进 行 优选 ,尽量 避免 解 联 立方 程 。 例 如 ， 
在 析 架 结 点 法 中 ,经 常 使 用 投影 方程 ,但 有 时 使 用 力矩 方程 更 方便 。 在 析 架 截面 法 
中 ,力矩 中 心 和 投影 轴 的 选择 就 很 重要 ,选择 得 好 就 可 以 不 需 解 联 立 方程 。 

掌握 了 结构 的 受 力 特点 ,就 能 简化 计算 。 例 如 ,在 图 3 - 54a 中 ,如 认识 到 
AC 和 BC 都 是 链 杆 ,就 可 以 用 结 点 法 解决 问题 。 如 果 不 能 看 出 AC 和 BC 是 链 
杆 ,就 必须 用 三 铵 拱 的 方法 计算 反 力 。 在 术 架 计算 中 ,如 能 识别 出 零 杆 ( 轴 力 为 
零 的 杆 件 ) 或 单 杆 ,常常 可 以 使 计算 简化 。 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 , 反 力 和 
内 力也 是 对 称 的 。 利 用 这 个 规律 ,对 于 对 称 问题 只 计算 半边 结构 就 够 了 。 图 
3 - 55a 是 一 个 简 例 ,因为 结构 和 荷载 都 是 左右 对 称 的 , 反 力 也 是 对 称 的 ,因而 只 
需 计 算 A 点 的 反 力 Fu 和 Fv。 如 果 取 杆 AC 为 单元 (图 3- 55b), WEE C 处 
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BRA KK HJ F. ,没有 竖 向 未 知 力 。 


q q 
(a) C (O) HER 
2 一 Fe 
Fa 4⁄4 By En Fa 
l 了 F. 
Kenma i 
图 3-55 


简化 静 定 结构 受 力 分 析 的 最 重要 的 手段 ,是 合理 选择 截取 单元 的 次 序 。 对 
于 多 跨 梁 ,应 先 计 算 附 属 部 分 ,然后 计算 基本 部 分 。 

对 于 简单 杭 架 ,截取 结 点 的 次 序 ,应 与 杭 架 组 成 时 添加 结 点 的 次 序 相反 。 对 
于 联合 顶 架 ,应 先 用 截面 法 求 出 连接 杆 的 轴 力 , 然 算 其 他 杆 件 的 内 力 。 由 此 
可 知 , 为 了 选择 合理 的 计算 次 序 ,必须 分 析 结 构 的 几何 构造 。 在 受 力 分 析 中 ,要 
解决 结构 如 何 分 解 为 单元 , 即 * 如 何 拆 "的 问题 ;在 几何 构造 分 析 中 ,要 解决 结构 ， 
如 何 级 成 , 即 * 如 何 搭 "的 问题 。 拆 和 搭 是 互相 联系 的 ,如 果 拆 的 次 序 与 搭 的 次 序 
正好 相反 ,工作 就 可 以 顺利 进行 。 因 此 ,如 果 逐 步 截 取 单 元 的 次 序 与 结构 组 成 过 
程 中 逐步 添加 单元 的 次 序 相反 ,结构 的 受 力 分 析 就 比较 简便 。 

图 3 - 56a 所 示 为 一 静 定 刚 架 ,是 按照 | , 开 次 序 组 成 的 。 受 力 分 析 应 按照 
相反 的 次 序 截取 单元 ,如 图 3 — 56b 所 示 


图 3-56 


有 时 同一 结构 有 几 种 不 同 的 措 法 ,因此 也 就 有 几 种 不 同 的 拆 法 。 在 术 架 的 
结 点 法 中 ,已 遇 到 过 这 样 的 例子 - 
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$3 一 8 ”刚体 体系 的 虚 功 原理 


在 本 章 前 面 各 节 中 ,详细 地 讨论 了 静 力 分 析 的 基本 方法 :选取 隔离 体 ,建立 
平衡 方程 。 在 本 节 中 ,补充 介绍 静 力 分 析 的 另 一 个 普遍 方法 :应 用 虚 功 原理 , 奸 
立 虚 功 方程 。 虚 功 原理 在 力学 分 析 中 有 多 方面 的 应 用 。 在 本 节 中 ,把 虚 功 方程 
看 作 是 平衡 方程 的 另 一 种 表示 形式 ,用 以 求 静 定 结构 的 约束 力 。 

1. 虚 功 原理 

对 于 具有 理想 约束 的 刚体 体系 ,其 虚 功 原理 可 表述 如 下 : 

设 体系 上 作用 任意 的 平衡 力 系 ,又 设 体系 发 生 符合 约束 条 件 的 无 限 小 刚体 
体系 位 移 , 则 主动 力 在 位 移 上 所 作 的 虚 功 总 和 恒 等 于 零 。 

这 里 ,有 两 个 彼此 无 关 的 状态 :一 是 体系 上 作用 的 任意 平衡 力 系 ,以 后 简称 
平衡 力 系 ;二 是 体系 发 生 符合 约束 条 件 的 无 限 小 的 刚体 体系 位 移 , 以 后 简称 可 能 
位 移 。 功 的 前 面 加 一 个 * 虚 " 字 ,只 是 用 以 指明 作 功 的 双方 (平衡 力 系 为 一 方 ,可 
能 位 移 为 另 一 方 ) 彼 此 独立 无 关 这 一 特征 ,而 没有 别 的 含义 。 

理想 约束 是 指 其 约束 力 在 可 能 位 移 上 所 作 的 功 恒 等 于 零 的 那 种 约束 。 光滑 
饮 结 与 刚性 链 杆 都 是 理想 约束 的 例子 。 

在 刚体 中 ,任何 两 点 间 的 距离 保持 不 变 , 可 以 设想 任何 两 点 间 有 刚性 链 杆 相 
连 。 因 此 ,刚体 是 具有 理想 约束 的 质点 系 ,刚体 内 力 在 刚体 的 可 能 位 移 上 所 作 的 
功 恒 等 于 零 。 

既然 虚 功 原理 中 的 平衡 力 系 与 可 能 位 移 无 关 , 因 此 不 仅 可 以 把 位 移 看 作 是 
虚设 的 ,而 此 也 可 以 把 力 系 看 作 虚 设 的 。 根 据 虚 设 对 象 的 不 同 选择 , 虚 功 原理 主 
要 有 两 种 应 用 形式 ,用 来 解决 两 类 问题。 

本 节 先 讨论 虚 功 原理 的 一 种 应 用 形式 :虚设 位 移 , 求 未 知 力 。 另 一 种 应 用 形 
式 :虚设 力 系 , 求 位 移 ,将 在 85 -1 中 讨论 。 

为 了 说 明 虚 功 原理 的 第 一 种 应 用 形式 ,最 简单 的 例子 是 图 3 - 578 所 示 的 杠 
PE JEPE B 点 作用 已 知 荷载 局 ,, 求 杠杆 平衡 时 在 A 点 需 加 的 木 知 力 F\D。 


杠杆 是 一 个 几何 可 变 体系 ,可 绕 C 点 自由 转动 ,如 图 3 - 57b 所 示 。 我 们 把 
这 个 刚体 位 移 取 作 虚 位 移 , 可 得 出 虚 功 方程 如 下 : 


F.A; + FA =0 (a) 


D FOKAS X KAMU. Fij- 
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RP Ay 和 Ar 分 别 是 沿 Fy 和 下 ;方向 的 虚 位 
移 。 
S ó, 表示 位 移 Ar 和 A, 之 间 的 比例 系 


数 : 
aE (b) 
由 图 3 一 57b, 得 
íA Ob 
= =a (c) 


由 图 3- 57b 看 出 ,如 果 A, 为 正 (与 Fy 方向 
一 致 ) , 则 A, 为 负 (与 Fr 方向 相反 ) ,因此 ó, 
应 为 负 值 , 且 是 一 个 纯 数值 。 图 3-57 
将 式 (a) 除 以 Ax ,得 
Fx x1+F,6,=0 (d) 
由 此 即 可 求 得 


b 
Fy = - Fpòp = Fp 


为 了 计算 上 的 方便 ,可 将 图 3 - 57b 所 示 位 移 图 除 以 Ax, AR 3- 57c 所 
示 广 义 位 移 图 ,其 中 沿 Fx 方 向 的 位 移 为 虚设 的 单位 位 移 8v = 1( 数 值 为 1,6 为 
HAMO), A Fr 方向 的 位 移 即 为 8,。 令 图 3 - 57a 的 力 系 在 图 3- 57c 的 
虚 位 移 上 作 虚 功 ,同样 可 得 到 式 (d)。 这 种 作法 更 为 直接 和 简便 。 

由 此 简 例 ,可 归纳 出 以 下 几 点 : 

第 一 , 式 (d) 就 是 以 C 点 为 矩 心 的 力矩 平衡 方程 Me =0。 由 此 可 见 , 虚 功 
方程 形式 上 是 功 的 方程 ,实际 上 就 是 平衡 方程 。 

第 二 , 虚 位 移 是 人 为 虚设 的 ,为 了 方便 ,可 以 随意 虚设 a = 1。 显 然 , 虚 位 移 
与 实际 力 系 是 彼此 独立 无 关 的 。 

第 三 ,求解 时 的 一 个 重要 步骤 是 得 出 位 移 之 间 的 几何 关系 [ 式 (c)], 由 此 即 
可 得 出 力 系 之 间 的 静 力 平衡 关系 [ 式 (d)]。 因 此 ,这 里 用 虚 功 原理 求解 问题 的 特 


点 是 采用 几何 方法 来 解 静 力 平衡 问题 。 这 种 用 虚 功 原理 求解 问题 的 方法 称 为 虚 
功 法 。 


加 ”所 有 量 纲 指数 为 堆 的 基 . 其 量 纲 为 A= 1, 称 为 基 网 一 的 量 (以 往 称 为 无 最 网 量 )- 
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例 3-15 图 3- 58 所 示 为 一 机 构 ,在 下 点 作用 已 知 荷载 Fc。 试 求 机 构 平衡 
时 在 B 点 需 加 的 力 Fs。 已 知 CA、CB、CD、CE 、FD FE 各 线段 的 长 度 都 是 ao 
解 (1) 建立 虚 功 方程 
图 中 虚线 表示 这 个 机 构 的 可 能 位 移 , 虚 功 方程 为 
FxAv+ FrAp=0 (a) 
(2) 建立 位 移 之 间 的 几何 关系 
取 杆 ACE 的 转角 do 作为 位 移 参数 ,各 点 位 移 可 用 dg 来 表示 。 由 图 得 知 
b=2acos 0, c= asin 0 
其 导数 为 
db= -2asin 0d0, de= acos gd0 
由 于 Av= -db,A, = -3dc, 故 得 
Ax =2asin 0d0, A, = - 3acos 0d0 


由 此 可 得 出 位 移 比 值 如 下 : 
x = co 0 (b) 


(3) 求 未 知 力 Fy 
将 几何 关系 式 (b) 代 入 虚 功 方程 (a) ,可 得 


ârp -3 x 
AP. i OF 


从 本 例 中 可 指出 几 点 : 

第 一 ,这 里 的 计算 工作 量 主要 花 在 几何 关系 式 
(b) 的 推导 上 面 。 本 来 是 一 个 静 力 平衡 问题 ,可 是 从 计算 角度 来 看 ,主要 归结 为 
一 个 几何 问题 ,这 就 是 虚 功 法 的 特点 。 

第 二 ,此 题 如 果 校 照 截取 隔离 体 的 方法 求解 , 则 需 分 两 步 进行 :第 一 步 ,在 铵 
D 和 EE 处 切 开 , 取 上 部 为 隔离 体 , 求 出 铵 D 和 EE 处 的 约束 力 。 第 二 步 , 取 下 部 
为 隔离 体 Bi D 和 EE 处 的 约束 力 再 来 推算 下。 总 之 ,要 先 求 出 菜 些 约束 
力 ,然后 借助 这 些 约束 力 才能 间接 地 求 出 Fs 。 虚 功 法 与 此 不 同 。 在 虚 功 方程 
《(a) 中 ,可 以 直接 由 荷载 来 求 未 知 力 下 。 这 种 解法 的 优点 是 可 以 直接 求 出 拟 
求 的 未 知 力 ,而 不 需要 先 求 别 的 约束 力 。 虚 功 法 的 这 个 优点 实际 上 是 与 虚 功 方 
程 的 下 述 特点 相连 的 , 即 在 理想 约束 的 情况 下 , 虚 功 方程 中 只 出 现 主动 力 ,而 不 
出 现 约束 力 。 

2. 应 用 虚 功 原理 求 静 定 结构 的 约束 力 一 单位 支 座位 移 法 

上 面 应 用 虚 功 原理 讨论 了 机 构 ( 具 有 一 个 自由 度 的 儿 何 可 变 体系 ) 的 平衡 问 
题 。 由 于 机 构 本 身 可 能 发 生 测 体 体系 的 位 移 , 这 种 位 移 即 取 作 虚 位 移 。 


Fx 


图 3-58 
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现 进一步 应 用 虚 功 原理 求 静 定 结构 的 约束 力 。 

图 3 一 59a 所 示 为 一 静 定 梁 , 拟 求 支 座 A 的 反 力 Fx 。 毅 定 结构 与 机 构 不 同 ， 
在 符合 约束 的 条 件 下 ,不 可 能 发 生 刚体 体系 位 移 。 因 此 ,应 用 虚 功 原理 求 Fv 时 ， 
首先 要 把 静 定 结构 变 成 机 构 。 为 此 ,撤除 与 F. 相应 的 约束 ( 即 支 座 A), 得 到 图 
3 一 59b 所 示 的 机 构 。 这 就 是 图 3- 57a 中 的 机 构 。 因 此 , 求 图 3 - 59a 中 静 定 梁 
支 座 未 知 反 力 Fx 的 问题 即 转化 为 求 图 3 一 57a 中 机 构 的 平衡 问题 。 


@ r 
A. 'B 
a 
局 
š 
Fp 
Faf 
图 3-59 图 3-60 


又 如 ,图 3- 60 所 示 为 一 静 定 结构 , 拟 求 支 座 B 的 水 平反 力 Fx 。 为 此 ,把 与 
Fx 相 应 的 约束 撤除 , 即 把 支 座 B 处 的 水 平 支 杆 撤除 ,于 是 问题 便 归结 为 求 图 
3 一 58 所 示 机 构 的 平衡 问题 。 

一 般 说 来 ,应 用 虚 功 原理 求 静 定 结构 某 一 约束 力 FF ( 支 座 反 力 或 内 力 ) 时 ， 
可 按 如 下 方法 进行 。 

(1) 撤除 与 F. 相应 的 约束 ,使 原来 的 静 定 结构 变 成 具有 一 个 自由 度 的 机 
构 ,使 原来 的 约束 力 FERED Fy o 

(2) 把 机 构 可 能 发 生 的 刚体 体系 位 移 当 作 虚 位 移 , 这 样 才 有 可 能 应 用 虚 功 
原理 。 设 与 未 知 力 F 和 荷载 F, 相 应 的 虚 位 移 分 别 为 Ax 和 4r, 则 可 写 出 虚 功 
方程 如 下 : 

F.A + SFr,A,=0 (a) 

这 里 ,由 于 Fx 已 经 变 成 主动 力 ,因此 F, 才 有 可 能 在 虚 功 方程 中 出 现 ,从 而 才 有 
可 能 申 虚 功 方程 来 求 FF 

(3) 求 出 A, 与 4s 之 间 的 儿 何 关系 ,代入 式 (a) , 即 可 求 出 Fy , 即 


FLAY 


B= (b) 
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为 了 计算 上 的 方便 , 沿 Fx 方向 的 位 移 可 虚设 为 单位 位 移 。 在 这 种 状态 下 ， 
如 用 a, = SERRI Fy 方 向 的 位 移 , 则 虚 功 方程 为 
Fex1+ X2F,-8 =0 (c) 
由 此 求 得 
Fe= - EF, 8, w 
基本 方程 (c) 形 式 上 是 虚 功 方程 ,实质 上 是 约束 力 Fy 与 荷载 ,之 间 的 平衡 
方程 。 
关键 步 又 是 在 拟 求 未 知 力 F: 方 向 虚设 单位 位 移 ,并 利用 几何 关系 求 出 dro 
因此 ,这 个 解法 可 称 为 单位 支 座位 移 法 ,或 者 称 为 单位 约束 位 移 法 ,简称 为 单位 
位 移 法 。 其 特点 是 采用 几何 方法 来 解 静 力 平衡 问题 。 
例 3- 16 试 求 图 3 - 6la 所 示 静 定 多 跨 梁 在 C ARKEN Fro WR 
Fn 和 Fi 等 于 常数 Fro 


图 3-61 


解 (1) 撤除 支 杆 C, 把 支 座 反 力 变 成 主动 力 Fx 。 这 时 ,体系 已 变 成 一 个 
机 构 , 如 图 3- 61b 所 示 。 

(2) 取 图 3- 61c 中 虚线 所 示 机 构 的 刚体 体系 的 位 移 作为 虚 位 移 ,并 设 沿 
下 方向 的 位 移 8, = 1。 根 据 几何 关系 ,可 求 出 与 Fw 和 Fp 相应 的 位 移 : 


到 


注意 ,6, 与 Fw 的 方向 相反 , 故 ó, 为 负 值 。 
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(3) 虚 功 方程 为 
Fix1l+Fnd+Fn6,=0 
即 
PexttFrx(-3)+r.x (4)=0 
由 此 求 得 
F. = 3 F, 


例 3-147 试 求 简 支 梁 截面 C 的 弯 矩 M,. 。 设 在 A 端 作 用 力 偶 荷 载 M( 图 
3 一 62a)。 

解 (1) 撤除 与 弯 矩 M. 相应 的 约束 ,即将 截面 C 由 刚 接 改 为 铵 接 。 同 时 ， 
FE M. 由 约束 力 变 成 主动 力 ,由 一 对 大 小 相等 ,方向 相反 的 力 偶 所 组 成 ,如 图 
3 一 62b 所 示 。 

(2) 取 虚 位 移 如 图 3- 62c 所 示 。 设 C 点 竖 向 位 移 为 A., 则 AC 和 BC 两 段 
的 转角 a 和 有 分 别 为 

a=, Be 
(3) 令 图 3-62b 中 的 主动 力 在 图 3 - 62c 所 示 虚 位 移 上 作 功 , 虚 功 方程 为 
M.(a + B) = Ma = 0 
即 


约 去 A ,可 求 得 M 如 下 : 
M.= Ms MT 

例 3-18 试 求 简 支 粱 截面 C 的 前 力 F.。 设 全 跨 作 用 均 布 竖 向 荷载 g 
(H 3 - 63a). 

解 (1) 撤除 与 前 力 Fuc 相 应 的 约束 ,即将 截面 C 切 开 , 加 上 两 个 平行 梁 轴 
的 链 杆 ， 这 时 ,两 侧 截面 (， 和 C, 可 发 生 相对 剪 切 位 移 , 但 不 能 发 生 相 对 轴 向 
位 移 和 相对 转角 。 同 时 ,前 力 Fu 由 约束 力 变 成 主动 力 , 由 一 对 大 小 相等 .方向 
相反 的 竖 向 力 所 组 成 ,如 图 3 一 63b 所 示 。 

(2) 取 虚 位 移 如 图 3 一 63c 所 示 。 由 于 两 侧 截 面 C, 和 C, 没有 相对 转动 , 因 
此 AC, 和 C, B 了 两 段 梁 仍 保持 平行 。 两 段 梁 的 转角 为 9, 则 截面 C, 和 C, 的 竖 
向 位 移 分 别 为 a8( 向 下 ) 和 50( 向 上 ),C, 和 C. 的 相对 竖 向 位 移 为 a0 + bo 
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@ a 
Oj g z c à Be 
4 Ç B =| 
O) q q 
C C 


d J 
图 3-62 图 3-63 


(3) 令 图 3- 63b 中 的 主动 力 在 图 3 - 63c 所 示 虑 位 移 上 作 功 ,其 中 前 力 
Foc tE RI RED AH 
Foc (a0 + b0) = FacLb 
微 段 dr 上 的 均 布 荷载 q 在 竖 向 位 移 y 上 作 的 虚 功 为 (g 和 y 均 以 向 下 为 正 ) 
gdzvy 
梁 段 AC, 上 均 布 荷载 q 作 的 虚 功 为 


a) var sl Farab) = gaa 
梁 段 C;B 上 均 布 荷载 4 作 的 虚 功 为 


因此 , 虚 功 方程 为 


约 去 0, 可 求 得 Fo 如 下 : 


例 3-19 试 求 图 3- 64a 所 示 术 架 FG 杆 的 未 知 力 F. 

解 (1) 撤除 链 杆 FG , 代 以 轴 力 F. 。 原 来 的 术 架 变 成 由 两 个 刚 片 ACF 与 
ECG 在 C 点 用 铵 相连 而 组 成 的 机 构 , 如 图 3- 64b 所 示 。 

(2) 取 虚 位 移 如 图 3- 64c 所 示 。 设 两 个 刚 片 分 别 绕 A 点 和 EE 点 的 转角 为 
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9, 则 荷载 作用 点 B、C、D 的 竖 向 位 移 为 
As=Ap=— a, Ac= -200 


又 下 点 绕 A 点 转动 时 产生 的 总 位 移 为 
FF, = AF.0=V2Ia.0 
下 点 的 水 平 位 移 分 量 为 
FF, = FF, cos 45° = a0 
同 理 G 点 的 水 平 位 移 分 量 为 


GG; = a0 
因此 ,F 和 G 两 点 的 相对 水 平 位 移 为 
að + að =2a0 


(3) 令 图 3 一 64b 中 的 主动 力 在 图 3 - 64c 所 示 虚 位 移 上 作 功 , 虚 功 方程 为 
Fy (2a0) + F,( — að — 2a0 — a0) =0 


由 此 求 得 
Fy =2Fp 


"93-9 用 求解 器 确定 截面 单 杆 


对 于 顶 架 结构 ,求解 器 为 截面 法 提供 了 一 个 很 有 用 的 功能 , 即 截面 单 杆 的 搜 


8$3-12 小 结 
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寻 和 确定 。 利 用 求解 器 的 这 一 功能 ,对 于 任意 的 平面 桐 架 ( 静 定 或 超 静 定 ) ,求解 
器 均 可 以 找 出 使 指定 杆 件 成 为 截面 单 杆 的 所 有 截面 。 
本 节 具 体 介绍 了 求解 器 的 这 一 功能 ,详细 内 容 见 所 附 光盘 相应 章节 。 


“$3 一 10 用 求解 器 求解 组 合 结构 


人 工 求解 组 合 结构 的 要 点 是 避免 求解 联 立 方程 ,所 以 求解 策略 和 步骤 很 重 
要 。 求 解 策略 得 当 的 话 ,每 一 步 解 出 一 个 未 知 力 ,无 须 求解 联 立 方程 。 求 解 器 为 
组 合 结构 提供 了 智能 求解 功能 ,可 以 为 用 户 自动 找 出 最 快捷 的 求解 步骤 。 

本 节 具 体 介绍 了 求解 器 的 这 一 功能 ,详细 内 容 见 所 附 光 盘 相 应 章节 。 


“8$3-11 用 求解 器 求解 一 般 静 定 结构 


本 节 讨 论 如 何 用 求解 器 的 自动 求解 模式 求解 一 般 的 静 定 结构 ,包括 静 定 柏 
R 刚 架 .多 跨 梁 以 及 各 样 的 组 合 结构 。 若 结构 是 静 定 的 , 则 无 须 输入 杆 件 刚度 等 
材料 性 质 即 可 求 得 所 有 内 力 结果 。 若 结构 是 超 静 定 的 ,求解 器 将 自动 给 出 提示 。 
详细 内 容 见 所 附 光 盘 相 应 章节 。 


$3512 as 结 


本 章 讨论 静 定 结构 的 受 力 分 析 。 基 本 方法 是 隔离 体 平衡 方法 。 其 要 点 是 : 
选取 隔离 体 ,建立 平衡 方程 , 解 方程 求 出 支 座 反 力 和 杆 件 内 力 。 

受 力 分 析 和 位 移 计 算是 静 定 结构 分 析 的 两 个 主题 。 静 定 结构 受 力 分 析 同 时 
又 是 静 定 结构 位 移 计算 的 基础 ,也 是 超 静 定 结构 分 析 的 基础 。 因 此 ,本章 内 容 是 
结构 力学 的 一 个 十 分 重要 的 基础 性 内 容 ,应 当 熟 练 掌握 。 

静 定 结构 常见 的 结构 形式 有 五 种 ,可 分 为 三 组 : 

(1) 梁 和 刚 架 一 一 由 受 弯 直 杆 ( 称 为 梁 式 杆 ) 组 成 。 

(2) 枯 架 和 组 合 结构 一 一 杭 架 由 只 受 轴 力 的 链 杆 组 成 ,组 合 结构 由 链 杆 和 
梁 式 杆 组 合 而 成 。 

G) 三 铵 拱 一 一 拱 是 在 竖 向 荷载 作用 下 具有 水 平 支 座 反 力 的 结构 ,主要 受 压 。 

本 章 各 节 结合 上 述 结构 形式 ,分 别 讨论 隔离 体 平衡 方法 的 具体 应 用 。 方 法 
虽然 同 源 ,但 应 用 形式 却 多 种 多 样 。 通 过 多 样 化 的 应 用 ,可 以 加 深 对 基本 方法 的 
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理解 和 培养 灵活 运用 的 能 力 。 

下 面 将 各 种 结构 形式 的 分 析 要 点 及 静 定 结构 各 种 受 力 分 析 方法 的 比较 简 述 
如 下 。 主 要 结合 平面 结构 来 讲 。 

1. 梁 和 刚 架 的 受 力 分 析 要 点 

梁 和 刚 架 中 的 杆 件 都 是 受 弯 直 杆 , 弯 矩 是 主要 内 力 。 受 力 分 析 的 结果 通常 
是 画 出 结构 各 杆 的 内 力图 ,包括 M 图 以 及 相应 的 Fu 图 和 F... 

弯 矩 图 的 一 般 作法 是 分 段 麦 加法。 其 要 点 是 :首先 根据 结构 的 几何 构造 特点 ， 
求 出 支 座 反 力 。 然 后 选取 各 杆 两 端 截面 作为 控制 截面 ,根据 截面 法 求 出 控制 截面 的 
弯 和 矩 值 。 最 后 用 分 段 硬 加 法 , 作 各 杆 的 弯 矩 图 ,也 就 是 先 根据 杆 件 两 端 处 控制 截面 的 
弯 矩 值 作 直 线 图 形 ,再 春 加 上 由 于 杆 件 上 作用 的 荷载 而 产生 的 简 支 梁 恋 矩 图 。 

作出 内 力图 后 要 进行 校 核 。 对 各 杆 内 力图 可 检验 是 否 满足 荷载 与 内 力 之 间 
的 微分 关系 . 增 量 关 系 和 积分 关系 。 在 结 点 处 ,可 取 结 点 作 隔离 体 ,检验 是 否 满 
足 平衡 条 件 。 

2. 术 架 和 组 合 结构 的 受 力 分 析 要 点 

在 结 点 荷载 作用 下 , 柱 架 中 的 杆 件 只 受 轴 力 ,处 于 无 弯 矩 状态 ,因而 也 处 于 
无 剪 力 状态 。 受 力 分 析 的 结果 是 列 出 柏 架 各 杆 的 轴 力 值 

结 点 法 和 截面 法 是 计算 榭 架 内 力 的 基本 方法 ,要 部 练 掌握 ,并 会 联合 应 用 ， 
还 要 善于 识别 结 点 单 杆 和 截面 音标。 根据 几 何 构 造 分 析 ,要 会 识别 简单 析 架 和 
G 8138 ,并 会 优选 最 简捷 的 分 析 方 法 和 分 析 顺 序 。 

分 析 组 合 结构 时 ,最 主要 的 是 学 会 识别 链 杆 和 梁 式 杆 ,正确 地 画 出 隔离 体 的 
受 力图 。 

3. Z35023 5 M S x 

— 421093 J yB ERA, (ee lU Gr RE F. 2 teh 0 y M 由 下 
式 给 出 : 

M=M' -Fuy 
kR, tim S M 用 相应 简 支 梁 的 弯 矩 M" 来 表示 。 

进行 力学 分 析 , 全 面 地 讲 ,应 该 包含 两 方面 的 内 容 : 一 方面 ,根据 力学 分 析 , 导 
出 用 数学 公式 表示 的 结论 ; 另 一 方面 ,把 数学 公式 翻译 成 力学 语言 , 透 过 数学 公式 
加 深 对 结构 力学 性 能 的 理解 ,并 进一步 提出 如 何 改 善 力学 性 能 的 指导 性 意见 。 两 
方面 都 很 重要 ,前 者 侧重 于 理论 推导 ,后 者 侧重 于 实际 应 用 。 

从 上 述 三 铵 拱 弯 矩 公式 来 看 ,可 以 引出 三 铵 拱 力 学 性 能 的 两 点 结论 ; 

第 一 ,由 于 推力 E 的 影响 ,在 相同 的 坚 向 荷载 作用 下 |= 08 8 Ky i — 
般 比 简 支 梁 的 要 小 。 


第 二 ,如 果 合 理 地 轩 定 三 镑 拱 的 轴线 形状 ,如 选 定 ye) = M CU , 则 拱 的 各 夫 
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面 弯 矩 为 零 , 拱 处 于 无 弯 矩 状态 ,从 而 得 到 拱 轴线 形状 的 最 优化 结果 。 

4. 静 定 结构 各 种 受 力 分 析 方法 的 比较 

静 定 结构 的 受 力 分 析 方法 有 两 类 : 

(1) 取 隔 离 体 .建立 平衡 方程 的 方法 。 

(2) 虚设 位 移 ,建立 虚 功 方程 的 方法 。 

首先 ,要 对 每 类 方法 深入 学 习 , 学 懂 会 用 。 其 次 ,还 要 把 两 类 方法 合 在 一 起 ， 
加 以 研究 和 比较 : 

要 了 解 两 类 方法 之 间 的 本 质 联 系 。 为 什么 说 虚 位 移 方程 实际 上 是 平衡 方程 ? 

要 了 解 两 类 方法 各 自 的 优 缺点 。 在 什么 情况 下 某 一 类 方法 优 于 另 一 类 方法 ? 

本 章 对 静 定 结构 几 种 常见 结构 形式 的 受 力 分 析 和 静 定 结构 的 受 力 分 析 方法 
分 别 进行 了 讨论 ,侧重 于 个 性 。 关 于 静 定 结构 的 共性 问题 将 在 下 面 第 11 章 进行 
综合 性 讨论 。 
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$3-1 思考 题 

3-1 为 什么 对 静 定 结构 进行 受 力 分 析 时 ,只 需 考虑 平衡 条 件 ,而 不 需 考虑 变形 条 件 ? 
这 样 作 出 的 受 力 分 析 的 结果 是 否 是 唯一 正确 的 结果 ? 

3-2 如 何 根据 内 力 的 微分 .积分 关系 对 内 力图 进行 校 核 ? 

3-3 ”用 分 段 登 加 法 作 弯 矩 图 时 ,为 什么 要 强调 M 图 的 登 加 是 指 两 个 M 图 纵 坐标 的 八 
加 ,而 不 是 两 个 M 图 图 形 的 简单 拼合 ? 

$3-2 思考 题 

3-4 和 静 定 多 跨 梁 当 荷 载 作 用 在 基本 部 分 上 时 ,对 附属 部 分 是 否 引起 内 力 , 为 什么 ? 

3-5 静 定 多 跨 梁 的 基本 部 分 和 附属 部 分 的 划分 在 有 些 情况 下 是 否 与 所 受 的 荷载 有 关系 ? 

3-6 为 什么 说 一般 情况 下 , 静 定 多 跨 梁 的 柯 矩 比 一 系列 相应 的 简 支 如 的 弯 矩 要 小 ? 

3-3 思考 题 

3-7 刚 架 与 梁 相 比 ,力学 性 能 有 什么 不 同 ? 内 力 计算 上 有 哪些 异同 ? 


3-8 在 图 示 刚 架 的 刚 结 点 处 内 力图 有 何 特点 ? 试 列 出 图 示 刚 架 在 结 点 C 处 各 杆 端 内 
力 应 满足 的 关系 式 。 


$3-4.83-5 思考 题 


3-9 对 于 简单 柱 架 和 联合 杭 架 ,怎样 利用 顶 架 几何 构造 的 特点 简化 计算 ,以 避免 解 联 
立方 程 ? 


3-10 RHAH F SAH F, .下 ,之 则 的 三 角 函 数 关系 推出 式 (3- 4). 
3-11 什么 称 为 结 点 单 村 和 截面 单 杆 ”它们 各 有 什么 特点 ? 在 析 架 的 计算 中 它们 各 
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(b) 


思考 题 3-8 图 
有 什么 用 处 ? 
3-12 组合 结构 的 计算 与 术 架 的 计算 有 什么 不 同 ?应 注意 哪些 特点 ? 
$3-6 思考 题 
3-13 在 图 3-44 中 吊 杆 起 什么 作用 ? 
3-14 三 贸 拱 式 屋 架 常 加 拉杆 ,为 什么 ? 
3-15 能 利用 拱 的 反 力 和 内 力 的 计算 公式 求 三 铵 刚 架 的 反 力 和 内 力 吗 ? 
3-16 什么 是 拱 的 合理 轴线 ? 试 求 思考 题 3 - 16 R E RE TF E E A 
拱 高 对 合理 轴线 有 无 影响 ? 


(a) r (b) F r 
一生 十 一 和 FF 二 -二 十 -| 
思考 题 3- 16 图 


z 


$3-7 思考 题 

3- 17 按照 "后 措 的 先 拆 * 这 个 原则 , 试 对 习题 2 - 2 B a,b, c 所 示 体 系 确定 截取 隔离 体 
的 合理 顺序 ( 结 点 荷载 可 任意 给 定 ,对 图 “体系 可 补充 三 根 不 共 线 的 支 桂 )。 又 图 所 示 体 系 
是 否 能 维持 平衡 ? 

3-18 按照 "后 搭 的 先 拆 " 这 个 原则 , 试 对 习题 2-3 图 a.b 所 示 体 系 确定 截取 隔离 体 的 
合理 顺序 (图 a 的 结 点 荷载 可 任意 给 定 ,图 b 的 荷载 应 为 平衡 力 系 )。 


3-19 对 习题 2-6 图 a.b.c 所 示 静 定 刚 架 进 行 受 力 分 析 , 确 定 截取 隔离 体 的 合理 顺序 
(荷载 可 任意 给 定 )。 

$3-8 思考 题 

3-20 应 用 虚 功 法 求 静 定 结构 某 一 约束 力 F 时 ,为 什么 必须 撤去 与 Fe 相应 的 约束 ， 
代 之 以 未 知 的 力 Fs? 

3-21 应 用 虚 功 法 求 静 定 结构 约束 力 时 ,是 否 可 以 同时 撤去 多 个 约束 ? 这 时 虚 功 方程 
中 一 般 含有 几 个 未 知 力 ? 可 以 得 出 几 个 独立 的 平衡 方程 ? 

3-22 ， 求 三 铵 拱 的 四 个 支 座 反 力 Fa Fa Fe、Fw 时 .通常 应 用 下 列 四 个 平衡 方程 , 即 


三 个 整体 平衡 方程: 
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(1) EF, =0。 
(2) EM, =0, 
(3) EM, =0。 
BRE C 处 弯 矩 为 零 的 方程: 
(4) Me =0。 


如 果 采 用 虚 功 法 来 建立 上 述 四 个 平衡 方程 , 则 四 种 但 应 的 虚 位 移 状态 应 如 何 选取 ? 
综合 思考 讨论 题 
3-2 


怎样 提高 静 定 结构 计算 的 解 题 能 力 和 解 题 的 速度 ? 结合 静 定 梁 ERR D 
EHR .组 合 结构 及 三 铵 拱 等 多 种 结构 形式 自己 进行 这 方面 的 总 结 ,以 增强 自己 的 能 力 。 


3-24 前 一 章 讲 的 几何 构造 分 析 在 本 章 中 有 哪些 具体 的 应 用 ? 举例 加 以 说 明 并 总 结 
出 应 用 了 几何 构造 分 析 的 知识 之 后 的 效果 。 

3-25 本 章 中 哪些 地 方 应 用 了 芍 加 原理 ? 登 加 原理 在 什么 条 件 十 可 以 应 用 ,什么 条 件 
下 不 能 应 用 。 


3-26 怎样 判断 计算 静 定 结构 解答 的 正确 性 ? 


习 题 
3-1 试用 分 段 登 加 法 作 下 列 梁 的 M 图 。 
(a) > 20 q 
a q d< 
87 pi g 87 gunnii : 
Ġ T, 5 a J 
| ass T 
(e) Fpl Fr Fpl (Fw Fp aÈ 
4 4 a} 
C 
L 1 
Pipe 一 一 一 和 一 
2kNm 3 kN/m 3kN/m 
(e) OD 4 
ra E 
2m 2m 2m 2m 2m 2m 
3 kN/m 1kN 
D 4 h) Nn 
Ç 
C 
Imj, 2m 2m .| 1m pa 5 S 


题 3-1 图 
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3-2 试 判 断 内 力图 正确 与 否 , 将 错误 改正 。 


四 z y © | 4 
MM 图 A lll 


习 a 
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3-3 WEE M 图 。 图 下 的 提示 说 明 供 自我 检查 之 用 , 作 图 前 先 不 要 查阅 。 
(a) 


[C D| 
` 
B 
Fp 
注意 Pr 通过 B,M, =0 
6 o 注意 C 有 集中 力 偶 荷载 
于 Fp 
d D ë 
B sl ü 
4 
ppa 
注意 D Xk F. 3 ,CD tf M 图 
注意 B 结 点 的 平衡 的 特点 ,4B8 Et M 图 弧 形 朝向 
(9) 0 


注意 记 图 在 4 点 的 切线 方向 。 注意 4.B 无 水 平反 力 ,Me = Mo =0 


(9 w 
a L=: = 
T 1 
9| 
D 
上 一- — -2 一 
WE COHEN se 注意 三 杆 刚 结 点 的 平衡 


CD fr M 的 标 距 垂直 CD 
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© p 


注意 M E tE C C C 三 截面 处 的 W 各 为 多 少 


0 


注意 结 点 B.F b M 特 


Š -aa 
1 分 清 基本 t 5 
部 分 与 附属 部 分 。 可 


题 3-3 图 


3-4 试 检查 图 示 M 图 的 正 误 ,并 加 以 改正 。 检 查 前 先 不 要 看 图 下 的 提示 说 明 。 


(a) 
c 
四 
FA 
D 
D 


cD -H y r: 
Ta riy 处 ) DD 点 无 水 平反 力 ,M。 =0 
q 


"Oo © mm ° 


M. =0, y 

A.B 有 水 平反 力 ， MRN 
M,#0,M; #0 

i g ®© 


A 
结 点 半 衡 应 C 点 右 侧 的 曲线 斜率 应 
J hA 与 左 侧 真 线 斜率 相同 


题 3-4 图 


353 m 
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3-6 


3=7 


试 求 图 示 梁 的 支 座 反 力 ,并 作 其 的 内 力图 。 


4kN 


w 2kNm 1kN/m 


题 3-5 图 
试 选 择 图 示 梁 中 铵 的 位 置 x ,使 中 间 一 跨 的 跨 中 弯 扼 与 支 座 恋 矩 绝对 值 相等 。 


试 作 图 示 刚 架 的 内 力图 。 


(a) 
a B| 
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3-8” 试 作 图 示 三 贸 刚 架 的 内 力图 
2kN/m 


(a) 


D| 


6m 


Sm 5m 


(9) 


š a 
题 3-8 图 


3-9 试 求 图 示 门 式 刚 架 在 各 种 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 .并 作 图 刚 架 的 让 ,图 和 下、 图 。 


q=1.3kN/m 

E ORR 8 

ORTER : pp 0.077 kN/m g 
es | 

š a 

Ya x 

.7.35m1_7.35 m - 
(由) 吊车 水 平 制 动 力 a 


6.6 m |249 m 


题 3 9 图 


3-10 戈 对 图 示 刚 架 进 行 构造 分 析 , 并 作 M 图 


号 a 
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3-11 


3 = 32 


343 


1.2 kN/m 
IITITIIITITIITTITITITTTTTTITITIITII 
dP b 8 


试 作 图 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 
试 求 图 示 刚 架 的 支 座 反 力 。 


题 3-11 图 题 3-12 图 


试 分 析 图 示 析 架 的 类 型 ,指出 零 杆 


(a) ; p (b) 
À o š J 


AHR, H 4 根 零 杆 KAHR, A 10 根 零 杆 


(o) F, 2F, 8) 


Bi 15 根 零 杆 简单 枉 架 ,6 根 零 杆 
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(e) (9 P 1 
Fe 
PHR. REH O HII AFETE 8 根 零 杆 
题 3- 13 图 


3-14 试 讨论 图 示 柏 架 中 指定 杆 内 力 的 求法 


O) 


po 把 kN 


KRÆ F. AHNE Ak iñi EREE, PHE A iii 


(c) 
10kNX5 


_4mX8=32m 
分 清 基本 部 分 和 附属 部 分 ， LIL PON Tekuk n 
先 从 附属 部 分 开始 中 的 联系 杆 AB 的 内 力 


题 3 -14 图 


3-15 在 图 示 的 组 合 结构 中 .试问 : 

(a) DF 是 零 杆 ”对 吗 ? 为 什么 

(b) 取 结 点 人, 用 结 点 法 计算 AD AF 的 轴 力 ,得 Fs -2V2 qu. Fsi = -2du. 这 样 做 
对 叹 ? 为 什么 ? 


题 3- 1519 


-16 RAWH 


的 几何 构造 .确定 是 徊 儿 何 不 变 


ə a 115 


题 3- 16 图 


3-17 试用 结 点 法 或 截面 法 求 图 示 术 架 各 杆 的 轴 力 
(a) 


(9) 


题 3-17 图 


3-18 试 求 图 示 各 术 架 中 指定 杆 的 内 力 
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(8) Fe ©) 


KAT 和 Ra 


2mX4=8 m, 


2mxX6=12m 


FROH KN) 


题 3-18 图 
3-19 试 作 图 示 组 合 结构 的 内 力图 。 


(a) í @ p E 
g=1 kN/m 


3m 


题 3- 19 图 
3-20 坛 求 析 架 杆 abcd 的 轴 力 
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IF,=34 kN 
4m, 5m 4m 


题 3-20 图 
3 - 21 BARRA) EDS y= ffr -7) 1= 16 m, f=4 m W: 


(a) 求 支 座 反 力 。 
(b) 求 截面 王 的 M、FN .Fo 值 。 
(c) R D 点 左右 两 侧 截面 的 Fa 、Fs 值 。 


8 3-218 


3-22 Bla OR B — ZERRA. Ei K HL 0DORAET RUS RS. 
MIRIN, A sx + fE E 3k tT ft) Sh R E Ti fi R.O. BD b 为 其 计算 简 图 。 设 /= 12 m,h= 
2.2 mel=0.2 me: =0,q = 1.2 kNIm。 试 求 支 座 反 力 和 内 力 。 
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3-23 [A SENI .在 所 示 荷 载 作 用 下 , 试 : 
(a) 求 支 座 反 力 

(b) RRK DHE HFE. 

(c) 画 出 压力 线 的 大 致 形状 。 
3~24 图 示 一 抛物 线 三 铵 拱 tz C 位 于 抛物 线 的 项 点 和 最 高 点 。 试 : 
(a) RAE C 到 支 座 A 的 水 平 距离 。 

(b) 求 支 座 反 力 、 

(c) R D mati yE. 


1kN/m p kN 


题 3-24 图 


3-25 参见 习题 3 - 21 中 的 三 铵 拱 ,试问 : 

(a) 如 果 改 变 拱 高 ( 设 /= 8 m) , 支 座 反 力 和 弯 矩 有 何 变化 ? 

(b) ARARA RFE BOE SERS A 85 F. 28 E A R Ef MEAE? 
3-26 试 求 图 示 析 架 指定 杆 的 内 力 。 

3-27 用 虚 功 原理 求 图 示 静 定 结构 的 指定 内 力 或 支 座 反 力 。 试 : 

(a) 求 支 座 反 力 Fa 和 F,r ARGE M, 和 M... 

(b) 求 支 座 反 力 Fu 和 Fe 以 及 杆 AC 的 轴 力 F、。 

(c) 求 支 座 反 力 Fw ARBE Mu KH Mu 。 

(d) 求 1.2.3 丁 的 轴 力 F .Fw Fw- 
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(a) 


10 
E F G 


gh = 
影 响 线 


$4 一 1 移动 荷载 和 影响 线 的 概念 


前 面 各 章 讨论 的 荷载 都 是 固定 荷载 ,荷载 作用 点 的 位 置 是 固定 不 变 的 。 但 
是 有 些 结构 要 承受 移动 荷载 ,荷载 作用 点 在 结构 上 是 移动 的 。 例 如 ,在 桥梁 上 行 
驶 的 火车 和 汽车 ,在 吊车 梁 上 行驶 的 吊车 等 ,都 是 移动 荷载 。 

在 本 章 中 ,着 重 讨论 结构 在 移动 荷载 作用 下 的 内 力 计算 问题 。 这 个 问题 具 
有 如 下 特点 :荷载 仍 属 静 力 荷载 ,但 结构 内 力 随 荷载 的 移动 而 变化 ,为 此 需要 研 
究 内 力 的 变化 范围 和 变化 规律 。 设 计时 必须 以 内 力 的 最 大 值 作为 设计 依据 ,为 
此 需要 确定 荷载 的 最 不 利 位 置 即使 结构 某 个 内 力 或 支 座 反 力 达到 最 大 值 的 
荷载 位 置 。 

移动 荷载 的 类 型 很 多 ,没有 必要 逐个 地 加 以 讨论 ,而 只 需 抽出 其 中 的 共性 进 
行 典型 分 析 。 和 典型 的 移动 荷载 就 是 单位 移动 荷载 F, = 10, 它 是 从 各 种 移动 荷 
载 中 抽出 来 的 最 简单 .最 基本 的 元 素 。 只 要 把 单位 移动 荷载 作用 下 的 内 力 变 化 
规律 分 析 清 楚 ,那么 ,根据 从 加 原理 ,就 可 以 顺利 地 解决 各 种 移动 荷载 作用 下 的 
内 力 计算 问题 及 最 不 利 荷载 位 置 的 确定 问题 。 

表示 单位 移动 荷载 作用 下 内 力 变 化 规律 的 图 形 称 为 内 力 影响 线 。 影 响 线 是 
研究 移动 荷载 作用 的 基本 工具 。 下 面 举 例 说 明 影响 线 的 概念 。 

图 4 一 1a 所 示 为 一 简 支 梁 AB, 当 单个 竖 向 荷载 Fe 在 梁 上 移动 时 , 现 讨 论 
支 座 反 力 Frs 的 变化 规律 。 

取 A 点 作 坐标 原点 ,用 x 表示 荷载 作用 点 的 横 坐 标 。 如 果 z 是 常量 , 则 
F, 就 是 一 个 固定 荷载 。 反 之 ,如 果 把 + 看 作 变 量 , 则 F, 就 成 为 移动 荷载 。 

当 和 荷载 F, 在 梁 上 任意 位 置 z-(0 三 x 三 1) 时 ,利用 平衡 方程 可 求 出 支 座 反 力 
Fen: 


Fe = TFe (O<r<1) (a) 


O 参见 不 节 符号 表 说 明 3。 
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Fan 3 Fo 成 正比 ,比例 系数 子 称 为 Fus 的 影响 系数 ,用 Frs RAR, B 
F 
显然, 影响 系数 Fe EBI LFM F, = 1 时 引起 的 支 座 反 力 Frs。 

式 (b) 表 示 影 响 系数 Fn 与 荷载 位 置 参数 x 之 间 的 函数 关系 。 这 个 函数 的 
图 形 便 称 为 Fi 的 影响 线 。 由 于 式 (b) 是 一 次 式 , 故 Fxs 的 影响 线 是 直线 。 为 了 
定 出 直线 上 的 两 点 ,可 设 x = 0, 得 Fa = 0。 又 设 r=. Fa = 1。 由 此 定 出 
两 点 ,再 连 成 直线 , 便 得 出 Fxs 的 影响 线 , 如 图 4 一 1b 所 示 。 

图 4 - lb 中 的 影响 线形 象 地 表明 支 座 反 力 Fun 随 荷载 Fy = 1 的 移动 而 变化 
的 规律 : 当 荷 载 Fs = 1 从 A 点 开始 ,逐渐 向 B 点 移动 时 , 支 座 反 力 影响 系数 
Fs 则 相应 地 从 零 开始 ,逐渐 增 大 ,最 后 达到 最 大 值 Fas = 1。 

Fi 的 影响 线 还 可 用 来 求 各 种 荷载 作用 下 引起 的 支 座 反 力 Fis。 例 如 ， 
图 4 一 1c 所 示 梁 上 有 吊车 轮 压 Fn 和 Fos 作用 ,根据 县 加 原理 ,这 时 的 支 座 反 力 
Fu 应 为 


(0<<r=<¿) (b) 


Fx = Foy t Fry 
这 里 ,y 和 y, 分 别 为 对 应 于 荷载 F, 和 Fp 位 置 的 影响 系数 Fen 和 Feno 
概括 说 来 , 当 单位 集中 荷载 F, = 1 沿 结构 移动 时 ,表示 结构 某 量 Z 变化 规 
律 的 曲线 , 称 为 Z 的 影响 线 。 影 响 线 上 任 一 点 的 横 坐 标 x 表示 荷载 的 位 置 参 
数 , 纵 坐标 y 表示 荷载 作用 于 此 点 时 Z 的 影响 系数 Z。 
影响 系数 Z 是 Z 与 Fs 的 比例 系数 , 即 
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#4% 影响 上线 


Z=F,Ž, RZ= 
当 FF,=1 时 ,2 与 Z 在 数值 上 彼此 相等 。 但 Z 5 Z 的 量 纲 不 同 ,它们 相差 
荷载 F, 的 量 纲 。 如 果 Fi 的 量 纲 是 LMT > , 则 Fi 的 量 纲 是 (LMT ` )/ 


(LMT *), 即 为 量 纲 一 的 量 。 


个 


$4 一 2 静 力 法 作 简 支 梁 影响 线 


静 定 结构 的 内 力 或 支 座 反 力 影响 线 有 两 种 基本 作法 , 静 力 法 和 机 
节 通 过 求 简 支 梁 的 内 力 ( 或 支 座 反 力 ) 影 响 线 说 明 静 力 法 

静 力 法 是 以 荷载 的 作用 位 置 + 为 变量 ,通过 平衡 方程 ,从 市 确定 所 求 内 力 
(或 支 座 反 力 ) 的 影响 哨 数 ,并 作出 影响 线 。 

1. 支 座 反 力 影 响 线 

简 支 梁 支 座 反 力 Fun 的 影响 线 (图 4- 2b) 已 在 上 节 中 讨论 过 (图 4- 1), 现 
在 讨论 支 座 反 力 Fw 的 影响 线 。 


将 P. =l 放 在 任意 位 置 ,中 A 为 .x。 由 平衡 方程 求 影响 系数 Pa = P, 
SM=0, Fl -1(1-x)=0 
得 
Fa = 分 (0<xr<) 


这 就 是 Fi 的 影响 线 方程 。 由 此 方程 可 知 , Fi 的 影响 线 也 是 一 条 直线 。 在 A 
AsO, Fals 在 B 点 ,x = l, Fr =0。 利 用 这 两 个 竖 距 便 可 以 画 出 F., 
的 影响 线 , 如 图 4 一 2c 所 示 

2. 剪 力 影响 线 

现在 拟 作 指定 截面 C 的 前 力 Fuc 的 影响 线 ( 图 4-2d)。 当 已 =1 作 用 在 C 
点 以 左 或 以 右 时 ,前 力 Fu 的 影响 系数 具有 不 同 的 表示 式 ,应 当 分 别 考 虑 。 

当 F = 1 作用 在 CB 段 时 , 取 截 面 C 的 左边 为 隔离 体 , 由 >F. =0, 得 

Fac = Fea (F, =1 Æ CB B) 

由 此 看 出 ,在 CB 段 内 ,Fo 的 影响 线 与 Fh 的 影响 线 相同 。 因 此 ,可 完 作 Fe hI 
影响 线 ,然后 保留 其 中 的 CB 段 (至 于 AC 段 则 舍弃 不 用 )。(C 点 的 坚 距 可 按 比 
例 关系 求 得 为 5b/ 。 


§4-2 移 力 法 作 简 支 染 影响 线 
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O 


Mc 的 影响 线 


M F,=1 作用 在 AC 段 时 , 取 截 面 C 的 右边 为 隔离 体 ,由 局 F, =0, 得 
Fae= -Faa (Fp=1 # AC Ë) 
由 此 看 出 ,在 AC 段 内 , Fac BJ RHR tj F, 的 影响 线 相同 ,但 正 负 号 相反 。 
此 ,可 先 把 Fu 的 影响 线 翻 过 来 画 在 基线 下 面 ,然后 保留 其 中 的 AC Bto C 点 的 


竖 距 可 按 比例 关系 求 得 为 T° 


综合 起 来 ,Fu 的 影响 线 分 成 AC 和 CB 两 段 ,由 两 段 平行 线 所 组 成 ,在 C 点 
形成 台阶 。 由 此 看 出 , 当 F, = 1 作用 在 AC 段 任 一 点 时 ,截面 C 为 负 号 剪 力 。 
当 F,= 1 作用 在 CB 段 任 一 点 时 ,截面 C 为 正 号 剪 力 。 当 F,=1 越过 C 点 由 
左 侧 移 到 右 侧 时 ,截面 C 的 前 力 将 引起 突变 。 当 F, =1 正好 作用 C 点 时 ,Fo 
的 影响 系数 没有 意义 。 
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剪 力 影响 系数 F。 = TARARE DRA 


3. 弯 和 矩 影响 线 
现在 拟 作 指定 截面 C HEEM 的 影响 线 (图 4 一 2e)。 仍 分 成 两 种 情况 
(Fe =1 作 用 在 C 点 以 左 和 以 右 ) 分 别 考虑 。 
当 F, = 工作 用 在 CB 段 时 , 取 C 的 左边 为 隔离 体 ,得 
Mec= Fa:a (Fp=1# CB B) 
由 此 看 出 ,在 CB BA, Me 的 影响 系数 等 于 Fa 的 影响 系数 的 a 倍 。 因 此 ,可 先 
把 Fu 的 影响 线 的 竖 距 乘 以 a ,然后 保留 其 中 的 CB 段 ,就 得 到 Me 在 CB 段 的 
EHR, RE C 点 的 竖 距 应 为 ap/ 。 
当 Fe =1 作用 在 AC 段 时 , 取 C 的 右边 为 隔离 体 ,得 
Me= Feto (F, = 1 f AC Ë) 
因此 ,可 先 把 Fr 的 影响 线 的 竖 距 乘 以 6 ,然后 保留 其 中 的 AC 段 ,就 得 到 M. 在 
AC 段 的 影响 线 。 这 里 C 点 的 竖 距 仍 是 ab/1。 
综合 起 来 , Me 的 影响 线 分 成 AC 和 CB 两 段 , 每 一 段 都 是 直线 ,形成 一 个 三 
角形 ,如 图 4 一 2e 所 示 。 由 此 看 出 , 当 Fs = 1 EHE CAN, GE M. 为 极 大 
值 。 当 F。=1 由 C 的 到 时， 弯 矩 M 逐渐 减 小 到 零 。 


DEER M = MARR IRN L, 单 位 为 m。 


例 4-1 试 作 图 4-3a 所 示 伸 璧 梁 的 Fes Fre Foc .Fun 的 影响 线 。 
解 (1) fE FaA、Fns 的 影响 线 
取 A 点 为 坐标 原点 BUER x 以 向 右 为 正 。 当 荷载 F, = 1 作用 于 梁 上 任 
一 点 x 时 ,由 平衡 方程 求 得 支 座 反 力 的 影响 系数 为 
Fu =E] 
N (-1 <<r<I+t,) 
= 
Tay) 
这 两 个 支 座 反 力 影响 线 方程 与 简 支 梁 的 相同 ,只 是 荷载 F, = 1 的 作用 范围 有 所 扩 
Ko 在 简 支 梁 中 ,x 的 变化 范围 为 0 过 x 夸 1, 这 里 则 为 ~ 4 和 + 三 1+1,。 影 响 线 图 
形 如 图 4 -3b.c 所 示 。 在 AB 段 内 的 影响 线 与 简 支 梁 的 完全 相同 , 仍 是 直线 。 再 将 
直线 向 两 个 伸 蔷 部 分 延长 , 即 得 出 整个 影响 线 。 
(2) EWH Fo 的 影响 线 
当 Fr=1 在 C 点 以 左 时 ,得 
Fo = ~ Fps (F,=1 fg EC B) 


Fer = 
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当 Fr=1 在 C 点 以 右 时 ,得 
Face =F. (F,=1# CF Ë) 

hi RE EREDI J W Wk iy ER ,得 出 Fa 影响 线 如 图 4 一 3d 所 示 。 
(3) 作 前 力 Fun 的 影响 线 
当 Fp=1 在 DD 点 以 左 时 , 取 DD 的 右边 为 隔离 体 ,得 

Fp=0 
当 Fsi EDAREN, M D 的 右边 为 隔离 体 ,得 

Fuo=+i 


由 此 可 作出 Fun 影 响 线 如 图 4- 3e 所 示 。 这 里 ,只 有 DF 段 的 影响 系数 不 为 零 ， 
也 就 是 说 ,只 有 当 荷 载 作用 DF 段 时 , 才 对 Fup 产 生 影响 。 
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$4-3 结 点 荷载 作用 下 梁 的 影响 线 


图 4 - da 所 示 为 一 桥梁 结构 承载 示意 图 ,荷载 直接 加 于 纵 梁 。 纵 染 是 简 支 
梁 ,两 端 支 在 横梁 芋 。 横 梁 则 由 主 梁 支承 ;荷载 通过 纵 梁 下 面 的 横梁 传 到 主 梁 。 
不 论 纵 梁 承 受 何 种 荷载 , 主 梁 只 在 ACE 下 . 等 有 横梁 处 ( 即 结 点 处 ) 承 受 
集中 力 ,因此 主 梁 承 受 的 是 结 点 荷载 。 

下 面 研究 主 梁 的 影响 线 的 作法 。 

(1) 支 座 反 力 Fua 和 Fww 的 影响 线 

支 座 反 力 Fu 和 Fu 的 影响 线 ,与 图 4- 2 所 示 完 全 相同 ,在 图 4-4 中 没有 
画 出 

(2) Me 的 影响 线 

(点 正好 是 结 点 。Fr = 工 在 C 点 以 右 时 ,利用 Fu RM. F, = 1 fE C ADA 
左 时 ,利用 Fe K Moo HIET A, Me 的 影响 线 作 法 与 图 4 一 2 完全 相同 ,如 图 
4 一 4b 所 示 。C 点 的 竖 距 为 

ab_dx3d_3 


T 

(3) M, 的 影响 线 

M,, 的 影响 线 如 图 4 一 4c 所 示 。 先 说 明 其 作法 ,然后 加 以 证 明 。 

先 假设 Fi, = 1 直接 加 于 主 梁 AB , 则 M, 的 影响 线 为 一 三 角形 (其 中 CE Ë 
HER) D 点 的 竖 距 为 


EAE] 
¿y 2 
1 4d 16° 
由 比例 可 知 ,CE 两 点 的 竖 距 为 
BE ES EE] 
T E 
_ 15.2 423 
w = 645 = 14 


将 C.E 两 点 的 竖 距 连 一 直线 ,就 得 到 结 点 荷载 作用 下 M, 的 影响 线 ,如 图 
PRRI o 

为 了 证 明 上 述 作法 的 正确 性 ,只 需 注意 以 下 其 点 : 

1) 如 果 单位 荷载 加 在 C 点 或 E 点, 则 结 点 荷载 与 直接 荷载 完全 相同 ,所 以 
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a) 
@ + 
il 
(| i M. Me 的 影响 线 
(c) 
(O) 
(e) 


MUS W Rf F M, 影响 线 在 C AERE ve 和 在 E MAESE y, 5 HRN R 
TEA 

2) 如 单位 荷载 作用 在 CE 两 点 之 间 , 其 到 C 点 的 距离 以 x 表示 , 则 纵 梁 
CE 的 反 力 如 图 4- 4d Hiko ERTE C 点 受 向 下 的 荷载 “作用 ,在 点 受 向 
下 的 从 纹 闻 作用。 单位 荷载 作用 在 点 + 时 对 主 梁 M, 的 影响 系数 可 用 得 加 原 
理 求 得 如 下 : 


£ 


当 F, = 1 加 在 CC 点 时 ， Mn = x. 
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当 Fe=1 加 在 E 点 时 ， — M; = ye 
当 FP,=1 距 点 为 x MER C 点 茶 载 为 + 了 ,点 荷载 为 志 , 故 


pay L Fi + 
上 式 为 x 的 一 次 式 。 由 此 可 知 在 结 点 荷载 作用 下 , M,, 的 影响 线 在 CE 一 段 
一 直线 。 

一 般 的 结论 可 表达 如 下 : 

1) 在 结 点 荷载 作用 下 ,结构 任何 影响 线 在 相 邻 两 结 点 之 间 为 一 直线 。 

2) 先 作 直接 荷载 作用 下 的 影响 线 , 用 直线 连接 相 邻 两 结 点 的 竖 距 ,就 得 到 

(4) Fuer 的 影响 线 

在 结 点 荷载 作用 下 , 主 梁 在 C.E 两 点 之 间 没 有 外 力 , 因 此 CE 一 段 各 截面 
的 前 力 都 相等 ,通常 称 为 结 间 剪 力 , 以 Fo 表示 。Fo 的 影响 线 如 图 
4 一 4e 所 示 , 是 按照 上 述 结论 作出 的 。 


$4 一 4 静 力 法 作 析 架 的 影响 线 


图 4 一 5a 所 示 为 一 平行 弦 顶 架 。 设 单位 荷载 沿 术 架 下 弦 AG 移动 , 试 作 各 
杆 轴 力 的 影响 线 。 术 架 通常 承受 结 点 荷载 ,荷载 传递 的 方式 与 图 4 - Sb 所 示 的 
梁 相同 。 任 一 杆 的 轴 力 (例如 Fw ) 的 影响 线 在 相 邻 结 点 之 间 为 一 直线 。 我 们 
可 以 把 单位 荷载 Fr = 1 依次 置 于 A、B、C.D、E、F.G 诸 点 ,计算 Fv 的 数值 ， 
用 竖 距 表示 出 来 ,再 连 以 直线 ,就 得 到 Fs 的 影响 线 。 由 此 可 知 , 绘 制 静 定 术 架 
各 村 内力 的 影响 线 原则 上 没有 什么 困难 。 


下 面 结合 图 4 — 5 说 明 柏 架 影响 线 的 静 力 作法 ,其 基础 仍然 是 截面 法 和 结 点 
法 。 


1. Fra M Fr 的 影响 线 
Fun 和 Fr 的 影响 线 与 简 支 梁 相同 ,图 中 没有 曾 出 、 
2. 上 弦 杆 轴 力 Fv 的 影响 线 
作 截面 I-I ,以 C 为 力矩 中 心 ,用 力矩 方程 了 ML =0, 求 Fw 。 
如 单位 荷载 在 C 的 右 方 , 取 截 面 1-I 左 部 为 隔离 体 ,得 
Fra X2d + Fv,h=0 


Fx. = -p Fra (a) 


§4-4 药力 法 作 析 架 的 影响 线 
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如 单位 荷载 在 C 点 以 左 , 取 截面 I 以 右 部 分 为 隔离 体 ,得 
Fka X4d+ Fu.h = 0 
Fa = -和 Fu (b) 
在 图 4 - 5e 中 ,利用 式 (a) 作 出 Fua KIIRE HEEE , 画 于 基线 以 


下 , 取 C 以 右 一 段 ;又 利用 式 (b) 作 出 Fuc 的 影响 线 ， HERIT, 画 于 基线 以 
下 , 取 C 以 左 一 段 。 这 样 ,得 到 一 个 三 角形 。 由 于 在 相 邻 结 点 之 间 都 是 直线 , 因 
此 得 到 的 三 角形 就 是 L tas. 

式 (a) 和 (b) 可 以 合并 为 一 个 式 子 , 即 


7 s (c) 
h 
RP Me 是 相应 的 简 支 梁 ( 图 4 - Sb) 结 点 C 的 弯 矩 。 由 式 (c) 可 知 ,Fw 的 影响 
线 为 一 三 角形 ,顶点 的 竖 距 为 

jab_ _2dx4d__4d 


Th — 6dh 3h 
3. 下 弦 杆 轴 力 Fvo 的 影响 线 
ERT -I ,以 结 点 c 为 力矩 中 心 , 用 力矩 方程 > M, =0, 得 


Mi 
Fso = (a) 


即 Fw 的 影响 线 可 由 相应 梁 结 点 C 092938 W RIE, R EJE P BJ) 2 Bš R bA 
。 图 4~5d 所 示 为 Fxm 的 影响 线 。 
4. 斜 杆 OC 轴 力 的 坚 向 分 力 下 ,的 影响 线 
仍然 用 截面 1-I ,分 三 段 考虑 。 


单位 荷载 在 C 点 以 右 时 ,考虑 截面 1-1 以 左 部 分 的 平衡 ,由 投影 方程 
YF, =0,44 


Fone = Fra (e) 
单位 荷载 在 B 点 以 左 时 ,考虑 截面 1-1 以 右 部 分 的 平衡 ,得 
Foe = - Fpa (D 


单位 荷载 在 B.C 之 间 ,影响 线 为 直线 。 
根据 上 述 分 析 作 出 F,,. 的 影响 线 如 图 4 一 5e 所 示 。 利 用 相应 梁 结 间 BC 的 
DH Fa ,可 将 上 述 分 析 概 括 成 一 个 式 子 : 
Frc = Fase (g) 
图 4- Se 所 示 的 影响 线 其 实 就 是 相应 梁 的 结 间 剪 力 Fuw. 的 影响 线 。 
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5. 坚 杆 轴 力 下 ,的 影响 线 
EREI- HABREH ESF, =0, 求 Fac. 可 利用 相应 梁 结 间 CD 的 
前 力 Fum 列 出 下 列 式 子 : 
Faa == Fo (h) 


图 7- 5f 系 FF 的 影响 线 ,是 按 结 间 前 力 Fu 的 影响 线 作出 的 ,但 将 正 负 号 作 
了 改变 。 
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6. 坚 杆 轴 力 Fvm 的 影响 线 

在 上 面 的 分 析 中 ,我 们 一 直 假 设 单位 荷载 没 下 弦 移 动 , 即 由 析 架 下 弦 结 点 承 

受 荷载 (下 承 榆 架 ) 作 用 。 这 样 ,由 上 弦 结 点 d 的 平衡 ,可 知 

Fa =0 
因此 Fw 的 影响 线 与 基线 重合 (图 4 - Sg) ,不 管 单位 荷载 在 什么 位 置 ,dD 永远 
是 零 杆 。 

如 果 假 设 单位 荷载 沿 机 架 的 上 弦 移 动 , 由 枯 架 上 弦 结 点 承受 荷载 (上 承 枯 

架 ) 作 用 , 则 由 结 点 d 的 平衡 ,可 知 : 

当 Fp=1 在 结 点 4 时 ， Faa = -1 

当 Fe= 1 在 其 他 结 点 时 ， 下 wo =0 
由 于 结 点 之 间 是 直线 ,因此 Fx 的 影响 线 如 图 4 - Sg 中 实 线 所 示 , 是 一 个 三 角 
形 。 

由 此 可 知 , 作 顶 架 的 影响 线 时 ,要 注意 区 分 检 架 是 下 弦 承 载 ,还 是 上 弦 承 载 。 
在 本 例 中 , 如 果 析 架 改 为 上 承 , 则 Fa... Fus Fuc 的 影响 线 仍 如 图 
4- 5c,d e 所 示 , 但 图 4- 5f 中 的 Fe 影响 线 需要 修改 ,因为 在 上 承 术 架 中 , 式 
(Ch) 应 用 下 式 代替 : 

Fue =- Fon 
而 Fw 影响 线 应 按 结 间 剪 力 Faw. 的 影响 作出 ,但 正 负 号 相反 。 


84-5 机 动 法 作 影 响 线 


作 静 定 内 力 或 支 座 反 力 影 响 线 时 , 除 可 采用 静 力 法 外 ,还 可 采用 机 动 法 。 机 
动 法 是 以 虚 功 原理 为 基础 ,把 作 内 力 或 支 座 反 力 影响 线 的 静 力 问题 转化 为 作 位 
移 图 的 几何 问题 。 

机 动 法 有 一 个 优点 :不 需 经 过 计算 就 能 很 快 地 绘 出 影响 线 的 轮廓 。 因 此 ,对 
于 某 些 问题 ,用 机 动 法 处 理 特别 方便 (例如 在 确定 荷载 最 不 利 位 置 时 ,往往 只 需 
知道 影响 线 的 轮廓 ,而 无 需求 出 其 数值 )。 此 外 ,用 静 力 法 作出 的 影响 线 也 可 用 
机 动 法 来 校 核 。 

下 面 以 简 支 梁 支 座 反 力 影响 线 为 例 ,运用 虚 功 原理 说 明 机 动 法 作 影响 线 的 
概念 和 步骤 。 

现 拟 求 图 4 - 6a 所 示 梁 的 支 座 B RH Z= Fu 的 影响 线 。 为 此 ,将 与 Z 相 
应 的 约束 一 一 支 杆 B 撤去, 代 以 未 知 量 Z( 图 4- 6b) ,使 体系 具有 一 个 自由 度 。 
然后 ,给 体系 以 虚 位 移 ,使 梁 绕 A 点 作 微小 转动 , 列 出 虚 功 方程 如 下 : 
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Zôz + Fpôp=0 (4-1) 
这 里 ,0, 是 与 荷载 F, =1 相应 的 位 移 ,由 于 F, 以 向 下 为 正 , 故 ó, 也 以 向 下 为 
1E;ó, 是 与 未 知 力 Z 相应 的 位 移 , a 以 与 Z 正方 向 一 致 者 为 正 。 由 式 
(4 一 1) 求 得 


2= -于 (2) 


当 Fe= 1 移动 时 ,位 移 Se 随 着 变化 ,是 荷载 位 置 参 数 7 的 函数 ;而 位 移 8z 则 与 
了 无关 ,是 一 个 常量 。 因 此 . 式 (4 一 2) 可 表示 为 


Z=- (4-3) 
REEM Z(+) RR Z 的 影响 线 ,函数 
人,(z) 表 示 荷 载 作用 点 的 竖 向 位 移 图 ( 参 
见 图 4 - 6b)。 由 此 可 知 ,Z 的 影响 线 与 
荷载 作用 点 的 竖 向 位 移 图 成 正比 。 也 就 
是 说 ,根据 位 移 a, 疼 就 可 以 得 出 影响 线 
MEME. 

如 果 还 要 确定 影响 线 各 竖 距 的 数值 ， 
则 应 将 位 移 ó, 图 除 以 8z (或 在 位 移 图 中 
设 6,=1), 由 此 得 到 的 图 4 6c 就 从 形 
状 上 和 数值 上 完全 确定 了 Z 的 影响 线 。 

至 于 影响 线 坚 距 的 正 负 号 可 规定 如 
下 : 当 3, 为 正 值 时 ,由 式 (4- 3) 得 知 Z (o 
H a, 的 正 负 号 正好 相反 ,又 ò, 以 向 下 为 ! 
正 。 因 此 ,如 果 位 移 图 在 杭 坐 标 轴 上 方 ， am 下 
WJ, 值 为 负 , 因 而 影响 系数 为 正 。 

总 结 起 来 ,机动 法 作 静 定 内 力 或 支 座 图 4-6 
反 力 的 影响 线 的 步骤 如 下 : 

(1) 撤去 与 Z 相应 的 约 东 , 代 以 未 知 力 Z. 

(2) 使 体系 沿 Z 的 正方 向 发 生 位 移 ,作出 荷载 作用 点 的 竖 向 位 移 图 (6。 
图 ) ,由 此 可 定 出 Z 的 影响 线 的 轮廓 。 

G) $ 3, =1, 可 进一步 定 出 影响 线 各 坚 距 的 数值 。 

(4) 横 坐 标 以 上 的 图 形 ,影响 系数 取 正 号 ; 横 坐标 以 下 的 图 形 ,影响 系数 取 
mu, 


例 4-2 试用 机 动 法 作 图 4 一 7a 所 示 简 支 梁 的 弯 矩 和 剪 力 的 影响 线 。 
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解 (1) FE M 的 影响 线 
撤去 与 弯 矩 Me 相应 的 约束 ( 即 在 截面 C 处 改 为 贸 结 ), 代 以 一 对 等 值 反 向 
的 力 偶 Meo IET, EE C 两 侧 的 刚体 可 以 相对 转动 。 


Fi=1 


(b) 


(°) 


(a) 


© + 


和 mn、 


图 4-7 
给 体系 以 虚 位 移 ,如 图 4 - 7b 所 示 。 这 里 ,与 Me 相应 的 位 移 6 WERC 
两 侧 截面 的 相对 转角 。 利 用 o 可 以 确定 位 移 图 中 的 竖 矩 。 由 于 6 是 微小 转 
角 , 可 先 求 得 BB, = 8:-0。 按 几何 关系 ,可 求 出 C 点 竖 向 位 移 为 这 3。 这样, 得 
到 的 位 移 图 即 代表 M, 的 影响 线 的 轮廓。 
为 了 求 得 影响 系数 的 数值 ,再 将 图 4 - 7b 中 的 位 移 图 除 以 82 , 即 得 到 Me 
影响 线 如 图 4 — Te 所 示 , 其 中 C 点 的 影响 系数 为 外。 
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应 当 指出 ,由 于 虚 位 移 8z 是 微小 值 ,因此 这 里 只 说 将 ó, 图 除 以 ó, ,而 不 说 
令 相 对 转角 5z = 1 rad。 换 名 话说 ,如 果 仍 采用 “ 令 8z = 1 的 说 法 , 则 应 理解 为 
令 紧 向 位 移 中 的 参数 o 等 于 1 ,而 不 是 直接 令 相对 转角 ó, 等 于 1 rado 

(2) HH Fa 的 影响 线 

撤去 截面 C 处 相应 于 剪 力 的 约束 , 代 以 前 力 Foc ,得 图 4 一 7d 所 示 的 机 构 。 
此 时 ,在 截面 C 处 能 发 生 相对 的 竖 向 位 移 , 但 不 能 发 咎 相对 的 转动 和 水 平移 动 。 
因此 ,切口 两 边 的 梁 在 发 生 位 移 后 保持 平行 ,切口 的 相对 竖 向 位 移 即 为 bz 。 令 
6z =1, 由 三 角形 几何 关系 即 可 确定 影响 线 的 各 控制 点 数值 (图 4- 7e)。 

例 4-3 试用 机 动 法 作 图 4 - 8a 所 示 静 定 多 跨 梁 的 MK 、Fuk .Me s For W 
Fun 的 影响 线 。 

解 (1) M, 的 影响 线 

在 截面 K 加 铵 ,使 发 生 虚 位 移 ,如 图 4-8b 所 示 。 铵 K 两 侧 相对 转角 为 
6 , 截 距 BB =1:Ə,= 6z。 将 图 4 一 8b 中 的 òp 图 除 以 8z( 或 令 竖 距 中 的 参数 6 
=1, 即 令 BB = 1), 即 得 Mk 的 影响 线 如 图 4- 8c 所 示 。 各 控制 点 的 影响 系数 
可 按 比 例 关 系 求 出 。 在 横 坐 标 轴 以 上 的 图 形 为 正 号 ,以 下 的 为 负 号 。 

(2) Fax 的 影响 线 

以 下 不 青 画 体系 的 虚 位 移 图 ,直接 作出 影响 线 的 图 形 。 

Fux 影响 线 的 图 形 与 XK 点 两 侧 截面 发 生 竖 向 错 动 时 的 2 图 成 比例 。 作 图 
时 , 先 保持 各 支点 的 位 移 为 零 。 然 后 ,在 K 点 两 边 分 别 作 平 行 线 AK RI K 'B ,在 
K 点 错 动 的 方向 与 前 力 Fo 的 正方 向 一 致 (使 隔离 体 顺 时 针 转 动 ), 同 时 令 KK” 
= 6 =1。 最 后 , 作 附 属 部 分 EF 和 FG 的 影响 线 , 为 此 ,连接 EC, 并 延长 到 F; 
连接 F'D ,并 延长 到 G“。 这 样 , 便 得 到 Fax 的 影响 线 如 图 4- 8d 所 示 。 

(3) Me 的 影响 线 

在 截面 C 加 铵 后 ,HE 和 EC 仍 不 能 发 生 虚 位 移 , 因 此 M. 的 影响 线 在 HC 
段 与 基线 重合 。 但 附属 部 分 CF 和 FG 可 发 生 虚 位 移 。 与 M. 对 应 的 位 移 8z 即 
£ C 两 侧 截面 的 相对 转角 。 由 于 EC 无 转角 , 故 CF 的 转角 即 为 gz ,而 下 点 的 
竖 向 位 移 为 2. 8z 。 令 其 中 的 参数 5, = 1, 故 下 点 的 影响 系数 等 于 2。M, 的 影 
响 线 如 图 4 一 8e 所 示 。 

(4) Fo 的 影响 线 

"4 E 点 两 侧 截 面 沿 Fur 正方 向 发 生 错 动 时 ,基本 部 分 HE 不 能 发 生 位 移 ， 
因此 ,在 HE Ë Fu Bit i S F. EF BP XE C 转动 , FG BRAXE D 转 
动 。 令 与 Fu: 对 应 的 相对 位 移 ( 即 E 点 竖 坐 标 )6z 等 于 1, 便 得 到 Fus 的 影响 线 
如 图 4 一 8f 所 示 。 
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(5) Fi 的 影响 线 

在 静 定 多 跨 梁 中 ,F(; 是 HF 的 附属 部 分 。 当 撤去 支 杆 D 时 ,HF 段 仍 不 能 
发 生 位 移 , 因 此 在 HF 段 Fn, 影响 线 恒 等 于 零 。 令 FG BED 点 沿 Fun 方 向 发 
生 单位 竖 向 位 移 , 便 得 到 Fw 的 影响 线 如 图 4 一 8g 所 示 。 

由 图 4- 8 所 示 各 影响 线 的 图 形 可 以 看 出 ,在 静 定 多 跨 梁 中 ,基本 部 分 的 内 
力 (或 支 座 反 力 ) 影 响 线 是 布 满 全 梁 的 ,而 附属 部 分 内 力 (或 支 座 反 力 ) 的 影响 线 
则 只 在 附属 部 分 不 为 零 ( 基 本 部 分 上 的 线段 恒 等 于 零 ) 。 这 个 结论 与 静 定 多 跨 梁 
的 力学 特性 是 一 致 的 。 


申 本 例 可 以 看 出 ,用 机 动 法 作 静 定 多 跨 梁 的 影响 线 是 十 分 简便 的 ,读者 可 以 
试用 静 力 法 与 其 进行 比较 。 


$4-6 影响 线 的 应 用 


1. 求 各 种 荷载 作用 下 的 影响 

作 影 响 线 时 ,用 的 是 单位 荷载 。 根 据 春 加 原理 ,可 利用 影响 线 求 其 他 荷载 作 
用 下 产生 的 总 影响 。 

设 有 一 组 集中 荷载 Fr .Fe .Fn ,加 于 简 支 梁 ,位 置 已 知 ,如 图 4 一 9a 所 示 。 
如 Fo 的 影响 线 在 各 荷载 作用 点 的 竖 距 为 yy; 、y;, 则 由 Fy 产生 的 Foc 等 于 
Fay FoP EW Fa EF Fp y ,Fn 产生 的 Fuc 等 于 Flsys。 根 据 番 加 原理 ,可 
知 ,在 这 组 荷载 作用 下 Fw 的 数值 为 


Fac = Fay + Fey: t Fays (a) 

一 般 说 来 , 设 有 一 组 集中 荷载 Fw ,Fe s Fo, 加 于 结构 ,而 结构 某 量 Z 的 
影响 线 在 各 荷载 作用 处 的 竖 距 为 w ,vs ，… ,yw , 则 

Z=Fny t Fax t= + Fay = X Fg, (4-4) 


如 果 结 构 在 AB 段 承受 均 布 荷载 4( 图 4 - 9b) fE HI. MOLBE dx 上 的 荷载 
qdx 可 看 作 集中 荷载 , 它 所 引起 的 Z 值 为 ygdx。 因 此 ,在 AB 段 均 布 荷载 作 
用 下 的 Z 值 为 

z= [a= 4 N ydr = qA, (4-5) 
这 里,A, 表示 影响 线 的 图 形 在 受 载 段 AB 上 的 面积 。 上 式 表示 , 均 布 荷载 引起 
的 Z 什 等 于 荷载 集 度 乘 以 受 载 眉 的 影响 线 面 积 。 应 用 此 式 时 ,要 注意 面积 A, 
MERS, 
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例 4-4 图 4-10 所 示 为 一 简 支 梁 , 全 跨 受 均 布 荷载 作用 。 试 利用 截面 C 
WIBI JI Fw 的 影响 线 计算 Fuc 的 数值 。 


解 ” Fi 的 影响 线 正 号 部 分 的 面积 以 A, 表 q=20kN/m 
示 , 负 号 部 分 的 面积 以 A, 表示 , 则 ; + 
A, =+ x 3 x4 m= mO hm m -| 


A; >x [-3)%2 m= ym 


z 
3 š 
由 式 (4 一 5) 得 mm 
Fac = q(A, + A.) =20 kN/mx ( $ m-t m) l Menea 


=20 kN Ë 
2. 求 荷载 的 最 不 利 位 置 
如 果 荷 载 移动 到 某 个 位 置 ,使 某 量 Z 达到 
最 大 值 , 则 此 荷载 位 置 称 为 最 不 利 位 置 。 影 响 线 
的 一 个 重要 作用 ,就 是 用 来 确定 荷载 的 最 不 利 位 置 。 
对 于 一 些 简 单 情 况 ,只 需 对 影响 线 和 荷载 特性 加 以 分 析 和 判断 ,就 可 定 出 荷 
载 的 最 不 利 位 置 。 判 断 的 一 般 原 则 是 :应 当 把 数量 大 ,排列 密 的 荷载 放 在 影响 线 
竖 距 较 大 的 部 位 。 下 面 举 几 个 简单 例子 。 
如 果 移 动 荷载 是 单个 集中 荷载 , 则 最 不 利 位 置 是 这 个 集中 荷载 作用 在 影响 
线 的 竖 距 最 大 处 。 


图 4-10 


全 ”Fac 的 影响 线 ( 即 影响 系数 图 形 ) 坚 距 无 单位 , 故 其 面积 的 单位 为 m。 下 同 - 
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如 果 移动 荷载 是 一 组 集中 荷载 , 则 在 最 不 利 位 置 时 , 必 有 一 个 集中 荷载 作用 
在 影响 线 的 项 点 (图 4 一 11)。 

如 果 移动 荷载 是 均 布 荷载 ,而 且 可 以 
按 任意 方式 分 布 , 则 其 最 不 利 位 置 是 在 影 
响 线 正 号 部 分 布 满 荷载 ( 求 最 大 正 号 值 )， ` sq, 
或 者 在 负 号 部 分 布 满 荷载 ( 求 最 大 负 号 值 ) 


(图 4-12) je pae ye 
例 4-5 图 4-13a 所 示 为 两 台 吊 车 


的 轮 压 和 轮 距 , 试 求 吊车 梁 AB 在 截面 C 
的 最 大 正 剪 力 。 


图 4-12 


解 ” 先 作出 Fuc 的 影响 线 ( 图 4- 13c) 

要 使 Fo 为 最 大 正 号 剪 力 ,首先 ,荷载 应 放 在 Fuc 影 响 线 的 正 号 部 分 。 其 
次 ,应 将 排列 较 密 的 荷载 (中 间 两 个 轮 压 ) 放 在 影响 系数 较 大 的 部 位 (荷载 435 
kN jk fE C 点 的 右 侧 )。 图 4 一 13b 所 示 为 荷载 的 最 不 利 位 置 。 由 此 求 得 

Focws = Fn yi + Fe y2 =435 kNx0.667+295 kNX0.425=415 kN 

例 4-6 图 4 10 中 的 简 支 梁 承受 均 布 荷载 g=20 kN/m 作用 ,荷载 在 梁 
上 可 以 任意 布置 。 试 求 Fu 的 最 大 正 号 值 和 最 大 负 号 值 。 

解 由 图 4-10 所 示 Fuc 的 影响 线 可 知 , 当 荷 载 布 满 CB 段 时 ,可 得 到 最 大 
EWH Focwa N 


Facas = qAa =20 kN|m < $ m=26.7 kN 
HARI AC EEN ai RK 9 J Fu 为 
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351N 435kN 295kN 


上 5.25m I 4.80m a 
2m FTA EN. 


图 4-13 


Facw = qAsc = 20 kN/mx I - 3) m= -6.67 kN 

3. 临界 位 置 的 判定 

如 果 移 动 荷载 是 一 组 集中 荷载 ,要 确定 某 量 Z 的 最 不 利 荷载 位 置 ,通常 分 
成 两 步 进行 : 

第 一 步 , 求 出 使 Z 达到 极 值 的 荷载 位 置 。 这 种 荷载 位 置 称 为 荷载 的 临界 位 
置 。 

第 二 步 ,从 荷载 的 临界 位 置 中 选 出 荷载 的 最 不 利 位 置 。 也 就 是 从 Z 的 极 大 
值 中 选 出 最 大 值 , 从 极 小 值 中 选 出 最 小 值 。 

下 面 以 多 边 形 影 响 线 为 例 , 说 明 荷载 临界 位 置 的 特点 及 其 判定 方法 。 

图 4 - 14a 所 示 为 一 组 集中 荷载 ,荷载 行动 时 其 间距 和 数值 保持 不 变 。 图 
4 一 14b 所 示 为 某 量 Z 的 影响 线 ,为 一 多 边 形 。 各 边 的 倾角 以 aaa 表示 (其 
中 a, M a, 是正 的 ,as 是 负 的 )。 各 边区 间 内 荷载 的 合力 用 Fa 、Fiw Foči o 

根据 县 加 原理 ,并 按 各 边区 间 内 荷载 的 合力 来 计算 , 则 


3 
Z= Fu + Fey t Frey = > Fay, 
这 里 ,y、7, 5, 分 别 是 各 段 荷载 合力 Fr 、Frs、Frs 对 应 的 影响 系数 。 
设 荷 载 移 动 Az (向 右 移动 时 Ax HE) WEE y, 的 增 量 为 


Ay, =Axr'*tan o, 


而 Z 的 增 量 为 
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3 
AZ=Ax- >Ü Frtan a, 
i 


显然 ,使 Z 成 为 极 大 值 的 临界 位 置 , 必 须 满足 如 下 条 件 : 荷 哉 自 临界 位 置 向 
右 或 向 左 移动 时 ,2 值 均 应 减少 或 等 于 零 , 即 AZO, B 


3 


Ax- X) Fu tan a <0 (a) 
式 (和) 还 可 分 为 两 种 情况 : 
当 Azx >0 B (RRB), SF. tan a <0] 
当 Ax <0 时 (荷载 稍 向 左 移 ), 习 Futan a,>0[ 
同 理 ,使 Z 成 为 极 小 值 的 临界 位 置 , 必 须 满足 如 下 条 件 ， 
荷载 稍 向 右 移 ,Fi tan aay uzh 
荷载 稍 向 左 移 ,5 Fu tan a, <0 


下 面具 讨论 十 Fr,tan a, 天 0 的 情形 。 这 时 可 得 出 如 下 结论 :如 果 Z 为 极 值 
( 极 大 或 极 小 ), 则 荷载 稍 向 左 , 右 移动 时 , > F. tan a, 必须 变 号 。 

下 面 分 析 在 什么 情况 下 忆 F. tan a, 才 有 可 能 变 号 。 首 先 ,由 于 tan a, 是 影 
响 线 中 各 段 直线 的 斜率 , 它 是 常数 ,因此 要 使 省 F,tan a, 改变 符号 ,只 有 各 段 内 
的 合力 Fi 改变 数值 才 有 可 能 。 其 次 ,整个 荷载 稍 向 左右 移 动 时 ,要 使 Fi 改变 
数值 , 则 在 临界 位 置 中 必须 有 一 个 集中 荷载 正好 作用 在 影响 线 的 顶点 上 (例如 ， 
设 有 集中 力 FF 作用 在 第 i 段 和 第 ;+ 1 段 直 线 之 间 的 顶点 上 ,那么 , 当 整个 荷 
载 稍 向 左 移 时 , Fu 应 计 和 人 Fu ; 当 稍 向 右 移 时 , Fe。 应 计 入 Fu )。 总 之 , 当 荷 
载 稍 向 左 ABH, Fetan a, 变 号 的 必要 条 件 是 一 个 集中 荷载 作用 于 影响 
线 的 项 点 ,但 这 不 是 充分 条 件 。 

归结 起 来 ,确定 荷载 最 不 利 位 置 的 步骤 如 下 : 
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(1) 从 荷载 中 选 定 一 个 集中 力 Fs, ,使 它 位 于 影响 线 的 一 个 顶点 上 。 

(2) 当 Frs 在 该 项 点 稍 左 或 稍 右 时 ,分 别 求 局 Fr tan a, 的 数值 。 如 果 
NV Fk tan a, 变 号 (或 由 零 变 为 非 零 ), 则 此 荷载 位 置 称 为 临界 位 置 , 而 荷载 Foe 
PARRER WREE Fetan a, 不 变 号 , 则 此 荷载 位 置 不 是 临界 位 置 。 

(3) 对 每 个 临界 位 置 可 求 出 Z 的 一 个 极 值 ,然后 从 各 种 极 值 中 选 出 最 大 值 
或 最 小 值 。 同 时 ,也 就 确定 了 荷载 的 最 不 利 位 置 。 

例 4-7 图 4-15a 所 示 为 一 组 移动 荷载 ,图 4- 15b 为 某 量 Z 的 影响 线 。 
试 求 荷载 最 不 利 位置 和 Z 的 最 大 值 。 已 知 Fu = Fp = Fp = Fa = Fr=90kN， 
q=37.8 kN/m。 

(9) Fn Fn Em 


Fr 4 
HT 
lisml1.sl1.sh1.sl1.| 30m 


(o) 


T AAAG 


3.5 m (1.541 1.59.5}1 6m 


几 4-15 


解 (1) 试 将 Fn 放 在 影响 线 的 最 高 顶点 。 荷 载 布置 情况 如 图 4- 15c 所 


不 。 
(2) WH Y F. tan ao 
由 图 4 一 15b, 得 
una =Ñ, ena = -35，tanw= -7 
8 1 4 6 


如 果 整 个 荷载 稍 向 右 移 ,各 段 荷载 合力 为 
Fu =90 kNx3=270 kN 
Fia =90 kNX2 +37.8 kN/mX 1 m=217.8 kN 
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Fis =37.8 kN/m x 6 m=226.8 kN 


因此 
SF, tan a, =270 kNX $ +217.8 kN x ( -2 党) + 
226.8 kN x ( -0 )= -8.2 kN<0 
6 
如 果 稍 向 左 移 , 则 


Fa =90 KNx4=360 kN 
Fu =90 kN + 37.8 kN/m x 1 m= 127.8 kN 

Fis =226.8 kN 

SFwtan a, =360 KN X + + 127.8 kNx ( - S). 
-0.75 

6 

由 于 Fu tan a, 变 号 ,故此 位 置 是 临界 位 置 。 
(3) 计算 Z 值 (参见 图 4- 15c 中 标 出 的 影响 系数 ) 。 


Z=90 kNx (35+ P 中 90 KNX 0.906 + 37.8 kN/m x 


(nd) 


226.8 kN x ( )=8.7 kN>0 


=455 kN 
当 影 响 线 为 三 角形 时 ,临界 位 置 的 特点 可 以 用 更 方便 的 形式 表示 出 来 。 如 
图 4- 16 所 示 , 设 Z 的 影响 线 为 一 三 角形 。 如 要 求 Z 的 极 大 值 , 则 在 临界 位 置 
必 有 一 荷载 Fr 正好 在 影响 线 的 顶点 上 。 以 Fi 表示 Fi, 左 方 荷 载 的 合力 ,Fk 表 
R Fi, 右 方 荷载 的 合力 , 式 (4 一 6) 可 写 为 
荷载 向 右 移 ， Fitan a- (F,., + Fk)tan BS<O 


(a) Fe w: 
R 


图 4-16 
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人 荷载 向 左 移 ， (Fk + F,.)tan a — Fktan 8220 
在 上 式 中 ,代入 tan a == tan B= pi 
Fy Fra + Fš 
— | Pe 
Fit F> Fi | 
a b; 


式 (4-8) 表 明 : 临 界 位 置 的 特点 为 有 一 集中 荷载 Fn, 在 影响 线 的 顶点 ,将 
Fs 计 入 哪 一 边 (左边 或 右边 ), 则 哪 一 边 荷载 的 平均 集 度 要 大 。 

例 4-8 图 4- 17a 所 示 为 一 梁 AB ,跨度 为 40 m, 承 受 汽车 车 队 荷载 。 试 
求 截面 C 的 最 大 弯 矩 。 


70 kN130 KN50 KN100 KN 50KN100kN 
e 4m| Sm jám 15m 4 四 
A c B 
15m | 25m 
40m 
人 938m 
e 150m 00m 
38m 
c 的 影响 线 
图 4-17 


解 M. 的 影响 线 如 图 4 一 17b 所 示 。 
首先 , 设 汽车 车 队 向 左 行 , 将 轴 重 130 kN 置 于 C 点 ,用 式 (4 一 8) 验算: 
70 kN 130 kN + 200 kN 


15m 25 m 
70 kN + 130 kN — 200 kN 
15m 25 m 


由 此 可 知 ,所 试 位 置 是 临界 位 置 ,相应 的 M. 值 为 
M.=70 kNX6.88 m+ 130 KN X9.38 m+50 kNX7.50 m+ 
100 kNx6.00 m + 50 kNx0.38 m=2 694 kN-m 
其 次 ,假设 汽车 车 队 身 右 行 , 仍 将 130 kN 荷载 置 于 C 点 (图 4- 18) ,用 式 (4-8) 
验算 : 
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150 kN _ 130 kN + 220 kN 


15m 25 m 
150 kN + 130 kN ` 220 kN 
15 m 25 m 
100kN 50KN130KN70kKN 100kN 50kN 
(a) 4m| 5m |4 15m 4m 
A, c B 
15m 25m 


(b) 


图 4-18 


此 位置 亦 为 临界 位 置 , 相 应 的 Me 值 为 
ML = 100 kNx3.75 m + 50 kNX6.25 m+130 kNX9.38 m + 70 kN x 
7.88 m + 100 kN X 2.25 m + 50 kNx0.75 m=2 720 kN*m 
比较 上 列 计算 ,可 知 图 4- 18 所 示 荷 载 位 置 为 最 不 利 位 置 。M, 的 最 大 值 为 
2 720 kN'm。 


“$4 一 7 用 求解 器 计算 结构 的 影响 线 


求解 器 中 专门 设置 了 影响 线 的 求解 功能 ,可 以 直接 计算 一 般 平 面 结 构 的 影 
响 线 。 本 节 介 绍 了 如 何 用 求解 器 求解 静 定 结构 的 影响 线 , 但 其 方法 也 适用 于 一 
AJEA HI o 

详细 内 容 见 所 附 光 盘 相 应 章节 。 


8$4-8 小 结 


本 章 主要 讨论 静 定 内 力 ( 反 力 ) 的 影响 线 的 作法 和 应 用 。 关 于 超 静 定 内 力 


§4-9 思考 与 讨论 
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( 反 力 ) 的 影响 线 将 在 第 8 章 中 讨论 。 

影响 线 是 影响 系数 Z 与 薪 载 位 置 zx, 间 的 关系 曲线 , 它 与 内 力 分 布 图 是 有 区 
别 的 。 内 力图 是 描述 在 固定 荷载 作用 下 ,内力 沿 结 构 各 个 截面 的 分 布 ;而 影响 线 
是 描述 单位 集中 荷载 在 不 同位 置 作用 时 对 结构 中 某 固定 处 某 量 的 影响 。 可 以 通 
过 简 支 梁 内 力图 与 影响 线 的 比较 讨论 加 深 对 影响 线 概念 的 理解 。 

可 应 用 静 力 法 和 机 动 法 两 种 方法 来 绘制 影响 线 。 甫 力 法 作 静 定 内 力 ( 反 力 ) 
的 影响 线 时 是 取 隔 离 体 运用 平衡 方程 来 求 , 但 应 将 荷载 位 置 的 坐标 看 作 变 量 。 
因此 ,如 何 选择 合适 的 平衡 方程 和 计算 次 序 , 仍 应 根据 结构 的 几何 构造 来 定 。 但 
是 , 列 平衡 方程 时 要 特别 注意 该 方程 的 适用 范围 , 即 对 于 哪些 荷载 位 置 是 适用 
的 。 一 般 来 说 ,应 该 将 荷载 作用 范围 分 成 几 段 ,对 不 同 区 自分 别 列 影响 系数 方 
程 。 静 力 法 是 绘制 影响 线 的 最 基本 的 方法 ,应 正确 地 掌握 和 运用 。 

本 章 中 习题 4- 1.4-2.4-3 可 供 辅导 课 选 用 参考 。 

机 动 法 作 静 定 内 力 ( 反 力 ) 影 响 线 ,是 虚 功 原理 在 静 力 问题 中 的 应 用 ,其 基本 
公式 为 


Z(z)= -Hr(zx) 
z 


在 作 Z 的 影响 线 时 ,应 从 结构 中 撤去 与 Z 相应 的 约束 。 在 这 样 形成 的 机 构 中 ， 
其 荷载 作用 点 的 竖 向 位 移 图 ó, 即 与 Z 的 影响 线 成 正比 。 必 须 正确 了 解 3, 和 
Òr 的 意义 ,6z 是 与 Z 相对 应 的 ,而 ó, 则 是 与 荷载 的 作用 点 相对 应 的 。 对 于 ó, 
图 (机 构 的 位 移 图 ) 的 特性 应 清楚 了 解 ,从 而 加 深 对 静 定 内 力 ( 反 力 ) 的 影响 线 为 
直线 图 形 的 特性 的 理解 。 学 习 机 动 法 ,应 着 重 原理 部 分 ,并 能 运用 它 来 绘制 较 简 
单 的 影响 线 。 

习题 4-4.4- 5 可 供 辅导 课 选用 参考 。 

利用 得 加 原理 ,根据 影响 线 可 以 确定 各 种 荷载 作用 时 的 影响 值 ,并 用 以 确定 
移动 荷载 的 不 利 位 置 。 对 于 直线 图 形 构成 的 影响 线 ,为 了 确定 荷载 的 不 利 位 置 ， 
要 掌握 如 何 判定 临界 荷载 和 临界 位 置 。 


8$4-9 思考 与 讨论 


$4-1 思考 题 

4-1 影响 线 的 含义 是 什么 ? 它 的 x 和 坐标 各 代表 什么 物理 意义 ? 

4-2 如果 图 4 一 1a 中 梁 承受 全 跨 均 布 荷 载 ,能 否 利用 图 4 一 1b 所 示 Fa 的 影响 线 计 
算 此 均 布 荷载 作用 下 的 支 座 反 力 Faa 2 

$4-2 思考 题 
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4-3 图 4-2d 的 剪 力 影 响 线 的 左 . 右 直线 是 平行 的 ,在 C 点 有 突变 ,它们 代表 什么 含 
x? 

4-4 在 什么 情况 下 ,影响 线 的 方程 必须 分 段 求 出 ? 

4-5 只 有 在 登 加 原理 成 立 的 条 件 下 ,才能 引入 影响 线 的 概念 ,对 吗 ? 由 此 说 明 影响 线 
的 应 用 条 件 。 

$4-4 思考 题 

4-6 和 顶 架 的 影响 线 有 什么 特点 ? 

4-7 为 什么 作 枯 架 影 响 线 时 ,要 注意 区 分 机 架 是 下 弦 承 载 还 是 上 弦 承 载 ? 在 什么 情况 
下 两 种 承载 方式 的 影响 线 彼此 相同 。 

$4-5 思考 题 

4-8 在 用 机 动 法 作 影响 线 时 ,说 明 式 (4 - 3) 中 函数 3r(z) 的 定义 。 在 荷载 直接 作用 和 
荷载 由 结 点 传递 两 种 情况 下 ,6r 有 何 区 别 ? 在 上 弦 承 载 析 架 和 下 弦 承 载 析 架 中 ,6, 有 何 区 别 ? 

4-9 说 明 为 什么 静 定 多 跨 梁 附属 部 分 的 内 力 (或 支 座 反 力 ) 影 响 线 在 基本 部 分 上 的 线 
段 与 基线 重合 ? 

$4-6 思考 题 

4-10 试 说 明 在 一 组 移动 的 集中 荷载 作用 下 ,要 确定 某 量 Z 的 最 不 利 荷载 位 置 时 用 到 
的 "临界 位 置 " 和 "临界 荷载" 的 含义 。 

综合 思考 讨论 题 

以 下 各 个 问题 可 以 进行 讨论 或 用 来 自学 总 结 : 

4-11 影响 线 和 内 力图 从 图 形 的 形状 上 看 有 些 情况 下 是 相似 的 ,但 实质 上 它们 是 完全 
不 同 的 两 个 问题 。 读 者 可 以 从 它们 的 含义 .单位 ,作法 等 方面 对 二 者 的 不 同 进行 比较 ,并 可 以 
列 出 对 照 表 。 这 样 ,不 仅 明 确 了 影响 线 的 基本 概念 ,而 且 又 进一步 认 清 了 影响 线 和 内 力图 作 
法 的 


4-12 对 于 影响 线 这 一 章 内 容 ,有 的 结构 力学 教材 把 它 安排 在 静 定 结构 受 力 计算 之 前 ， 
有 的 教材 把 它 安排 在 静 定 结构 受 力 计算 和 超 静 定 结构 计算 之 间 ,还 有 的 教材 把 它 安排 在 超 静 
定 结构 计算 之 后 。 通 过 影响 线 这 一 章 的 学 习 , 你 能 否 说 出 来 上 述 三 种 安排 方法 都 是 从 什么 角 
度 考虑 的 ? 你 自己 认为 以 何者 为 好 ? 

4-13 作 影 响 线 的 方法 有 静 力 法 和 机 动 法 。 你 是 否 能 总 结 一 下 这 两 种 方法 各 自 的 特点 
和 长 处 ”特别 要 注意 能 否 在 解 同一 个 题目 时 ,同时 应 用 静 力 法 和 机 动 法 作 影响 线 , 请 你 举 出 
一 个 联合 运用 两 个 方法 解 题 的 例子 。 

4-14 本 章 单位 移动 荷载 一 般 都 是 指 竖 向 的 ,如 果 单 位 移动 荷载 是 水 平方 向 的 或 斜 向 
的 是 否 也 可 以 作 结构 某 项 内 力 (或 某 个 支 座 反 力 ) 的 影响 线 ?” 如果 可 以 作 的 话 , 其 含义 和 作法 
与 单位 竖 向 移动 荷载 作用 下 的 影响 线 有 何 异 同 ? 

4 一 15 如何 求 对 于 棉 架 中 某 基 (如 某 杆 轴 力 ) 的 荷载 最 不 利 位 置 ? 

4-16 移动 荷载 含有 均 布 荷载 时 如 何 确定 荷载 最 不 利 位 置 ? 


习 题 
4-1 试用 静 力 法 作 图 中 : 
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(a) Fa Ma Me 及 Fauc 的 影响 线 。 

(b) HÆ Fa Me Fac .Fe 的 影响 线 。 

4-2 试用 静 力 法 作 图 中 Fra 、Fon .Mr ,Far Frc Fren .Mr 、For 的 影响 线 。 

附属 部 分 ( AB) 各 量 的 影响 线 与 简 支 梁 相同 . 且 在 基本 部 分 (BD) 无 竖 距 ; 

基本 部 分 ( BD) 各 量 的 影响 线 在 BD 段 与 伸 臂 染 BD 相同 ,在 AB 段 为 一 直线 。 

4-3 试用 静 力 法 作 图 示 刚 架 M. ,F,, ,Mx For 的 影响 线 。 设 M, My 均 以 内 侧 受 拉 
为 正 。 


4-4 试用 机 动 法 作 图 中 Me Fin Fa WEAR, EE: 
(1) ó, 是 广义 位 移 , 必 须 与 撤去 的 约束 相应 。 
(2) 5r(z) 必 须 符合 约束 条 件 。 


(a) x Pp=l 


a b 
eere 


F,=1 
E F 
a b c d e 
1 £ 
题 4-2 图 
Po-1 
A E B c D 
lmlm 2m 2m 2m 
题 4-3 图 题 4-4 图 


4-5 试用 机 动 法 作 图 中 : 
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线 。 


(a) Me .Fae 的 影响 线 。 

注意 : 主 梁 虚 位 移 图 与 荷载 作用 点 位 移 图 的 区 别 。 

(b) 单位 移动 力 偶 M = 1 作用 下 Fra .Fu Me .Fo 的 影响 线 。 

注意 :与 M =1 相应 的 位 移 是 转角 b(r).6(r) 与 Fp =1 作用 下 6,(x) 的 关系 为 


_ qa, (r) 
0(x)= q: 


(c) 单位 水 平移 动 荷载 作用 下 F...F. .Me .Fa 的 影响 线 。 
注意 :2(r) 的 方向 必须 与 荷载 方向 一 致 , 故 应 在 位 移 图 中 找 出 水 平 位 移 分 量 。 


r 
@ l 1 1 lp 
Lm | 2m 2m | 


(b) 


(c) 


题 4-5 图 


4-6 试用 静 力 法 作 题 4- Sb.c. 
4-7 试用 静 力 法 作 图 示 静 定 多 跨 梁 Frs. Fec. Fou .Fu 和 Mp, For Me 、Fuc 的 影响 
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4-8 试用 静 力 法 作 图 示 静 定 多 跨 滁 Fes. Fen Ma 的 影响 线 。 


形 )。 


| | 


12X1m =12m 


题 4-8 图 
4-9 试用 静 力 法 作 图 示 术 架 轴 力 F\ .Fo .Fa 的 影响 线 (荷载 分 为 上 承 `. 下 承 两 种 情 


A 


10 等 段 ,每 段 长 2m 


题 4-9 图 


4-10 试 作 图 示 顶 架 轴 力 Fw Fu Fo .Fw 的 影响 线 。 


题 4-10 图 


4-11 试 作 图 示 组 合 结构 Fw .F.e .Fwm Mp Fon .Fon 的 影响 线 = 


Fe=l 


| 


题 4-11 图 


4-12 试 作 图 示 门 式 刚 架 M Fans 、Fan- 的 影响 线 ,单位 竖 向 荷载 没 斜 梁 移动 。 
4-13 试 作 图 示 刚 架 Me .Fuc 的 影响 线 ,单位 水 平 荷载 沿 柱 高 移动 。 
4-14 试用 机 动 法 重 作 题 4-7.4- 8。 


150 第 4 章 影响 线 


4-15 试用 影响 线 , 求 在 所 示 荷载 作用 下 的 Fe、、Fan Foc Meo 


2m 


4.5m 


6m 6m 
题 4-12 图 
g-10kN/m 
t £ D \M-4N-m 
题 4-15 图 


4-16 试 求 图 示 车 队 荷 载 在 影响 线 Z 上 的 最 不 利 位 置 和 2Z 的 绝对 最 大 值 。 


70kN130 50 100 50 100kN 


| 12m njem | 12m 二 


题 4-16 图 


4-17 ”两 台 负 车 如 图 所 示 , 试 求 帅 车 梁 的 M. 、Fuc 的 荷载 最 不 利 位 置 ,并 计算 其 最 大 值 
(和 最 小 值 )。 
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4-18 两 台 吊车 同上 题 . 试 求 图 示 支 座 B 的 最 大 反 力 。 


82kN 82 kN 82 kN 82EN 


#5 = 
È 22 JRI 5 tE 29 3 45 it 35. 


本 章 处 在 静 定 结构 分 析 与 超 静 定 结构 分 析 的 交界 处 ,起 着 承上启下 的 作用 。 

本 章 包含 两 部 分 内 容 : 

第 一 部 分 ($5 一 1 一 $5-~6) 介 绍 静 定 结构 在 荷载 和 温度 等 因素 作用 下 的 位 
移 计算 公式 。 前 面 几 章 已 经 讨论 了 静 定 结构 的 内 力 计 算 (包括 影响 线 ) ,本 章 将 
讨论 静 定 结构 的 位 移 计 算 。 内 力 计算 和 位 移 计 算是 结构 力学 中 的 两 类 基本 问 
题 ,因此 从 学 习 的 基本 要 求 看 ,关于 静 定 结构 部 分 已 经 讨论 得 比较 完备 ,可 以 打 
上 句号 。 

第 二 部 分 (8S-8~ 8$5-9) 简 略 介绍 变形 体 虑 功 原理 和 虚 功 互 等 定理 及 其 
应 用 。 


$5-1 应 用 虚 力 原理 求 刚体 体系 的 位 移 


1. 推导 位 移 计算 一 般 公式 的 基本 思路 

本 节 及 $5 -2 讨论 的 主题 是 建立 静 定 结构 位 移 计 算 的 一 般 公式 (关于 超 静 
定 结构 位 移 计算 方 法 将 在 86 - 9 中 进一步 讨论 )。 按 照 由 浅 入 深 的 原则 ,将 推 
导 过 程 分 解 成 以 下 三 步 : 

第 一 步 (8$5 - 1) ,讨论 静 定 结构 由 于 支 座 移动 而 引起 的 位 移 计 算 问 题 。 这 
是 一 个 刚体 体系 的 位 移 问 题 。 将 应 用 刚体 体系 虚 力 原理 ( 虚 功 原理 的 一 种 应 用 
形式 ) 导 出 其 位 移 计算 公 式 。 

第 二 步 ($5 - 2) ,讨论 静 定 结构 由 于 局 部 变形 (例如 结构 中 某 个 微 段 产生 拉 
伸 . 剪 切 ,弯曲 变形 ,而 结构 其 他 部 分 没有 变形 , 仍 为 刚体 ) 而 引起 的 位 移 。 这 仍 
是 一 个 刚体 体系 的 位 移 问题 , 仍 由 刚体 体系 虚 力 原理 导出 其 位 移 计算 公式 。 

第 三 步 ($5 -2) ,讨论 静 定 结构 由 于 整体 变形 (结构 杆 件 中 各 个 微 段 都 产生 
变形 ) 而 引起 的 位 移 。 应 用 第 二 步 导 出 的 关于 局 部 变形 引起 的 位 移 计算 公 式 ,再 
应 用 得 加 原理 , 即 可 得 到 关于 整体 变形 引起 的 位 移 计 算 公 式 ,这 就 是 静 定 结构 位 
移 计算 的 一 般 公式 。 

上 述 推导 过 程 的 基本 思路 是 “化 整 为 零 和 积 零 为 整 ": 把 结构 的 整体 变形 分 
解 为 局 部 变形 , 先 应 用 刚体 体系 的 虚 力 原理 导出 局 部 变形 的 位 移 公 式 ,然后 应 用 
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全 加 原理 ,导出 整体 变形 时 的 位 移 公 式 。 

2. 结构 位 移 计算 概述 

计算 结构 的 位 移 , 有 两 个 目的 ,一 个 目的 是 验算 结构 的 刚度 , 即 验算 结构 的 
位 移 是 否 超过 人 允许 的 位 移 限 值 (例如 吊车 粱 允许 的 挠 度 限 值 通常 规定 为 跨度 的 
1/K600)。 另 一 个 目的 是 为 超 静 定 结构 的 内 力 分 析 打下 基础 。 因 为 在 超 静 定 结构 
的 内 力 分 析 中 ,不 仅 要 考虑 平衡 条 件 ,而 且 还 必须 考虑 变形 方面 的 条 件 。 

产生 位 移 的 原因 主要 有 下 列 三 种 : 

(1) 荷载 作用 。 

(2) 温度 变化 和 材料 胀 缩 。 

(3) 支 座 沉降 和 制造 误差 。 

结构 各 点 产生 位 移 时 ,结构 内 部 是 否 也 同时 产生 应 变 呢 ? 这 里 有 两 种 情况 : 

例如 ,在 图 5- 1 中 ,如 果 静 定 多 跨 梁 的 支 座 A 有 给 定 的 位 移 ca ,那么 杆 
AC 将 绕 B 点 转动 , 杆 CD # D 点 转动 。 这 时 ,各 杆 昌 有 刚体 位 移 ,而 应 变 却 等 
于 零 。 


又 如 ,在 图 5- 2 中 , 简 支 梁 在 荷载 g 作用 下 ,各 点 产生 线 位 移 ( 挠 度 w); 同 

时 , 梁 内 由 于 承受 弯 矩 M 而 产生 曲率 

(Makt R= 十) 和 应 变 s( 一 边 纤维 拉 仁 ,一 

边 纤维 压缩)。 
在 上 面 两 个 例子 中 ,前 一 个 是 刚体 体系 的 一 

位 移 问题 (有 位 移 ,但 无 应 变 ); 后 一 个 是 变形 

体 体系 的 位 移 问题 (有 位 移 , 也 有 应 变 )。 


et 
计算 位 移 的 间 题 原 是 一 个 几何 问题 ,因此 

可 采用 几何 方法 求解。 
在 图 5 1 所 示 刚体 体系 位 移 问题 中 ,如 果 dA 


支 座位 移 c 是 一 个 微量 , 则 根据 几何 关系 即 
可 直接 求 出 下 列 角 位 移 和 线 位 移 : aia 
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杆 AC 的 角 位 移 。 “= 中 


C 点 的 线 位 移 。 Ac= ax 地 = 对 (5- 1a) 


(z)-3 (S- b) 


杆 CD 的 角 位 移 p=ac (4 

图 5 - 2 所 示 变 形体 体系 位 移 问题 ,实际 上 也 是 一 个 几何 问题 。 根 据 曲 率 与 
下 
1 


找 度 之 间 的 几何 关系 (在 小 挠 度 情况 


即 可 由 曲率 < 求 出 挠 度 ww。 

位 移 计 算 虽 然 是 一 个 几何 问题 ,但 最 好 的 解法 并 不 是 几何 法 ,而 是 虚 功 法 
(这 里 虚 功 法 的 应 用 形式 称 为 虚 力 法 )。 

3. 虚 功 原理 的 另 一 种 应 用 形式 虚 力 原理 (虚设 力 系 , 求 位 移 ) 

在 $3-8 中 ,讨论 了 虚 功 原理 及 其 在 静 定 结构 内 力 计算 中 的 应 用 ,并 且 强 
调 指 出 :其 中 的 位 移 与 力 系 是 独立 无 关 的 两 种 状态 。 

既然 位 移 与 力 系 无 关 , 因 此 不 仅 可 以 把 位 移 看 作 虚 设 的 (参见 $3 一 8); 而 且 
也 可 以 把 力 系 看 作 虚 设 的 ,本 节 正 是 利用 虚 功 原理 的 这 一 应 用 形式 , 求 刚体 体系 
的 位 移 。 

例如 ,图 5- 3a 中 的 静 定 梁 , 支 座 A 向 上 移动 一 个 已 知 距离 c, ,现在 拟 求 B 
点 的 竖 向 位 移 A。 


对 图 5- 3a 中 的 位 移 状 态 应 用 虚 功 原理 。 这 里 ,位 移 状 态 是 给 定 的 , 力 系 则 
可 根据 我 们 的 意图 来 虚设 。 意 图 是 :为 了 便于 求 出 A ,希望 在 虚 功 方程 中 除了 拟 
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求 的 未 知 位 移 4 外 ,不 再 包含 别 的 未 知 位 移 。 因 此 ,在 选择 虚 力 系 时 应 当 只 在 
拟 求 位 移 A 的 方向 设置 单位 荷载 9, 而 在 其 他 处 不 再 设置 荷载 。 这 个 单位 荷载 
与 相应 的 支 座 反 力 组 成 一 个 虚设 的 平衡 力 系 ,如 图 5 - 3b 所 示 。 根 据 平衡 条 件 ， 
可 求 出 支 座 A 的 反 力 Fw = 如 


令 图 5- 3b 中 的 虚设 平衡 力 系 在 图 5 — 3a 中 的 实际 刚体 位 移 上 作 虚 功 , 即 
得 出 虚 功 方程 如 下 : 
Ax1+c F, = 0 (s=2) 
由 于 Fa = Tis 


A= -c F. = ge 

以 上 就 是 应 用 虚 功 原理 求 未 知 位 移 A 的 过 程 。 从 中 可 归纳 出 如 下 几 点 : 

这 里 ,是 在 虚设 力 系 (图 5- 3b) 与 给 定位 移 (图 5 -3a) 之 间 应 用 虚 功 原理 。 
这 是 虚 功 原理 的 另 一 种 应 用 形式 , 称 为 虚 力 原理 。 

基本 方程 (5- 2) 形式 上 是 虚 功 方程 ,实质 上 是 未 知 位 移 A 与 已 知 位 移 c, 之 
闻 的 几何 方程 。 

关键 步骤 是 在 拟 求 位 移 A 方向 虚设 单位 荷载 ,并 利用 平衡 条 件 求 出 与 c, 
相应 的 支 座 反 力 Fa 。 因 此 ,这 个 解法 称 为 单位 荷载 法 ,其 特点 是 采用 静 力 平衡 
方法 来 解 几何 问题 。 

1 $ 3 - 8 对 照 ,用 对 偶 的 方式 来 叙述 虚 功 原 理 的 两 种 应 用 形式 :相应 的 两 
类 问题 一 一 求 未 知 力 和 求 未 知 位 移 , 相 应 的 两 种 解法 一 一 单位 支 座 位 移 法 和 单 
位 荷载 法 。 清 楚 地 看 出 ,二 者 之 间 存 在 着 多 方面 的 对 偶 性 。 对 偶 性 把 两 个 不 同 
的 领域 联系 在 一 起 。 抓 住 对 偶 性 这 条 线索 ,就 会 比较 顺利 的 由 比较 热 悉 的 领域 
(和 虚 功 法 求 未 知 力 ) 转 到 新 的 领域 ( 虚 功 法 求 位 移 )。 

4, 支 座 移动 时 静 定 结构 的 位 移 计算 

现在 应 用 单位 荷载 法 讨论 支 座 移动 时 静 定 结构 的 位 移 计 算 , 并 结合 图 5 -1 
来 说 明 。 在 图 5- 1 中 , 支 座 A 有 给 定 的 竖 向 位 移 c ,现在 拟 求 : 

(1) C 点 的 竖 向 位 移 A。。 

(2) 杆 CD 的 转角 有 。 

首先 要 说 明 一 点 :在 静 定 结构 中 , 支 座 移 动 时 并 不 引起 内 力 ,也 不 引起 应 变 。 
因此 , 支 座 移动 时 静 定 结构 的 位 移 计算 问 题 都 是 刚体 体系 的 位 移 计 算 问题 ,因而 
可 用 刚体 体系 虚 功 原理 来 求解 。 


O 参见 本 书 符号 表 说 明 3。 
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应 用 单位 荷载 法 求 不 同 的 位 移 时 ,应 当选 择 不 同 的 单位 荷载 。 虐 设 单位 荷 
载 的 月 的 是 希望 在 虚 功 方程 中 正好 包含 拟 求 的 未 知 位 移 。 因 此 ,虚设 的 单位 荷 
载 应 当 正 好 是 拟 求 位 移 相 应 的 单位 荷载 ,也 就 是 说 ,这 个 单位 荷载 所 作 的 虚 功 在 
数值 上 应 当 正 好 等 于 拟 求 的 位 移 。 例 如 ， 

(1) R C 点 的 竖 向 位 移 Ac 时 ,应 在 C 点 加 一 个 单位 竖 向 荷载 (图 5- 4a)。 

(2) REF CD 的 转角 8 时 ,应 在 杆 CD 加 
上 加 一 个 单位 力 偶 荷载 (图 5- 4b), 因 为 力 4 
偶 作 的 功 等 于 力 偶 矩 与 转角 的 乘积 。 

现 分 别 使 图 5 - 4a.b 中 的 两 种 虚设 力 3 
系 在 图 1 中 的 实际 位 移 状 态 上 作 虚 功 ，(，) 


得 出 虚 功 方程 如 下 : Á Be aC 1 
LAc- tca =0 f x š 
i 3 i 21 í 
1B- 二 :cx=0 
其 中 支 座 A 的 反 力作 负 功 (因为 反 力 与 位 Masaa 


B c, 的 方向 相反 ), 支 座 B 和 D 的 反 力 都 不 作 功 (因为 支 座 BAD 的 位 移 为 
零 )。 
解 上 述 方程 得 
A= la 
B= g, 
求 得 的 位 移 都 是 正 值 ,表明 位 移 的 实际 方向 与 所 设 单位 荷载 的 方向 一 致 。 这 里 ， 
用 虚 功 原理 得 出 的 结果 与 式 (5 - 1) 中 根据 几何 关系 得 出 的 结果 相同 。 
归纳 起 来 , 当 支 座 有 给 定位 移 时 , 静 定 结构 的 位 移 可 用 虚 力 原理 求 出 。 设 支 
座 K 有 给 定位 移 ck , 且 K =1,2,…,n。 计 算 步 又 如 下 : 
(1) 沿 拟 求 位 移 A 方向 虚设 相应 的 单位 荷载 ,并 求 出 单位 荷载 作用 下 的 支 
座 反 力 Fero 
(2) 令 虚 设 力 系 在 实际 位 移 上 作 虚 功 , 写 出 虚 功 方程 : 
1-A + EFprcx =0 55 
RP Feck 是 支 座 反 力 天 wk 在 相应 位 移 ck 上 作 的 虚 功 , 当 二 者 的 方向 一 致 时 ， 
REHE. VÆ KRH. 
(3) 出 虚 功 方程 , 解 出 拟 求 位 移 为 
A= - DELrck (5-4) 


§5-2 结构 位 移 计 算 的 一 般 公式 


157 


如 果 求 得 的 位 移 A 为 正 值 ,表明 位 移 的 实际 方向 与 所 设 单位 荷载 方向 一 
致 。 式 (5 -4) 就 是 计算 静 定 结构 由 支 座 移动 引起 的 位 移 的 一 般 公 式 。 


$5-2 结构 位 移 计 算 的 一 般 公 式 


结构 发 生 位 移 时 ,在 一 般 情况 下 ,结构 内 部 也 同时 产生 应 变 。 因 此 ,结构 的 
位 移 计算 问题 ,一 般 属于 变形 体 体系 的 位 移 计算 问题 。 计 算 变形 体 体系 的 位 移 
要 复杂 一 些 ,采用 的 方法 仍然 以 虚 功 法 最 为 普遍 。 

计算 变形 体 体系 的 位 移 , 推 导 结构 位 移 计算 的 一 般 公式 ,可 按 下 列 步 又 进 
行 :先导 出 局 部 变形 时 的 位 移 公式 ,然后 应 用 得 加 原理 ,导出 整体 变形 时 的 位 移 
公式 。 

1. 局 部 变形 时 静 定 结构 的 位 移 计 算 举 例 

现在 考虑 静 定 结构 由 于 局 部 变形 而 引起 的 位 移 。 设 静 定 结构 中 某 个 微 段 出 
现 局 部 变形 (由 于 制造 误差 或 其 他 原因 造成 微 段 的 拉 伸 . 剪 切 ,弯曲 变形 ), 微 段 
两 端 相 邻 截面 出 现 相对 位 移 ( 线 位 移 、 角 位 移 ) ,而 结构 的 其 他 部 分 没有 变形 、 仍 
旧 是 刚体 。 因 此 , 当 某 个 微 眉 有 局 部 变形 时 静 定 结构 的 位 移 计 算 问题 可 以 归结 
为 当 该 处 相 邻 截面 有 相对 位 移 时 刚体 体系 的 位 移 计 算 问题 。 显 然 , 这 个 问题 同 
样 可 应 用 虚 力 原理 按 上 述 计算 步骤 求解 。 现 举例 如 下 。 

例 5-1 图 5-5a 所 示 悬 臂 梁 在 B 处 两 个 相 邻 截面 有 相对 转角 9。 试 求 A 
点 的 竖 向 位 移 A。 

解 图 5- Sa 中 的 实际 位 移 状态 可 改 用 图 5 - Sb 来 表示 。 这 里 ,在 B 处 加 
铵 ,把 实际 位 移 状态 明确 地 表示 为 刚体 体系 的 位 移 状态 。 

为 了 求 未 知 位 移 A ,可 虚设 力 系 如 图 5 - 5c 所 示 。 这 里 ,在 A 点 沿 拟 求 位 
移 A 的 方向 虚设 单位 荷载 。 此 外 ,在 铵 B 处 还 必须 虚设 一 对 弯 矩 下 。 根 据 平衡 
条 件 可 求 出 M 的 数值 如 下 : 

M=l'a 

令 图 5 - Se 中 的 平衡 力 系 在 图 5 - sb © 
中 的 实际 位 移 上 作 功 ,可 写 出 虚 功 方程 如 
下 : 


l'a- M:0=0 ©) 
由 此 解 得 


1 
A= Mo (5-5) 9 1 小 | 
由 此 看 出 ,位 移 A 与 截面 相对 转角 0 成 正 


比 , 它 们 之 间 的 比例 系数 正好 就 是 虚设 单位 $4 
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荷载 在 该 截面 引起 的 弯 矩 MM。 

例 5-2 在 图 5-6a 中 ,截面 B 有 相对 剪 切 位 移 7, 试 求 A 点 与 杆 轴 成 a 
角 的 斜 向 位 移 分量 A。 

解 图 5 -6a 中 的 实际 位 移 状 态 可 改 
用 图 5- 6b 来 表示 。 这 里 ,将 截面 B 切 开 ， 
加 上 两 根 平行 杆 轴 的 链 杆 ,使 能 产生 相对 剪 
切 位 移 , 但 不 能 产生 相对 轴 向 位 移 和 相对 角 
位 移 , 从 而 把 实际 位 移 状 态 明确 地 表示 为 刚 
体 体系 的 位 移 状 态 。 

EHRE 5- 6c 所 示 。 这 里 ,在 拟 
求 位 移 A 方向 虚设 单位 荷载 。 此 外 ,为 了 
保证 刚体 体系 处 于 平衡 状态 ,在 截面 8B 的 
两 侧 还 需 设 一 对 剪 力 ,其 数值 可 根据 平 
衡 条 件 求 出 : 


Fu=sin a 
令 图 5- 6c 中 的 平衡 力 系 在 图 5 - 6b 中 的 实际 位 移 上 作 功 ,可 写 出 虚 功 方 
程 如 下 : 
1*A-Fay=0 
由 此 解 得 
A=Fan (5-6) 
由 此 看 出 ,位 移 A 与 截面 相对 剪 切 位 移 7 成 正比 ,它们 之 间 的 比例 系数 正好 就 
是 虚设 单位 荷载 在 该 截面 引起 的 剪 力 F。。 
2. 局 部 变形 时 的 位 移 公式 
例 5- 1 和 例 5-2 给 出 了 当 结构 有 局 部 变形 时 计算 位 移 的 两 个 算 例 。 现 在 
推导 局 部 变形 时 计算 位 移 的 一 般 公 式 。 
图 5- 7a 所 示 为 局 部 变形 问题 的 一 个 典型 情况 。 
BRER B 点 附近 的 微 段 ds 有 局 部 变形 外 ,结构 其 他 部 分 没有 变形 。 
微 段 ds 局 部 变形 包括 三 部 分 : 
轴线 伸 长 应 变 为 e; 
| 机 o; 


CELES r(x = R 为 轴线 变形 后 的 曲率 半径 。 
现在 拟 求 A 点 沿 a 方向 的 位 移 分 量 dA。 


处 理 这 个 问题 的 基本 思路 是 :把 局 部 变形 时 的 位 移 计算 问题 转化 为 刚体 体 
系 的 位 移 计 算 问 题 。 
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首先 ,根据 微 段 ds 的 三 类 变形 ,可 求 出 微 段 两 端 截面 的 三 种 相对 位 移 ( 图 
5-7b): 
相对 轴 向 位 移 ,dX = eds 
相对 前 切 位 移 ,dn= yods 
相对 转角 ,d0= 晓 = ds 
相对 位 移 dà .dn ,db 是 描述 微 段 总 变形 的 三 个 基本 参数 。 
其 次 ,将 微 段 变形 加 以 集中 化 , 即 ds 趋 于 零 ,但 三 种 相对 位 移 仍 存在 。 这 相 
当 于 整个 结构 除 截面 B 发 生 集中 变形 ( 即 在 截面 B 处 集中 地 发 生 相 对 位 移 dX 、 
dy ,dg) 外 ,其 他 部 分 都 是 刚体 ,没有 任何 变形 。 显 然 ,问题 已 经 转化 为 刚体 体系 
的 位 移 问 题 。 
最 后 ,应 用 刚体 体系 虚 功 原理 ,根据 截面 B 的 相对 位 移 dA .dn、d0, 可 分 别 
求 出 A 点 的 位 移 dA。 计 算 结果 可 参见 例 5- 1.5- 2。 将 上 述 结 果 进 行 登 加 ， 
即 得 


(S=) 


dA= Md0 + Fpdà + Fad (5-8a) 
或 
dA = (Me + Fse + Fono )ds (5-8b) 
这 就 是 局 部 变形 的 位 移 公式 ,其 中 M.F, Fa 分 别 是 虚设 单位 荷载 在 截面 B 引 
起 的 弯 矩 . 轴 力 和 前 力 (图 5-7c)。 
3. 结构 位 移 计 算 的 一 般 公式 
整个 结构 的 变形 是 结构 各 个 微笑 变形 的 总 和 。 根 据 县 加 原理 ,整体 变形 时 
在 结构 某 点 引起 的 总 位 移 4 可 由 每 个 微 段 变形 在 该 点 引起 的 微小 位 移 d4 # Jl 
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得 出 , 即 
a= Jaa = {CMe + Fve + Fay)ds 
如 果 结 构 中 含有 多 个 杆 件 , 则 上 式 可 写成 
4= 卫 | ( Me + Fye + Fayo)ds (5-9) 
这 里 ,积分 号 表示 沿 杆 件 长 度 积分 ,总 和 号 表示 对 结构 中 各 杆 求 和 。 


如 果 结 构 除 各 微 自 有 变形 外 ,在 支 座 处 还 有 给 定位 移 ck , 则 将 式 (5- 9) 与 
(5 一 4) 的 右边 全 加 , 即 可 得 出 总 的 位 移 


A= Y f (Me + Pye + Fay)ds — Fake (5-10) 

这 就 是 结构 位 移 计算 的 一 般 公 式 。 在 式 (5 - 10) 的 右边 ,如 果 分 别 保留 一 项 , 即 
4.=5 | Meds 6-11) 

A= 5 f Fyeds 6-12) 

4,= 5 f Fomds (5-13) 

A,= - DFxcx (5-14) 


则 它们 分 别 表示 单独 由 于 弯曲 变形 < , 轴 向 变形 ,前 切 变形 y, 和 支 座 位 移 cx 
对 位 移 的 影响 。 

式 (5- 10) 是 根据 刚体 体系 虚 力 原理 和 县 加 原理 得 出 的 , 它 适 用 于 微小 变形 
的 情况 。 

式 (5 一 10) 虽 然 是 根据 虚 力 方程 导出 的 ,但 实质 上 它 是 一 个 几何 方程 , 它 给 
出 了 已 知 变形 (内 部 应 变 x 、e 、Y。 和 和 支 座位 移 cx ) 与 拟 求 位 移 A 二 者 之 间 的 几 
何 关系 。 

式 (5 一 10) 是 一 个 普遍 性 公式 , 它 的 普遍 性 表现 在 下 列 几 个 方面 : 

从 变形 类 型 来 看 , 它 既 可 以 考虑 弯曲 变形 ,也 可 以 考虑 拉 伸 或 剪 切 变形 。 

从 变形 因素 来 看 , 它 既 可 以 考虑 荷载 引起 的 位 移 ,也 可 以 考虑 温度 或 支 座 移 
动 引起 的 位 移 。 

从 结构 类 型 来 看 , 它 可 用 于 梁 . 刚 架 . 术 架 . 拱 等 各 类 型 式 的 结构 。 上 面 是 结 


` 合 静 定 结构 讨论 的 ,但 式 (5 - 10) 也 可 用 于 超 静 定 结构 。 关 于 超 静 定 结构 的 位 移 


计算 在 86- 9 中 有 补充 说 明 。 

从 材料 性 质 来 看 , 它 可 用 于 弹性 材料 ,也 可 用 于 非 弹性 材料 。 

在 下 面 各 节 中 将 讨论 这 个 普遍 公式 在 不 同情 况 下 的 具体 应 用 。 

最 后 指出 ,结构 位 移 计算 的 一 般 公式 (5 一 10) 还 可 应 用 变形 体 虚 功 原理 导出 
(参见 8$85-8)。 实 际 上 , 式 (5- 10) 就 是 变形 体 虚 功 原理 的 一 种 表示 形式 。 为 了 
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说 明 这 一 点 ,将 式 (5 10) 改写 为 下 列 形式 : 

l'A+ >F, = > | (Me + Fase + Foyo)ds 6-15) 
上 式 左边 是 结构 的 虚设 外 力 (单位 荷载 和 支 座 反 力 Fx ) 在 给 定位 移 上 所 作 的 虚 
功 的 总 和 ,简称 为 外 虚 功 W; 上 式 右 边 是 各 微 段 ds 两 侧 截面 上 应 力 合力 M、 
Fx 下 u( 对 微 段 是 外 力 , 而 对 结构 则 是 内 力 ) 在 给 定 变形 x 、e 、Y。 上 所 作 虚 功 的 
总 和 ,简称 为 内 虚 功 W;。 因 此 , 式 (5 一 10) 可 表示 为 

W= W, (8=16) 

这 就 是 变形 体 的 虚 功 方程。 

4. 结构 位 移 计算 的 一 般 步 又 

已 知 结构 各 微 段 的 应 变 x 、e 、Y。 和 支 座 的 位 移 cx ,现在 拟 求 结构 某 点 沿 某 
方向 的 位 移 A ,其 计算 步 又 如 下 : 

(1) 在 某 点 沿 拟 求 位 移 A 的 方向 虚设 相应 的 单位 荷载 。 

(2) 在 单位 荷载 作用 下 ,根据 平衡 条 件 , 求 出 结构 内 力 M Fy Fa 和 支 座 反 
J Fro 

(3) 最 后 根据 公式 (5- 10) 可 求 出 位 移 A。 

在 式 (5 - 10) 的 右边 有 四 个 乘积 : Mx .Fse .Fuyu,Faxck ,它们 都 是 力 与 变 
形 之 间 的 乘积 。 当 力 与 变形 的 方向 一 致 时 , 则 乘积 为 正 (例如 , 当 M 与 « 使 微 体 
的 同 侧 纤维 受 拉 时 , 则 乘积 Mx 为 正 )。 

由 式 (5- 10) 求 得 的 A 如 果 是 正 值 , 则 表明 位 移 A 的 实际 方向 与 所 设 单位 
荷载 方向 一 致 。 

5. 广义 位 移 的 计算 

式 (5- 10) 中 的 拟 求 位 移 A 可 以 引申 理解 为 广义 位 移 。 它 可 以 表示 结构 某 
点 沿 某 方向 的 线 位 移 . 某 截面 的 角 位 移 、 某 两 个 截面 的 相对 位 移 等 。 因 此 ,在 应 
用 式 (5- 10) 求 广义 位 移 时 ,必须 根据 广义 位 移 的 性 质 虚设 广义 单位 荷载 。 

例如 ,图 5- 8a 所 示 为 一 简 支 粱 ,在 弯曲 变形 时 ,截面 A 产生 顺 时 针 转 角 
On ,截面 B 产生 反 时 针 转 角 0, ,以 A 表示 其 相对 转角 , 则 

A= 0, + 0, 
这 里 ,0 以 顺 时 针 转 向 (个 ) 为 正 ,9s 以 反 时 针 转 向 (个 ) 为 正 ,而 A 以 


(( 站 ) 为 正 。 相 对 转角 A 是 广义 位 移 的 一 个 例子 , 它 是 由 两 个 角 位 移 0, 5 0, 
组 成 的 ,也 可 称 为 组 合 位 移 。 

求 这 一 广义 位 移 时 ,怎样 虚设 广义 单位 荷载 呢 ? 这 里 ,广义 单位 荷载 所 起 的 
作用 与 单位 荷载 所 起 的 作用 是 相同 的 ,就 是 要 在 虚 功 方程 中 引出 拟 求 位 移 ,使 外 
力 虚 功 具 有 如 下 的 简单 形式 
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载 也 


W=1-A š 
当 拟 求 位 移 A 是 由 两 个 转角 9 和 bu 组 成 的 广义 位 移 时 ,与 之 相应 ,广义 单位 荷 


是 由 两 个 相应 的 反 向 单位 力 偶 MA 


时 , 它 所 作 的 外 力 虚 功 
W=10t+l0=1 (+b)=1A 
&5- 1 列举 了 一 些 例 子 ,说 明 广义 位 移 与 广义 单位 荷载 之 间 的 相应 关系 。 由 此 
可 以 看 出 ,这 些 广义 单位 荷载 所 作 的 外 力 虚 功 都 具有 式 (a) 所 示 的 简单 形式 。 


T 


表 5-1 


1 和 Mr =1 所 组 成 (图 5-8b)。 这 


广义 位 移 和 广义 单位 荷载 示例 


虚设 的 广义 单位 荷载 


拟 求 的 广义 位 移 


人 两 点 处 一 对 方向 相反 的 水 平 单位 力 


s 1 一 | 


| 
| 
| 


A.B 两 点 的 水 平 相对 位 移 


Arin = Aa tA, 
A, A, 


(虚线 所 示 位 移 状态 由 荷载 F. 产生 ) 


AB 两 点 处 一 对 方向 相反 的 竖 向 单位 力 | 
"f | 


Pi 


A.B Pi E ARH 


Awn = Aa + An 


p252F p; 


(虚线 启示 位 移 状态 由 Fw 和 Fe 产生 ) 


(a) 
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续 表 
虚设 的 广义 单位 荷载 | 拟 求 的 广义 位 移 
A.B 两 点 处 一 对 方向 相同 的 竖 向 单位 力 A.B 两 点 的 竖 向 位 移 之 和 

Ass A. +A, 
3 Ú 1 
" 4 B 

(虚线 所 示 位 移 状态 由 M 产生 ) 
AB 杆 上 的 单位 力 偶 AB 杆 的 转角 


最 后 指出 :在 位 移 计算 中 ,要 特别 强调 虚设 力 和 拟 求 位 移 之 间 应 符合 相应 关 
系 , 即 共 罗 关 系 。 这 里 ,相应 "和 "* 共 斩 " 关 系 是 从 虚 功 角度 确定 的 。 如 果 力 下 
在 位 移 A 上 所 作 的 虚 功 W 正好 由 下 式 表 示 : 
W= FA (5-17) 
则 称 力 下 是 位 移 A 的 共 恩 力 ,也 称 位 移 A 是 力 下 IE. Be AR EJ 
表示 式 与 上 式 不 同 , 则 它们 之 间 就 不 存在 共 思 关系 (相应 关系 )。 
同样 ,广义 力 F 和 广义 位 移 A 之 间 是 否 存在 共 二 关系 (相应 关系 ), 也 是 指 
它们 所 作 的 虚 功 是 否 可 用 式 (5- 17) 来 表示 。 


$5-3 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 


1. 荷载 引起 的 位 移 的 计算 公式 

现在 应 用 一 般 公 式 (5 一 10) 或 (5 - 9) 导出 荷载 引起 的 位 移 的 计算 公式 。 在 
本 节 中 ,只 讨论 下 列 情况 :假设 结构 是 静 定 的 ,而 且 材料 是 弹性 的 。 

计算 荷载 作用 下 的 位 移 时 ,可 按 S 5-2 中 归纳 的 一 般 步骤 进行 。 这 里 ,只 和 需 补 充 
一 点 ,在 本 节 中 假设 式 (5 - 9) 中 的 应 变 x 、e y, 是 由 荷载 引起 的 ,可 按 下 列 顺序 求 出 : 

荷载 一 一 内 力 一 一 应 力 一 一 应 变 
下 面 列 出 在 荷载 作用 下 , 静 定 结构 的 弹性 位 移 的 具体 计算 步 又; 
(1) 根据 荷载 情况 , 求 出 结构 各 截面 的 弯 矩 M, 、 轴 力 Fe .前 力 Foo 
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里 ,内 力 是 由 荷载 引起 的 , 故 用 下 标 P 来 表示 。 
(2) 根据 内 力 , 求 出 相应 的 弯曲 . 拉 伸 和 剪 切 应 变 
Me 


C= Er (5 一 18a) 
_ Fe Z 
s= =£ (5— 18b) 
F 
y =k TA (5 一 18c) 


这 里 ,E 和 G 分 别 为 材料 的 弹性 模 量 和 剪 切 弹性 模 量 ;A 和 1 分 别 是 杆 件 截面 
的 面积 和 惯性 矩 ; 
El EA .GA 分 别 是 杆 件 截面 的 抗 弯 . 抗 拉 , 抗 剪 刚度 ;k 是 一 个 与 截面 形状 
有 关 的 系数 ,将 在 后 面 给 出 。 
(3) 将 式 (5 一 18) 代 入 式 (5 一 9)， 即 得 到 在 荷载 作用 下 弹性 位 移 的 一 般 公式 
MM, 
ET 


注意 ,在 式 (5 一 19) 中 共有 两 类 内 力 : 

Mr ,Fw ,Fw 一 一 实际 荷载 引起 的 内 力 ; 

也,F、 ,FF 一 一 虚设 单位 荷载 引起 的 内 力 。 
关于 内 力 的 正 负 号 可 规定 如 下 : 

轴 力 Fwe Fy 

WH Fu ,Fu 一 一 使 微 段 顺 时 针 转 动 者 为 正 ; 

# M: Mp, M R MM, 的 正 负 号 。 当 M 与 M, 使 杆 件 同 侧 纤 
维 受 拉 时 ,其 乘积 取 正 值 。 

2. 各 类 结构 的 位 移 公式 

CS- 19) 是 静 定 结构 在 荷载 作用 下 弹性 位 移 的 一 般 公式 。 公 式 右边 的 第 
一 项 表示 弯曲 变形 的 影响 ,第 二 项 表示 拉 伸 变形 的 影响 ,第 三 项 表示 剪 切 变形 的 
影响 。 对 于 各 种 特殊 的 结构 形式 来 讲 , 这 三 种 影响 在 位 移 中 所 占 的 比重 各 不 相 
同 ,按照 保留 主要 影响 忽略 次 要 影响 的 原则 ,从 式 (5 - 19) 可 以 得 到 各 类 特殊 结 
构 形式 相应 的 简化 公式 。 

(1) 梁 和 刚 架 

在 梁 和 刚 架 中 ,位移 主要 是 弯 矩 引起 的 , 轴 力 和 剪 力 的 影响 较 小 (参见 例 
5 一 3 和 例 5 一 10), 因 此 位 移 公式 可 简化 为 


MM, 
Er ds (5-20) 


A=5 ds +Š 


æ 2 
GA ds (5-19) 


=n 


(2) HR 
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在 桥架 中 ,各 杆 只 受 轴 力 ,而 且 每 根 杆 的 截面 面积 A 、 轴 力 F. 和 Fw 沿 杆 
长 一 般 都 是 常数 ,因此 位 移 公式 可 简化 为 


a-s Puma = sE f yB pel 
EA 


ds= (6-2) 


(3) HRR AH 


ERRA piq P EER RD h, 一些 杆 件 只 受 轴 力 , 故 位 移 公 式 
可 简化 为 


ds + Y-pa (5-22) 
(4) Bt 
在 拱 中 , 当 压 力 线 与 拱 的 轴线 相近 ( 即 二 者 的 距离 与 杆 件 的 截面 高 度 为 同 量 
级 ) 时 ， 应 考虑 弯曲 变形 和 拉 伸 变 形 对 位 移 的 影响 ， 即 


F. F. 
as 5 nE ne = 
4=5| ET aof EA ds (5-23) 


当 压力 线 与 拱 轴线 不 相近 时 , 则 只 需 考虑 弯曲 变形 的 影响 (参见 例 5- 5), 即 可 
按 式 (5 - 20) 计 算 位 移 。 

3. 截面 平均 切 应 变 y, MR k 

首先 ,补充 说 明 截 面 平均 切 应 变 y, 的 求法 。 

由 式 (5 15) 看 出 , 微 段 ds 的 内 虚 功 dW, 是 由 三 项 所 组 成 ,其 中 第 三 项 是 
前 力 到。 所 作 的 内 虚 功 , 称 为 剪 切 变形 虚 功 dWia, 即 

dWa= 下 ayuds (a) 

因此 ,只 需 先 求 出 dWia ,由 此 便 可 求 出 Yoo 

下 面 讨论 剪 切 变形 虚 功 dWis 的 求法 。 

图 5 一 9a 所 示 为 币 段 ds 两 侧 截面 上 的 虚 前 力 下 (为 了 清晰 起 见 ,两 侧 截面 
上 的 弯 矩 M 和 轴 力 下, 都 未 画 出 )。 截 面 上 任 一 点 y 的 切 应 力 可 由 材料 力学 
公式 求 出 : 


to) =O (b) 
式 中 (>) 是 截面 任 一 点 y 处 的 截面 宽度 (截面 形状 和 截面 尺寸 如 图 5- 9c 所 
示 ),S(y) 是 y 点 以 下 (或 以 上 ) 面 积 对 中 性 轴 < 的 面积 矩 。 通 常 , 切 应 力 z 沿 截 
面 高 度 并 不 是 均匀 分 布 的 。 
图 5$- 9b 所 示 为 微 段 ds 的 实际 剪 切 变形 情况 。 由 于 切 应 变 y 通常 沿 截面 
高 度 也 不 是 均匀 分 布 , 因 而 两 侧 截面 在 变形 后 不 再 保持 为 平面 。 
为 了 求 微 段 ds 的 剪 切 变形 虚 功 dWio, 可 令 图 5- 9a 中 的 力 系 在 图 5- 9b 
中 的 变形 上 作 虚 功 。 由 于 让 和 Y 沿 截面 高 度 都 不 是 均匀 分 布 , 因 此 可 先 取出 高 
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(a) {b) (©) 
m io bo) 


度 为 dy 的 微小 单元 来 计算 。 图 5 - 9d 所 示 为 微小 单元 的 受 力 情 况 ,左右 侧面 
上 的 合力 为 动 dy = tdA(dA = bdy 是 微小 单元 的 侧面 面积 )。 

图 5 一 9e 所 示 为 微小 单元 的 变形 情况 , 切 应 变 为 y ,左右 两 侧面 的 相对 剪 切 
位 移 为 yds。 由 此 可 知 , 微 小 单元 的 前 切 变形 虚 功 为 

(dA): (yds) 
然后 再 对 整个 截面 面积 A 进行 积分 , 即 得 整个 微 段 的 前 切 变形 虚 功 ， 
dwa=ds | i7dA 

将 式 (b) 代 入 ,得 


_ Fads f Sy 
dwa= = Í Saa (o) 
将 式 (a) 与 (c) 加 以 比较 , 即 得 


if S 3 
n= f, Zoa (5-24) 


这 就 是 根据 截面 切 应 变 的 分 布 函数 7(y) 推 算 平均 切 应 变 y, 的 换算 公式 。 

从 以 上 的 讨论 中 看 出 ,在 弯曲 , 拉 伸 、. 剪 切 三 类 变形 中 ,前 切 变形 的 分 布 情况 
比较 复杂 ,因而 剪 切 变形 虚 功 dWa 的 计算 公式 [ 式 (c)] 也 比较 复杂 。 引 进 平均 
切 应 变 y 这 个 参数 ,目的 是 为 了 使 dW 的 表示 形式 由 复杂 [ 式 (c)] 变 成 简单 
[ 式 (a)]。 这 样 做 的 好 处 是 :形式 得 到 简化 ,概念 更 加 清晰 ,而 且 在 式 (5 - 15) 或 
(5 一 10) 等 基本 公式 中 ,三 类 变形 的 影响 都 可 用 统一 的 格式 来 表示 。 

其 次 ,补充 说 明 系数 的 求法 。 

当 计 算 结 构 在 荷载 作用 下 的 弹性 位 移 时 ,可 根据 荷载 引起 的 剪 力 FaR 
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切 应变 y 为 


将 上 式 代入 式 (5 一 24) ,得 


将 式 (5 一 25) 与 (5 一 18c) 加 以 比较 ,可 得 
TARS, ` 
k= 全 f, PA (5-26) 
这 就 是 根据 截面 形状 推算 系数 k 的 公式 。 
表 5-~ 2 切 应 变 的 截面 形状 系数 人 


工 字形 或 箱 形 
* 此 值 为 近似 值 。 
由 式 (5 ~ 18c) 看 出 ,系数 是 在 计算 平均 切 应 变 y, 时 由 于 考虑 到 切 应 力 在 截 
面 上 分 布 不 均匀 而 加 的 改正 系数 。 由 式 (5 -26) 看 出 ,系数 是 一 个 与 截面 形状 
有 关 的 参数 ( 量 纲 一 的 量 ) 。 在 表 5- 2 中 给 出 了 几 种 常见 截面 形式 的 值 。 


截面 形式 | £ 数 人 
x E | ds — — 
NE | 10/9 
tg BLEJÉ | 2 
| 


ALA (A, 为 腹 板 面积 ) 
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1. 梁 的 位 移 计算 
例 5-3 试 求 图 5 一 10a 所 示 悬 臂 梁 在 A 端的 竖 向 位 移 A ,并 比较 弯曲 变 
形 与 前 切 变形 对 位 移 的 影响 。 设 梁 的 截面 为 矩形 。 
解 ” 先 求实 际 荷载 (图 S- 10a) 作 用 下 的 内 力 , 再 求 虚设 单位 荷载 (图 5 一 
10b) 作 用 下 的 内 力 , 取 A 点 为 坐标 原点 ,任意 截面 x 的 内 力 为 


实际 荷载 虚设 单位 荷载 
M, = -jar M=-r 
Fw=0 天 、=0 

Fæ= = qa Fal 


弯曲 变形 引起 的 位 移 为 
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(a) © 


剪 切 变形 引起 的 位 移 为 (对 于 矩形 截面 ,人 = 1.2) 


_，fEFEoFw f OED), Qo ç Ë 
a=k | 2 ma =1.2|[ Cl lar=0.6 gz 


由 于 梁 的 轴 力 为 零 , 故 总 位 移 为 


现在 再 比较 剪 切 变形 与 弯曲 变形 对 位 移 的 影响 。 二 者 的 比值 为 
0.642 
A. CA El 
x. Q GAI 
8EI 


设 横向 变形 系数 .= 1/3,E/G =2(1+ jy)=8/3, 对 于 和 矩形 截面 ,1/A = 4h*/12 

(h 为 截面 高 度 ) ,代入 上 式 ,得 
T- 107(4) 

当 梁 的 高 跨 比 h/i 是 10 时 , 则 Aa/Aws=1.07% ,前 力 影响 约 为 弯 和 矩 影响 
的 百 分 之 一 , 故 对 于 一 般 的 梁 可 以 忽略 剪 切 变形 对 位 移 的 影响 。 但 是 , 当 梁 的 高 
跨 比 hll 增 大 为 112 时 , 则 Aa An 增 大 为 1/4; 因 此 ,对 于 深 梁 , 剪 切 变形 对 位 移 
的 影响 不 可 忽略 。 

2. 顶 架 的 位 移 计 算 

例 5-4 图 5-1la 所 示 为 一 屋 架 , 屋 架 的 上 弦 杆 和 其 他 压 杆 采用 钢筋 混 
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凝 土 杆 ,下 弦 杆 和 其 他 拉杆 采用 钢 杆 。 图 5 一 11b 是 屋 架 的 计算 简 图 。 设 屋 架 承 
受 均 布 荷载 a 作用 。 试 求 项 点 C 的 竖 向 位 移 。 


3p2 E 2922 


° E 办 
,0.2781 .| 0.2221 0.25/ 0.251 


图 5-11 
解 (1) R Fo 
先 将 均 布 荷载 q 化 为 结 点 荷载 F, = g, 
求 结 点 荷载 作用 下 的 Furo 


为 了 简便 计算 , 结 点 荷载 取 为 单位 值 (图 5- 12), 图 中 给 出 的 内 力 数 值 乘 以 
F, 后 , 即 为 轴 力 Fw 。 


(2) R F, 
在 C 点 虚设 单位 竖 向 荷载 ,相应 的 轴 力 F. 如 图 5 一 13 所 示 。 


O 本 例 中 ,为 了 简便 计算 . 结 点 信 载 取 为 单位 值 ,没有 取 真 值 . 故 图 中 等 处 未 注 明 其 单位 ,单位 只 是 
在 最 后 结果 中 给 出 。 下 同 。 
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m s=43 


(3) 求 Ac 
根据 梅 架 位 移 公 式 (5 - 21) ,得 


具体 计算 过 程 见 表 5 一 3。 由 于 对 称 性 ,计算 总 和 时 ,在 表 中 只 计算 了 半 个 
HIR. I EG 的 长 度 只 取 一 半 。 
表 5-3 求 位 移 Ac 的 列表 计算 过 程 


=: T 
材 M |H 件 Fw | í | A 
— | s L = 
AD | A, 
ha DC 4.42F, | 0.263/ A, 
x DE 0.95F,| 0.0887 | 0.754, 0 0 
| MEA R 
+ | I ya 3-81 Fol 
AEn 
Eee J | | — AE, 
| | 0 0 
钢 CE 1.50Fv | 0.2781 | A, 1.50 [063E AE, 
AE | 4.50F | 0.2781 | 3A, 1.50 | 0SEA E, 
Mi EG 3.00Fp | 0.2221 2A, WRKY 
L l 


表 中 的 A, 是 钢筋 混凝土 上 弦 杆 的 截面 面积 : A, = 18 cm X 24 cm = 
432 cm 。 表 中 的 A, 是 22 钢筋 的 截面 面积 : 
A, =3.8 em 


根据 表 中 结果 , 即 得 
(a) 


设 原始 数据 给 定 如 下 : 
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跨度 1= 12 m 

荷载 q=13 000 N/m, Fp= S= 39 000 N 
混凝土 E, =3.0x 10°* MPa 

钢筋 E, =2.0x 10° MPa 


代入 式 (a), 则 得 
Ac=1.66cm ( ç ) 


3. 曲 杆 的 位 移 计 算 
例 5-5 图 5-14a 所 示 为 一 (3) 中 1 
等 截面 圆 弧 形 曲 杆 AB ,截面 为 矩 
JE MI AB 的 圆心 角 为 ,半径 Ç 
为 R。 设 均 布 竖 向 荷载 q 沿 水 平 
RER. WR B 点 的 竖 向 位 移 A。 
解 求 A 时 ,可 在 B 点 加 单 
位 竖 向 荷载 (图 5- 14b)。 现 分 别 
求实 际 荷载 和 单位 荷载 作用 下 的 E seii 
内 力 。 取 B 点 作 坐 标 原 点 , 任 一 点 C 的 坐标 为 zx,y, 圆 心 角 为 0。 
实际 荷载 虚设 荷载 
Mr= -于 oz， M=-z 
Fẹ =- qrsin 0, 天 = 一 sin0 
Fup = drcos 0, Fa = cos 0 
位 移 公式 为 
M,M Fup FN RFF, 
a= Í gra + | ~ q + | ds 
用 Aw、An AQ 分别 表示 M Fy Fo 所 引起 的 位 移 , 得 
K A M.M AQ A, 
| Eres ras 
s= | ds s -x Í xsin? ds 
a= N Befas -4f ros bds 
取 0 作 变 数 , 则 


x=Rsinð, y=R(I1-cos0), ds=Rd0 
代入 上 式 ,得 
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= i f cos? 0 sin 0d0 
由 于 
Í sin'0d0 = f (1 — cos*0)sin 040 
i f 


= [ - cos 0+ eee] 
= -osa++ cos'a 


j cosè 0 sin 040 
; 


如 果 a = 90° , 0 


结合 上 例 讨 论 如 下 :在 上 例 中 ,弯曲 变形 对 位 移 A 的 影响 是 主要 的 。 为 了 
进行 比较 , 求 出 Ax/Aw 和 A.J Au 这 两 个 比值 。 

设 e=90" ,AIR = 1/10, E/G = 813 ,截面 为 矩形 ,J1A= 忆 由 2(A 为 截面 高 
度 ) ,=1.2, 则 
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375 
计算 结果 表明 ,在 给 定 的 条 件 下 , 轴 力 和 剪 力 所 引起 的 位 移 可 以 忽略 不 计 。 

例 5-6 图 5-15a 所 示 简 支 梁 受 集中 荷载 F 作用 。 试 求 梁 两 端 截面 A 、 
B 的 相对 转角 人 AA。 

Ñ ”由 图 5-15a 中 可见 ,相对 转角 A= 0, + 6s。 因此 ,虚设 力 系 时 ,在 截面 


A .8 处 施加 一 对 反 向 的 单位 力 偶 ,M 图 如 图 5- 15b 所 示 。 


(a) Fe (b) P- [=1 rl 
% U. 
可 图 


Mr 图 
图 5-15 
求 得 内 力 表 达 式 如 下 : 
实际 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 Mp 如 图 5 15c 所 示 ， 


m= Dor (0<x<a) 


Me=Fea(1- 子 ) (ae<xz<1) 
虚设 单位 荷载 作用 下 ， 


M=1 (0<zx</) 
代入 式 (5- 20) ,得 到 相对 转角 A 为 


_ (MM, _ {Feb ,Fral _ z 
a= Í Er S= | ERTS], ET (: r): 


求 得 结果 为 正 值 , 表 明 相对 转角 A 的 方向 与 所 设 的 一 对 单位 力 偶 方向 相同 。 
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$5-5 图 乘 法 


在 荷载 作用 下 求 结构 弹性 位 移 的 一 般 公式 (5 - 19) 中 ,需要 求 下 列 积分 项 的 
值 : 
[ie (a) 
求 积分 项 的 值 时 , 除 采用 各 种 积分 方法 求 出 精确 的 显 式 表示 式 外 ,还 可 采用 
数值 积分 方法 求 出 精确 的 或 近似 的 数值 解 。 
一 种 常用 的 数值 积分 方法 是 高 斯 数值 积分 法 ,在 有 限 元 法 书籍 中 一 般 都 有 
介绍 ,可 以 参考 。 
本 节 介绍 一 种 求 式 (a) 这 类 积分 值 的 方法 一 一 图 乘法 。 在 规定 的 应 用 条 件 
下 ,图 乘法 可 给 出 积分 (a) 的 数值 解 ,而 且 是 精确 解 。 
1. 图 乘法 及 其 应 用 条 件 
网 5- 16 所 示 为 一 直 村 或 直 杆 段 AB 的 两 个 弯 矩 图 ,其 中 有 一 个 弯 矩 图 
(M, 图 ) 是 直线 图 。 如 果 在 AB 范围 内 该 杆 截面 抗 弯 刚度 EI 为 一 常数 , 则 式 (a) 
这 类 积分 可 按 下 式 求 出 积分 值 : 
| Mesa. = E Í M, Mydr EA 6-27) 
式 中 A 是 AB BUN M, 图 的 面积 ,yo 是 与 Mi 图 形 心 C 对 应 处 的 M, 图 标 距 , 即 
纵 坐 标 。 
式 (5 一 27) 可 证 明 如 下 : 
先 看 直线 图 形 ( M, 图 )。 以 M, 图 中 两 直线 的 交点 O 作为 坐标 原点 ,以 a 
表示 M, 图 直线 的 倾角 , 则 M, 图 任 一 点 标 距 可 表示 为 
M, = ztan a (b) 
因此 
5 n 
f MMidx = tan a k zMkdr ° (c) 


式 中 Mxdx 可 看 作 M 图 的 微分 面积 
(图 5- 16 中 画 阴影 线 的 部 分 );z Mdr 是 这 
个 微分 面积 对 y W m B H. T E. 
[dr 就 是 MA 图 的 面积 A 对 轴 的 面积 


E. DL za 表示 Mk 图 的 形 心 C 到 xy 轴 的 距 图 5-16 


$5-5 图 k 法 


175 


离 , 则 


5 


将 上 式 代 入 式 (c) ,得 


| x* Midr = Az, (d) 
x 


A 
j M.M,dzr = tana Ax, = Aya (e) 


RP y 是 在 Mr 图 形 心 C 对 应 处 的 M, 图 标 距 。 利 用 式 (e), 即 可 导出 式 


(5 一 27) ,证 毕 。 


式 (5-27) 是 图 乘法 所 使 用 的 公式 。 它 将 式 (a) 形 式 的 积分 运算 问题 简化 为 


求 图 形 的 面积 、 形 心 和 标 距 的 问题 。 
应 用 图 乘法 计算 时 要 注意 两 点 : 


(1) 应 用 条 件 : 杆 段 应 是 等 截面 直 杆 段 ,两 个 图 形 中 至 少 应 有 一 个 是 直线 ， 


标 距 y 应 取 自 直线 图 中 。 


(2) 正 负 号 规则 :面积 A 与 标 距 y, 在 杆 的 同一 边 时 ,乘积 Ayo 取 正 号 ;A 


tj y, 在 杆 的 不 同 边 时 取 负 号 。 


2. 几 种 常见 图 形 的 面积 和 形 心 位 置 


在 图 5- 17 中 ,给 出 了 位 移 计算 中 几 种 常见 图 形 的 面积 公式 和 形 心 位 置 。 


O peb 


EAMHR A-4 


O) 
顶点 


4 
i—i 
二 次 抛物 线 =s 


122) 


次 扫 物 线 Amg h 


图 5-17 
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注意 ,在 所 示 的 各 次 抛物 线 图 形 中 ,抛物 线 顶 点 处 的 切线 都 是 与 基线 平 
行 的 . 这 种 图 形 可 称 为 抛物 线 标准 图 形 -。 应 用 图 中 有 关公 式 时 ,应 注意 标准 图 
形 这 个 特点 

3. 应 用 图 乘法 时 的 几 个 具体 问题 

(1) 如 果 两 个 图 形 都 是 直线 图 形 , 则 标 距 w 可 取 自 其 中 任 一 个 图 形 。 

(2) 如 果 一 个 图 形 是 曲线 , 另 一 个 图 形 是 由 几 段 直线 组 成 的 折线 , 则 应 分 段 
考虑 。 对 于 图 5 一 18 所 示 的 情形 , 则 有 

| MMydr = A, y, + Ass + Ayys 

(3) 如 果 岁 形 比 较 复 杂 , 则 可 将 其 分 解 为 几 个 简单 图 形 ,分 项 计算 后 再 进行 
登 加 。 

首先 ,考虑 梯形 的 分 解 

例如 ,图 5- 19 中 两 个 图 形 都 是 梯形 ,可 以 不 求 梯形 面积 的 形 心 ,而 将 其 中 
一 个 梯形 (M; 图) 分 为 两 个 二 角形 (也 可 分 为 一 个 矩形 和 一 个 三 角形 ) 再 应 用 图 
乘法 。 因 此 ， 


i — = 和 


i reki r 


SPT a p Mi k P R š: 
P| | 


图 5- 18 8. Sa L 


Í M Mydr =A, y, + A; y, 

Bak , 6 840392 IE BRAE FEIJE 09 y 88 

例如 ,图 5- 20a 所 示 结 构 中 的 一 段 直 杆 AB 在 均 布 荷载 g 作用 下 的 M, 图 。 
在 一 般 情况 下 ,这 是 一 个 抛物 线 非 标准 图 形 。 由 第 2 章 可 知 ,Me BE h 5 30 
Hi M. .M, 组 成 的 直线 图 (图 5 — 20b 中 的 M 图 ) 和 简 支 梁 在 均 布 荷载 q 作用 
下 的 杰 敌 图 (图 S- 20c 中 的 M" 图 ) 辣 加 而 成 的 。 因 此 ,可 将 M, 图 分 解 为 直线 
的 M' 图 和 标准 抛物 线 的 M" 图 ,然后 再 应 用 图 乘法 。 

还 要 指出 ,所 谓 弯 捧 图 的 全 加 是 指 弯 矩 图 纵 坐 标的 合 加 。 所 以 ,虽然 图 5 — 
20a 中 的 M" 图 与 图 5 - 20c 中 的 M" 图 形状 并 不 相似 ,但 在 同一 横 坐 标 x 处 ， 
二 者 的 纵 坐 标 是 相同 的 , 微 段 dx 的 微小 面积 (图 中 带 阴影 的 面积 ) 是 相同 的 。 
因此 ,两 图 的 面积 和 形 心 的 横 坐 标 也 是 相同 的 - 

例 5-7 试用 图 乘法 计算 图 5 一 21a 所 示 简 支 梁 在 均 布 荷载 q 作用 下 的 B 
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端 转角 An 。 
解 ” 作 荷载 作用 下 的 M, 图 和 虚设 单位 力 偶 作 用 下 的 M 图 ,如 图 5- 2la, 
b 所 示 。 


m= [sas (5e sa 
"a HH 全 li G 
ea fp, 

Ta 4 


图 5-21 图 5-22 
例 5-8 图 5-22a 所 示 为 一 悬臂 梁 , 在 A 点 作用 集中 荷载 F。。 试 求 中 点 
C WHERE Aco 
解 fE M, 图 与 M 图 如 图 5-22a.b 所 示 。 应 用 图 乘法 ,M 图 中 三 角形 面 
积 为 
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My 图 中 相应 的 标 距 : 


求 得 
(+) 


在 应 用 图 乘法 时 ,如 果 计 算 M. 图 面积 A = YF. M 图 上 相应 的 标 距 vo 


= 二 , 则 将 得 到 错误 的 结果 :4 = V). 请 读者 分 析 , 其 中 错误 何在 ? 
例 5~9 试 求 图 5- 23a 所 示 刚 架 结 点 B 的 水 平 位 移 A。 各 杆 截面 为 定形 
bh , 懒 性 托 相 等 ， 只 兰 虑 弯 昌 变形 的 影响 。 
解 f M, ËI fi M A,m S- 23b.c BT Aš 


AZ 
M 图 上 相应 的 标 距 为 


2 
31 3 


求 得 


例 5-19 试 分 析 例 5-9 所 示 刚 架 轴 向 变形 对 BB 点 水 平 位 移 的 影响 


$5-5 图 A 法 
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解 fE Fe 图 和 天 图 如 图 5-24 所 示 。 
轴 向 变形 引起 的 位 移 A、 


二 34 人 

Au = ZET 

@ 中 

ql 1 
Fe 图 F. m 

图 5-24 


二 者 的 比值 为 
Ax. q BEI 41 
A, ZEA 34 3AP 
:矩形 截面 = 全 
FEER = 五 


可 见 , 当 h/t 很 小 时 (例如 A= 而) , 轴 力 变形 的 影响 可 以 忽略 ( FL i š Rš mat 
s0). 

例 5-11 试 求 图 5 - 25a 所 示 刚 架 在 水 压力 作用 下 C.D 两 点 的 相对 水 平 
位 移 。 设 各 杆 El 为 常数 。 

解 (1) 作 荷 载 作用 下 的 M, 图 ,如 图 5-25$b 所 示 。 应 当 注意 ,AC .BD fF 
的 M, 图 是 三 次 抛物 线 。 


(2) 在 C.D 两 点 加 一 对 反 向 的 单位 水 平 力 , 并 作 M 图 ,如 图 5-25c 所 示 。 
(3) 用 图 乘法 计算 位 移 。 
杆 AC fll BD 
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azgi mx(5 w)a= [z m` )a 

e eima 

x 5 5 m 
杆 AB 

š A y 
A: m )ux2 m- $x (3m a2 m 
图 5-25 

求 得 


EI ° 
LET qm 4m _ q m` 
-grl (a ta) 3 < m] 


P Fe E E PE 
= (óm) ) 


À =-= |P l = [2(A,wD)+(A 
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计算 结果 为 负 值 ,说 明 C、D 两 点 实际 的 相对 水 平 位 移 与 所 设 单位 荷载 的 指向 
相反 , 即 不 是 两 点 相互 分 开 ,而 是 相互 靠近 。 


8$5-6 温度 作用 时 的 位 移 计 算 


对 于 静 定 结构 ,温度 改变 并 不 引起 内 力 。 变 形 和 位 移 是 材料 自由 膨胀 收缩 
的 结果 。 
设 杆 件 的 上 边缘 温度 上 升 +， ,下 边缘 上 升 1, ,而 沿 杆 截面 厚度 为 线性 分 布 
(图 5-26)。 此 时 , 杆 件 的 轴线 温度 ú 与 上 、 下 边缘 的 温差 At 分 别 为 
(a) 


t, 
B i] 


hit t hst 
pese m n, At=t,-t, 


式 中 4 是 杆 件 截面 厚度 ,h， 和 ,分别 是 由 杆 轴 至 上 .下 边缘 的 距离 。 如 果 杆 件 
的 截面 对 其 中 性 轴 为 对 称 , 则 = ha = 二 ,46= 直 (4+)。 在 温度 变化 时 ， 


2 2 
杆 件 不 引起 切 应 变 , 引 起 的 轴 向 伸 长 应 变 e 和 曲率 « 分 别 为 
E =at, 
_d9_a(lt,-ti)ds _aAt 
d. h ds h 


RH a 为 材料 的 线 膨 胀 系数 。 将 上 列 两 式 代入 式 (5- 9) ,并 令 yu =0, 得 
A55 | Fyatids + © | aeta, (5-28a) 
如 果 ta At 和 A 沿 每 一 杆 件 的 全 长 为 常数 , 则 得 


A= Yat, | Fsas + © s | Mas (5-28b) 
式 (5- 28) 是 求 温度 位 移 的 公式 ,积分 号 为 沿 杆 件 全 长 积分 ,总 和 号 为 对 结构 各 
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杆 求 和 。 轴 力 F. 以 拉 伸 为 正 ,1。 AARDE. BE M 和 温差 At 引起 的 弯曲 
为 同一 方向 时 ( 即 当 M 和 A: 使 杆 件 的 同一 边 产生 拉 伸 变 形 时 ) ,其 乘积 取 正 
值 ,反之 取 负 值 。 

例 5- 12 WRA 5-27a 所 示 刚 架 C 点 的 竖 向 位 移 A.。 梁 下 侧 和 柱 右 侧 


温度 升 高 10 C , 梁 上 侧 和 柱 左 侧 温度 无 改变 。 各 杆 截面 为 矩形 ,截面 高 度 h = 
60 cm,a =6 m,a =0.000 01C ', 


解 在 C 点 加 单位 竖 向 荷载 , 作 相应 的 F. 图 和 M 图 (图 5-27b、c)。 
杆 轴线 处 的 温度 升 高 值 为 
-WCT 


° 2 
上 .下 ( 左 、 右 ) 边 缘 温 差 为 
A:=10 C-0 C =10 Ç 


z5 


代入 式 (5- 28b) ,得 
2 Sar, | Fa = - Da3 a +5a(-_a) 
=-5aa x (1434) 


Wa 55 M 所 产生 的 弯曲 方向 相反 , 故 上 式 第 一 项 取 负 号 。 代 和 人 a= 
0.000 01 C ',a=600 cm, h = 60 cm 得 
Ac = -0.93 cm (个 ) 


“$5 一 7 用 求解 器 进行 位 移 计 算 


求解 器 可 以 求解 一 般 平面 结构 的 位 移 。 本 节 主 要 以 静 定 结构 为 例 进 行 讨 
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论 ,但 是 做 法 同样 适用 于 后 面 章节 中 讨论 的 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 。 位 移 计 算 
包括 荷载 作用 下 . 支 座 位 移 引 起 以 及 温度 改变 引起 的 位 移 计算 - 
详细 内 容 见 所 附 光盘 相应 章节 。 


$5-8 变形 体 的 虚 功 原理 


虚 功 原理 是 力学 中 的 一 个 基本 原理 。 虚 位 移 原理 和 虚 力 原理 是 它 的 两 个 基 
本 形式 ， 册 虚 位 移 原理 可 以 导出 力 的 平衡 条 件 , 由 虚 力 原理 可 以 导出 变形 的 协 
调 条 件 。 引 入 弹性 体 的 本 构 关 系 后 ,由 虚 功 原理 可 以 导出 一 系列 能 量 原理 ,用 于 
分 析 弹 性 结构 各 种 力学 问题 。 

针对 刚体 体系 这 一 特殊 情况 建立 的 虚 功 原理 ( 虚 位 移 原理 和 虚 力 原理 ) 已 经 
在 $3-8 和 $5-1 中 分 别 介绍 。 本 节 进 一 步 讨论 变形 体 体 系 的 一 般 情况 ,建立 
变 体系 的 虚 功 原理 。 在 刚体 体系 的 虚 功 原理 中 ,由 于 刚体 的 应 变 恒 为 零 ,内 
力 所 作 的 功 恒 为 零 ,因此 只 需 考虑 外 力 所 作 的 功 。 而 在 变形 体 体 系 的 虚 功 原理 
中 ,由 于 变形 体 中 存在 ,因而 既 要 考虑 外 力 ,也 要 考虑 内 力 所 作 的 功 。 换 名 
话说 ,还 要 补充 考虑 应 力 形 上 所 作 的 内 虚 功 ,这 是 变形 体 体系 虚 功 原理 与 刚 
体 体系 虚 功 原理 唯一 的 不 同 之 处 。 

变形 理 可 表述 如 下 : 

设 : 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ,又 设 变形 体 由 于 其 他 原因 产生 符合 
约 东 条 件 的 微小 连续 变形 , 则 外 力 在 位 移 上 所 作 外 虚 功 W 恒 等 于 各 个 微 段 的 
应 力 合力 在 上 所 作 的 内 虚 功 W, o 

变形 体 的 虚 功 原理 可 用 式 (5- 16) 表 示 , 即 
W- w, 

现 先 讨论 变形 体 为 单个 杆 件 的 情况 ,然后 推广 到 杆 件 结构 的 一 般 情 况 。 

1. 变形 体 虚 功 方程 的 应 用 条 件 

变形 体 虚 功 方程 的 应 用 条 件 是 : 力 系 应 当 满 足 平衡 条 件 ; 位 移 应 当 符合 支承 
情况 并 保持 结构 的 连续 性 ,或 者 说 ,位 移 应 当 满足 变形 连续 协调 条 件 。 下 面 对 这 
两 方面 的 条 件 加 以 说 明 。 

(1) 力 系 的 平衡 条 件 

图 5- 28a 所 示 直 杆 AB 承受 沿 杆 长 分 布 的 轴 向 荷载 ( 集 度 为 p) 和 法 向 荷 
载 ( 集 度 为 q): A 端 外 力 M Fra Fa AIB 端 外 力 My Fuu Faso WIRE PE 
于 平衡 状态 , 则 图 5 - 28b 所 示 微 段 隔离 体 应 满足 平衡 条 件 , 即 截 面 内 力 M 、 
Fs Fa SAMH pog 之 间 应 满足 下 列 平衡 微分 方程 : 
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人) Fo 
zi) M. 
SE, 


i FotdFo 


图 5-28 


dF, + pdx = "j 
dFa+ gdz = (5-29) 
dM + Foda l 
(2) 变形 协调 条 件 
图 5- 29a 所 示 直 杆 AB 的 位 移 和 变形 情况 可 分 述 如 下 ， 
任 一 截面 的 位 移 可 用 三 个 位 移 分 量 来 描述 , 即 截面 的 角 位 移 9 .截面 形 心 的 
轴 向 位 移 a 和 横向 位 移 w。 杆 轴 切 线 的 角 位 移 o 可 由 ww 得 出 ; 


_dw A 
P= (5-30) 


微 段 dx 的 变形 可 用 三 个 应 变 分 量 来 描述 , 即 两 端 截面 的 相对 转角 do ,轴线 
的 线 应 变 .截面 平均 切 应 变 y( 人 图 5- 29b)。 
位 移 分 量 与 应 变 分 量 之 间 应 满足 下 列 关系 式 : 


= du _ 
= (5-31) 


de-a (5-32) 

此 外 ,在 杆 端 还 应 满足 静 力 平衡 或 几何 方面 的 边界 条 件 。 以 A 端 为 例 , 如 
为 自由 端 , 则 截面 A 的 M.F... F. 应 与 A 端 给 定 的 外 力 MA Fua .Fa 相等 ;如 
为 固定 端 , 则 截面 A KO u ae 应 与 支 座 A 给 定 的 位 移 .un .wa 相等 ;如 为 匀 
支 端 , 则 截面 A 的 M u ,ae 应 与 A 端 给 定 的 M. .us .wa 相等 。 应 变 位 移 关系 
式 和 几何 边界 条 件 合 在 一 起 称 为 变形 协调 条 件 。 

2. 变形 体 虚 功 方程 

令 图 5- 28 中 的 平衡 受 力 状态 在 图 5 - 29 中 连续 变形 状态 上 作 虚 功 。 

外 力 在 位 移 上 所 作 的 外 虚 功 为 


Syrie 
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图 5-29 


W = (Mobs + Fynun + Fason) = (Mp0, + Fraun + Faatea ) + 
j We inoi? 
式 中 前 两 项 是 杆 端 力作 的 虚 功 ,第 三 项 是 分 布 荷载 作 的 虚 功 。 
ME: dz 两 侧面 的 应 力 合力 在 变形 上 作 的 内 虚 功 为 
dW,= Md0 + Fxedx + Fa yada 
因此 ,整个 变形 体 的 内 虚 功 为 
w= IN (MdO+ Fvedr + Fa yad) 


将 式 (5 一 33) 和 式 (5 一 34) 代 入 式 (5 - 16) ,得 到 变形 体 虚 功 方程 : 
(MnOs + Fsun + Fonwa)— (M0 + Fonun + Foatea ) + 


Í (pu + gqw)dr= Í (Md + Fvedx + Fa yad) 
" A 


3. 变形 体 虚 功 方程 的 证 明 
现在 对 虚 功 方程 式 (5 一 35) 吕 以 证 明 。 
首先 ,根据 平衡 微分 方程 式 (5 - 29) ,可知 下 面 等 式 成 立 : 


j [CdFA\+ pdr)ut (dFat qdx)w+ (dM + Fade) 0]= 0 
A 


上 式 可 改写 为 


(5-33) 


(S-34) 


(5-35) 
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a A 
| CudFs + wdFa + 0AM) + | (ontoe+Fag)dr=0 (a) 
a a 

由 于 


udFy + wdFo+OdM=d(uF + whFa+ M8) - (Fedu+ Fadw + Md9) 
故 式 (a) 又 可 改写 为 


y. 
[uF.+ wFa + Mb]| - j (F.du + Fodae + Ma0) + 
NBr 


i i 
j Cp od ee | Fugdx =0 (b) 


由 应 变 位 移 关系 式 (5- 31) (5- 32) ,可 知 
du = edr,dae = 0dr = y d. 
代入 式 (b) ,得 


[Fw + Faron + M,0,] = CFan + Paves + Ma]+ Cpu + oda 

= |" (Ped + Fayode + M40) (0) 
式 (c) 就 是 式 (5 - 35)。 于 是 ,变形 体 虚 功 方程 式 (5 - 35) 得 到 了 证 明 

4. 推广 

如 果 杆 上 除 分 布 荷载 外 ,还 有 集中 荷载 ,只 需 在 外 虚 功 W 中 计 入 集中 荷载 
F, 作 的 虚 功 JF,A(A Jë 3 F, 相应 的 位 移 ), 便 得 到 推广 的 变形 体 虚 功 方程 。 

式 (5 一 35) 中 只 讨论 了 了 单个 杆 件 的 情况 。 现 在 进一步 讨论 杆 件 结构 的 情况 。 

对 结构 中 每 个 杆 件 分 别 应 用 式 (5 — 35) ,然后 进行 玲 加 , 即 得 


SIMO + Fyu + Pow) + © | Cpu + gw)ds + SE,A 
Ji 


° 
=> (Md0 + Fxeds + Fa ya ds) a) 
s 


式 中 左边 第 一 项 是 所 有 各 杆 杆 端 力 所 作 虚 功 总 
和 。 现 在 将 所 有 各 杆 的 杆 端 截面 分 为 两 类 : 

第 一 类 杆 端 截面 是 结构 内 部 结 点 处 的 杆 端 
截面 (例如 图 5 - 30 中 杆 件 1.2.3 的 截面 A, 、 
;由 于 结 点 本 身 处 于 平衡 状态 ,因此 在 
围 各 杆 的 杆 端 力 组 成 一 个 平衡 力 系 ， 
位 移 上 所 作 虚 功 总 和 等 于 零 。 图 s 
s 杆 端 截面 是 结构 的 边界 截面 (例如 网 
5-30 中 的 截面 B.C.D). 这 些 杆 端 力 的 虚 功 总 和 就 是 结构 边界 外 力 的 虚 功 ， 
包括 边界 荷载 和 支 座 反 力 的 虚 功 其中. 支 座 反 力 的 虚 功 可 记 为 和 Fure ,这 里 
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Fr 是 支 座 反 力 ,cx 是 与 Fux 相应 的 支 座位 移 。 


通常 ,可 将 结构 边界 荷载 所 作 虚 功 与 各 杆 集中 荷载 的 虚 功 统一 表示 为 
FuA。 于 是 ,可 得 到 杆 件 结构 虚 功 方程 的 一 般 形 式 : 


BFpA+ X Fyrer + S| u + gw)ds 


š 
= 5 ff (Ma0+ Fyeds + Fayuds) 65-36) 
1 


上 式 左边 第 一 项 和 第 三 项 分 别 表示 集中 荷载 和 分 布 荷载 作 的 虚 功 。 这 两 项 也 可 
合成 一 项 , 仍 记 为 对 FsA , 则 上 式 还 可 简写 为 ( 令 d9 = eds) 


É 
Naa + EF e D f” (Mr + Fye + Fa ya)ds 65-37) 


在 上 面 的 证 明 过 程 中 ,只 引用 了 力 系 的 平衡 条 件 和 变形 的 协调 条 件 。 这 两 
个 条 件 就 是 应 用 变形 体 虚 功 原理 时 所 需 满足 的 全 部 条 件 。 也 就 是 说 , 虚 功 方程 
实际 上 是 平衡 方程 和 协调 方程 的 综合 。 反 过 来 , 虚 功 方程 既 可 以 用 来 代替 平衡 
方程 ,也 可 以 用 来 代替 几何 方程 , 即 协调 方程 。 

上 述 两 方面 的 条 件 是 分 别 对 力 系 和 变形 独立 给 出 的 。 力 系 和 变形 彼此 是 独 
立 无 关 的 。 如 果 力 系 是 给 定 的 ,位 移 是 虚设 的 , 式 (5 - 37) 便 称 为 变形 体 的 虚 位 
移 方 程 , 它 代表 力 系 的 平衡 方程 ,可 用 于 求 力 系 中 的 某 未 知 力 。 如 果 位 移 是 给 定 
的 , 力 系 是 虚设 的 , 则 式 (5 -37) 称 为 变形 体 的 虚 力 方程 , 它 代 表 几 何 协调 方程 ， 
可 用 于 求 给 定 变形 状态 中 某 未 知 位 移 。 

5. 变形 体 虚 功 方程 的 两 种 应 用 

虚 功 方程 是 “两 用 "方程 : 既 可 当 虚 力 方程 用 ,也 可 当 虚 位 移 方程 用 。 

(1) 变形 体 虚 力 方程 

在 虚 功 方程 (5 - 37) 中 ,如果 令 力 系 (F,,Fuk,M,F\,Fu) 是 虚设 的 平衡 力 
系 , 则 可 写 为 

虚设 平衡 力 系 
ss pers yo)ds (5-38) 


实际 协调 变形 


这 里 ,加 * 号 的 量 表示 虚设 量 。 式 (5 - 38) 称 为 变形 体 虚 力 方程 。 当 患 设 力 系 设 
定之 后 ,上 式 就 成 为 关于 变形 状态 中 各 物理 量 (位 移 A 和 支 座位 移 cx 及 应 变 <、 
sy ) 之 间 应 满足 的 条 件 , 即 几何 条 件 。 这 是 一 种 借用 虚 功 形式 表示 的 几何 条 
件 。 单 位 荷载 法 就 是 应 用 这 种 形式 的 几何 条 件 来 求 位 移 A 的 。 
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(2) 变形 体 虚 位 移 方程 
在 虚 功 方程 (5 - 37) 中 ,如 果 令 变形 状态 为 虚设 , 则 可 写成 
虚设 变形 状态 


Bai | 


aie E => we- + Fe + Euy,’ )ds (5-39) 


实际 平衡 力 系 


上 式 称 为 变形 体 虚 位 移 方程 。 当 虚设 变形 状态 设 定之 后 ,上 式 就 成 为 平衡 受 力 
状态 中 各 物理 量 (荷载 F。 和 支 座 反 力 Fer 及 内 力 M 、.F、、Fa) 之 间 应 满足 的 条 
件 , 即 平衡 方程 。 这 是 一 种 借用 虚 功 形式 表示 的 平衡 方程 。 这 种 形式 的 平衡 方 
程 可 方便 地 用 来 计算 某 个 拟 求 的 支 座 反 力 。 单 位 支 座位 移 法 就 是 应 用 这 种 形式 
的 平衡 条 件 来 求 支 座 反 力 的 。 

6. 单位 支 座位 移 法 

考虑 结构 某 个 平衡 受 力 状态 ,已 知 荷载 F, 和 各 杆 内 力 M Fy Fa WEM 
求 某 个 支 座 反 力 ( 或 约束 反 力 ) Fw 。 

首先 ,根据 拟 求 的 支 座 反 力 Fw ,虚设 与 之 相应 的 单位 支 座位 移 </ =1( 其 
余 支 座位 移 均 设 为 零 ) ,并 确定 由 此 单位 支 座位 移 引起 的 协调 变形 状态 (包括 与 
荷载 F 的 相应 位 移 Sn 及 应 变 E Ya T; )。 

其 次 ,将 上 述 平衡 受 力 状态 和 虚设 的 协调 变形 状态 代 和 人 虚 位 移 方程 (5 - 
39) , 即 得 

Fu= 5 fmz; + FANE + Fa ya )ds = VF, (5-40) 

这 就 是 应 用 单位 支 座位 移 法 求 结构 支 座 反 力 Fw 的 一 般 公式 。 

如 果 结 构 是 静 定 结构 , 当 虚 设 单位 移 支 座 位 移 时 ,结构 只 产生 刚体 体系 的 位 
移 。 此 时 ,虚设 应 变 为 零 , 式 (5 - 40) 简 化 为 

Fa = -SFpon 


此 即 在 $3 一 8 中 已 导出 的 式 (d) ,也 即 Fy = 一 之 Fo br 


8$5-9 互 等 定理 


本 节 讨论 四 个 普遍 定理 一 互 等 定理 。 在 以 后 的 章节 中 ,经 常 要 引用 这 些 
定理 。 
互 等 定理 只 适用 于 线性 变形 体系 ,其 应 用 条 件 为 
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(1) 材料 处 于 弹性 阶段 ,应 力 与 应 变 成 正比 。 
(2) 结构 变形 很 小 ,不 影响 力 的 作用 。 
1. 功 的 互 等 定理 


(a) 状态 I 


图 5-31 


B 5-31a b 所 示 为 同一 线性 变形 体系 的 两 种 状态 。 

在 状态 [中 , 力 系 用 Fp Fg M FARR, TEMEA A .se nR 
示 。 

在 状态 由 中 , 力 系 用 Fp FRM .Fn 表示 ,位 移 和 应 变 用 A... K 
示 。 

令 状 态 工 的 力 系 在 状态 下 的 位 移 和 变形 上 作 虚 功 , 可 写 出 虚 功 方程 如 下 : 


wasran [ Es ds s| d+ y [tansa (a) 


这 里 ,外 虚 功 W 有 两 个 下 标 ,其 中 第 一 个 表示 受 力 状态 ,第 二 个 表示 位 移 和 变 
形状 态 。 

同 理 , 令 状态 下 的 力 系 在 状态 工 的 位 移 和 变形 上 作 虚 功 , 写 出 虚 功 方程 如 
"F: 


w,=` F; = Fa + s|! Ma x arsa, (b) 


由 于 式 (a) .(b) 右 边 的 内 虚 功 彼此 相等 ,所 以 左边 的 外 虚 功 也 应 相等 : 
EF A= EFA 
这 就 是 功 的 互 等 定理 :在 任 一 线性 变形 体系 中 ,第 一 状态 外 力 在 第 二 状态 位 移 上 
所 作 的 功 W, 等 于 第 二 状态 外 力 在 第 一 状态 位 移 上 所 作 的 功 Wa, B 
Wua=Wa (5-41) 
在 本 节 讨论 的 定理 中 , 功 的 互 等 定理 是 基本 定理 ,其 他 几 个 定理 可 由 功 的 互 
2. 位 移 互 等 定理 
图 5- 32 所 示 为 功 的 互 等 定理 应 用 的 一 个 特殊 情形 。 设 状态 工 中 只 有 一 个 
荷载 En ,状态 正中 也 只 有 一 个 荷载 Fe 。 这 里 ,表示 位 移 Ai 时 也 采用 两 个 下 
标 ,其 中 第 一 个 下 标 ; 表示 位 移 是 与 Fw 相应 的 ,第 二 个 下 标 j 表示 位 移 是 由 力 
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Fu 引起 的 。 例如 ,图 5- 32a 中 A 表示 力 Fl, 引起 的 与 Fo 相应 的 位 移 。 


由 功 的 互 等 定理 式 (5- 41) 可 得 


Puna Fx A, (c) 
在 线性 变形 体系 中 ,位 移 A, 与 力 Fw 的 比值 是 一 个 常数 , 记 作 6, , 即 
EW 
Fg S 
或 
A, = Fy, (d) 
6, 称 为 位 移 影 响 系数 。 
将 式 (d) 代 入 式 (c) ,得 
Fn FmBs= Fe Fan, (e) 
由 此 得 到 下 列 等 式 
ön = ôn (5-42) 


这 就 是 位 移 巨 等 定理 :在 任 一 线性 变形 体系 中 ,由 荷载 Fn 引起 的 与 荷载 Fis 相 
点 的 位 移 影响 系数 5。 等 于 由 荷载 Fn 引起 的 与 荷载 Fn 相应 的 位 移 影响 系数 
Sui 

由 于 式 (e) 两 边 分 别 是 功 WA W. H fk Il. EA W , N ff, ó,, A 
n EARRA (ppr } 的 量 纲 - 

应 当 指出 ,这 里 的 荷载 可 以 是 广义 荷载 ,而 位 移 则 是 相应 的 广义 位 移 。 在 一 
般 情 况 下 ,定理 中 的 两 个 广义 位 移 的 量 网 可 能 是 不 相等 的 ,但 它们 的 影响 系数 在 
数值 和 量 纲 上 仍然 保持 相等 。 内 此 ,严格 地 说 ,位 移 扫 等 定理 应 该 称 为 位 移 影 响 
系数 五 等 定理 。 但 在 习惯 上 , 仍 称 为 位 移 互 等 定理 。 
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3. 反 力 互 等 定理 


反 力 互 等 定理 也 是 功 的 互 等 定理 的 一 种 特殊 情况 。 
图 5 - 33 所 示 为 同一 线性 变形 体系 的 两 种 变形 状态 。 在 图 5- 33a 中 ,由 于 
支 座 1 发 生 位 移 co 而 在 支 座 1 和 2 引起 的 反 力 分 别 用 Fi 和 Fio 表示 ;在 图 
5 一 33b 中 ,由 于 支 座 2 发 牛 位 移 c: ,在 支 座 1 .2 分 别 引 起 反 力 Fu 和 Fes。 这 
里 , 反 力 Fw 的 两 个 下 标 中 ,第 一 个 下 标 1 表示 反 力 是 与 位 移 c, 相应 的 ,第 二 个 
下 标 j 表示 反 力 是 由 c, 引起 的 。 


Fen XO+ Fe 


即 


在 线性 变形 体系 中 . 反 力 Fuw 与 c 的 比值 为 一 常数 , 记 作 r. BI 


或 


心 称 为 反 力 影响 系数 。 
将 式 (g) 代 入 式 (f) ,得 


由 此 得 到 下 列 等 式 : 


这 就 是 反 乃 所 


Fate: = Fente 


-Fw 
Ci 


Crac = crnc 


(Ü) 


(g) 


(h) 


(5-43) 
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在 任 一 线性 变形 体系 中 ,由 位 移 c, 所 引起 的 与 位 移 c, 相应 的 反 力 影响 系 
数 ~ ,等 于 由 位 移 “, 所 引起 的 与 位 移 c, 相应 的 反 力 影响 系数 ra。 
由 于 式 (h) 的 左边 和 右边 都 是 功 W ,因此 反 力 影响 系数 roM r,, 的 量 纲 就 


是 (= ma, 


上 述 所 说 的 支 座 可 以 换 成 别 的 约束 , 支 座位 移 c, 可 以 换 成 该 约束 相应 的 广 
义 位 移 , 轩 而 支 座 反 力 可 以 换 成 与 该 约束 相应 的 广义 力 。 

4. 位 移 反 力 互 等 定理 

图 5 一 34 所 示 为 同一 线性 变形 体系 的 两 种 
变形 状态 。 在 图 5 - 34a 中 ,由 于 荷载 Fu E 
用 , 支 座 2 产生 反 力 Fel ;在 图 5- 34b 中 ,由 于 
支 座 2 位移 c, 而 在 Fi 方向 产生 相应 的 位 移 


O) d 
Ain 4 peT ea [3 =] 
由 功 的 互 等 定理 可 得 


Fn ôn + Fec =0 
H 图 s 34 
Fn ân = -Farcs (i) 
令 
A: Fuel _ 
ra yi Fi ru 
即 
Ansh, Fin Ery Fn G) 
将 式 (j) 代 入 式 (i) ,得 
Fn ðh = -ry Fac; (k) 
由 此 得 出 下 列 等 式 : 
= - rh (5-44) 


这 就 是 位 移 反 力 互 等 定理 :在 任 一 线性 变形 体系 中 ,由 位 移 c, 所 引起 的 与 荷载 
Fa 相应 的 位 移 影 响 系数 D ,在 绝对 值 上 等 于 由 荷载 Fw 所 引起 的 与 位 移 c, 相 
应 的 反 力 影响 系数 a ,但 二 者 差 一 个 负 号 ， 同 样 ,这 里 的 力 可 以 是 广义 力 ,位 
移 可 以 是 广义 位 移 。 

由 于 式 (k) 的 左边 和 右边 的 量 纲 都 是 功 W 的 量 绸 ,因此 影响 系数 8 和 rh 


的 好 网 都 是 RS Jants 


p C2 
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本 章 既 是 静 定 部 分 的 结尾 ,又 是 超 静 定 部 分 的 先导 。 

作为 静 定 部 分 的 结尾 ,本 章 第 一 部 分 讨论 静 定 结构 两 个 基本 问题 之 一 一 一 
求 位 移 的 问题 。 先 采用 刚体 体系 虚 力 原理 和 又 加 原理 导出 计算 位 移 的 一 般 公 
式 ,后 来 又 指出 还 可 以 应 用 变形 体 虚 力 原理 直接 导出 。 

作为 超 静 定 部 分 的 先导 ,本 章 第 二 部 分 将 刚体 虚 功 原理 引申 到 变形 体 虚 功 
原理 (变形 体 虚 力 原理 和 变形 体 虚 位 移 原理 的 综合 ) ,变形 体 虚 功 原理 既 可 用 于 
求 位 移 , 也 可 用 于 求 约束 力 ; 既 可 用 于 静 定 结构 问题 ,也 可 用 于 超 静 定 结构 问题 ， 
从 而 为 虚 功 法 解 超 静 定 问题 准备 了 理论 基础 。 

1. 位 移 计算 的 一 般 公式 及 其 灵活 应 用 

位 移 计算 的 一 般 公式 是 式 (5 一 10), 即 

A= [u +Fss + Fay s)ds = DRLe 

式 中 包含 两 组 物理 最 : 

一 组 是 实际 的 位 移 和 应 变 ,包括 拟 求 的 实际 位 移 A 以 及 实际 给 定 的 支 座 位 
ek 和 应 变 k 、e .yo。 

另 一 组 是 虚设 外 力 和 内 力 ,包括 虚设 的 与 A 共 罗 的 单位 荷载 F。 = 1 及 与 该 
单位 荷载 保持 平衡 的 虚 支 座 反 力 Fx WEAH M Fy Foo 

这 个 位 移 计算 方法 由 于 要 虚设 力 系 , 故 称 为 虚 力 法 ;由 于 虚设 力 系 以 单位 荷 
载 为 标志 , 故 又 称 (pasear 

对 位 移 计 算 的 一 般 公式 要 会 灵活 应 用 , 现 指出 以 下 几 点 : 

(1) TRS- nA Sasa. as se ai PEP 
J , 支 座 移动 等 因素 ,对 于 静 定 和 超 静 定 结构 , 式 (5 - 10) 都 适用 。 

(2) 了 解 式 (5- 19) 的 应 用 范围 一 一 只 适用 于 弹性 材料 和 荷载 因素 。 对 静 
定 和 超 静 定 结构 都 适用 。 

(3) 了 解 位 移 公式 在 各 种 具体 条 件 下 的 简化 形式 (对 于 支 座 移动 .温度 与 荷 
载 等 不 同 因素 ,对 于 梁 RR HR , 拱 .混合 结构 等 不 同形 式 )。 

(4) 了 解 图 乘法 的 应 用 条 件 ,熟练 掌握 计算 方法 (例如 复杂 图 形 的 分 解 )。 

(5) 在 虚 力 法 中 ,位 移 计算 问题 主要 归结 为 内 力 计 算 问题 。 因 此 ,在 学 习 位 
移 计算 问题 的 同时 ,应 当 提高 内 力 计算 的 能 力 。 

(6) 如 果 A 是 拟 求 的 广义 位 移 , 则 虚设 的 荷载 应 是 与 广义 位 移 A 3093. 
位 广义 荷载 FF, = 1, 共 思 的 定义 是 指 它们 之 间 的 虚 功 表示 式 应 与 下 式 保持 一 致 : 
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W=F,A=1:A 
2. 变形 体 虚 功 方程 的 两 类 形式 
(1) 变形 体 虚 功 方程 的 两 类 形式 
变形 体 虚 功 方程 (5 - 37) , 即 


SF A+ 了 Funek = 5 f omet Fx + FaYo)ds 


虚 功 方程 (5 -37) 有 两 种 应 用 形式 : 

如 果 虚 设 力 系 , 则 称 为 虚 力 方程 (5- 38)。 它 代表 几何 协调 方程 ,可 用 于 求 
位 移 。 单 位 荷载 法 求 位 移 的 一 般 公 式 可 以 应 用 虚 力 方程 直接 导出 。 

如 果 虚 设 位 移 和 变形 状态 , 则 称 为 虚 位 移 方程 (5 - 39)。 它 代表 平衡 方程 ， 
可 用 于 求 支 座 反 力 或 约束 反 力 。 单 位 支 座 位 移 法 求 支 座 反 力 的 一 般 公式 (5 - 
40) 可 以 应 用 虚 位 移 方程 导出 。 

虚 功 方程 不 涉及 到 材料 的 性 质 , 对 弹性 和 非 弹性 问题 都 可 用 。 

(2) 对 偶 量 和 对 偶 关 系 

从 功 的 角度 看 ,位 移 和 力 是 一 双 对 偶 量 。 从 问题 类 型 看 , 求 约束 力 和 求 位 移 
是 一 双 对 偶 问 题 。 从 方程 类 型 看 , 虚 位 移 方程 和 虚 力 方程 是 一 双 对 偶 方 程 , 力 系 
的 平衡 方程 和 位 移 的 几何 协调 方程 是 一 双 对 偶 方 程 。 从 力学 问题 的 解法 来 看 ， 
“平衡 - 几何 "解法 和 * 虚 功 解法 "是 一 双 对 偶 解法 , 静 力 法 和 机 动 法 是 一 双 对 偶 
解法 ， 

上 述 对 偶 关 系 可 用 表 S- 4 列 出 。 

R5-4 力学 中 的 对 偶 关系 


求 约束 力 求 位 移 
L a 

a 

TETAS | 平衡 方程 几何 协调 方程 
解法 | 
| BUENA 虚 力 方程 
| 单位 支 座位 移 法 单位 荷载 法 

| ASAS 


3. 互 等 定理 及 其 应 用 

有 四 个 互 等 定理 ,其 中 虚 功 互 等 定理 是 基础 ,其 余 三 个 是 特例 : 
虚 功 互 等 定理 ( 式 5- 41): W,, = Wa 

位 移 互 等 定理 ( 式 5 一 42): 
反 力 互 等 定理 ( 式 5 一 43): 

位 移 反 力 互 等 定理 ( 式 5 一 44): 3 
互 等 定理 的 应 用 条 件 一 一 只 适用 于 线性 变形 体系 。 
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互 等 关系 中 的 对 偶 量 一 一 两 个 量 互 等 是 指 在 数值 和 量 纲 方面 都 相等 。 

在 虚 功 互 等 定理 中 , 式 (5- 41) 的 两 边 都 是 功 ( W,, 和 W.,, ), 是 指 两 种 交互 
作用 的 功 相等 。 显 然 ,在 数值 和 量 纲 上 都 相等 。 

在 其 余 三 个 互 等 定理 中 ,等 式 两 边 都 是 影响 系数 ,是 指 两 种 交互 作用 的 影响 
系数 在 数值 和 量 纲 上 都 相等 。 以 位 移 互 等 定理 为 例 ,严格 地 说 ,应 该 称 为 位 移 影 
响 系数 互 等 定理 。 因 为 定理 中 的 两 个 位 移 可 以 是 两 个 广义 位 移 (如 一 个 线 位 移 
和 一 个 角 位 移 ), 两 个 广义 位 移 的 量 纲 可 能 是 不 相等 的 ,但 它们 的 影响 系数 在 数 
值 和 量 纲 上 仍然 保持 相等 。 

在 前 面 的 章节 中 是 否 可 以 找 出 互 等 定理 的 一 些 应 用 实例 例如 ,第 4 章 的 
机 动 法 作 静 定 反 力 和 内 力 影响 线 的 理论 基础 。 又 如 ,85-2 式 (5-5).(5-6) 

A=M0, A=Faon 
其 中 影响 系数 M 和 FF。 的 理论 解释 ,是否 也 可 应 用 互 等 定理 加 以 说 明 ? 
在 以 后 的 章节 中 也 会 有 互 等 定理 的 应 用 实例 ,有 心 人 不 妨 加 以 收集 和 整理 。 
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5-1 思考 题 

5-1 应 用 虚 功 原理 求 位 移 时 ,怎样 选择 虚设 的 单位 荷载 ? 试 应 用 虚 功 原理 求 图 5 一 1 
中 杆 AC 的 转角 a FOE C 处 两 侧 截面 的 相对 转角 0。 

5-2 详细 比较 单位 位 移 法 与 单位 荷载 法 的 原理 和 步骤 。 详 细 比 较 下 面 图 示 两 个 问题 
的 作法 : 

(a) C 点 作用 荷载 Fr 时 , 求 截面 C 的 恋 矩 M.( 单 位 位 移 法 )。 

(b) 截面 C 有 相对 转角 9 时 , 求 C 点 的 竖 向 位 移 Ac( 单 位 荷载 法 ) 。 

(a) Fe 


思考 题 5-2 图 


$5-2 思考 题 
5-3 图 示 中 , 设 截面 B 有 相对 轴 向 位 移 ) ,现在 拟 求 A 点 的 余 间 位 移 A ,应 如 何 选取 虐 
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HIR? X A 与 之 间 的 比例 系数 是 什么 ? 


P t 
思考 题 5- 3 图 


5-4 如 果 把 均 布 荷载 qd( 图 5- 8a) 看 作 一 个 广义 荷载 :荷载 集 度 q 代表 广义 荷载 的 值 
( 模 ), 集 度 gq = 1 的 均 布 荷载 代表 单位 广义 荷载 ,试问 与 之 共 思 的 广义 位 移 A 代表 什么 ? 

5-5 在 $5-2 中 推导 位 移 一 般 公式 (5~ 10) 时 是 结合 静 定 结构 进行 的 。 试 问 式 (5 ~ 10) 
是 否 可 用 于 求 超 静 定 结构 的 位 移 ? 

提示 :可 参见 思考 题 5 一 24。 

$5-3 思考 题 

5-6 试 说 明 式 (5- 10) 和 (5 一 19) 中 各 基 的 物理 意义 和 正 负 号 规定 ,分 别 说 明 式 (5 一 
10) , 式 (5 一 19) 的 适用 条 件 ， 

5-7 在 非 弹性 情况 下 ,怎样 计算 荷载 作用 下 的 位 移 y 设 曲率 与 夺 矩 之 问 有 如 下 的 非 线 
性 关系 :<= aM + 0M2 。 试 导出 在 荷载 作用 下 梁 的 位 移 公式 。 

5-8 试 证 明和 矩形 截面 系数 人 值 是 1.2( 见 表 5-2)。 

$5-4 思考 题 

5-9 在 例 5- 4 中 计算 术 架 结 点 C 的 竖 向 位 移 时 . 曾 将 均 布 荷载 化 为 结 点 荷载 ,试问 
这 一 变换 对 所 求 位 移 有 没有 影响 ? 

S-10 对 于 例 5-6 中 的 简 支 梁 , 先 求 截面 A 转角 9, ,再 求 截面 B 转角 b, ,然后 验证 例 
5 6 中 求 得 的 相对 转角 4 计算 结果 。 


S- 1 如果 规 定 当 人 和 人 8 两 个 比值 不 超过 5% 时 ,可 以 忽略 前 切 变 形 和 轴 力 变形 对 
位 移 的 影响 , 则 对 于 例 5- 5 中 曲 梁 ,使 用 式 (5 - 20) 计 算 位 移 时 ,AhjR 应 符合 什么 条 件 ? 

85-5 思考 题 

5-12 图 乘法 的 适用 条 件 是 什么 ? 求 变 截面 梁 和 拱 的 位 移 时 是 否 可 用 图 乘法 ? 如 果 梁 
的 截面 沿 杆 长 成 阶梯 形变 化 , 求 位 移 时 能 否 用 图 乘法 ? 

5-13 应 用 图 乘法 计算 位 移 时 , 正 负 号 怎样 确定 ? 

5-14 HER M, 图 和 MX 图 都 是 梯形 ,试问 下 列 算法 是 否 正确 ? 

| wasdr=Aw t A; y 


5-15 图 示 M, 图 和 M 图 分 别 为 抛物 线 和 三 角形 .试问 下 列 算法 是 可 正确 ? 
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| i 
* 
Mx 图 km 

思考 题 5- 14 图 思考 题 5- 15 图 


5-16 对 于 图 示 的 M, 图 和 M 图 ,下 列 算法 是 否 正确 ? 


5-17 对 于 图 5- 19 所 示 的 两 个 梯形 , 试 导出 下 列 计算 公式 : 


Í AMkdzr 


5-18 对 于 图 示 的 两 个 图 形 ,是 否 可 用 上 式 (a) 计 算 ? 其 中 ,a .bc .d 的 正 负 号 如 何 定 ? 


M2etad) + (et2d) (a) 


思考 题 5- 18 图 
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ss-6 思考 题 

5-19 计算 温度 改变 引起 的 位 移 时 , 式 (5 -28b) 中 各 项 的 符号 如 何 确定 ? 如 果 例 5 12 
中 峻 上 侧 和 柱 侧 温 度 升 高 15C , 梁 下 侧 和 柱 右 侧 温 度 不 变 , 试 求 位 移 Ao 

$5-8 思考 题 

5-20 试 说 明 变 形体 虚 功 原理 与 刚体 虚 功 原理 的 区 别 。 

5-21 试 说 明 变 形体 虚 功 原理 的 应 用 条 件 和 应 用 范围 。 

5-2 ， 试 说 明 变 形体 虚 功 方程 与 力 系 平衡 方程 .变形 协调 方程 的 关系 。 为 什么 说 变形 
体 虚 力 方程 实际 上 就 是 变形 协调 方程? 

5-23 直接 由 变形 体 虚 力 方程 推导 支 座 移动 时 的 位 移 计算 公式 (5 - 4) 和 局 部 变形 时 的 
位 移 公式 (5 -8)。 

5-24 直接 由 变形 体 虚 力 方程 推导 位 移 计 算 一 般 公式 (5 - 10)。 为 什么 说 此 式 同样 适 
用 于 静 定 和 超 静 定 结构 ” 试 从 推导 过 程 加 以 说 明 。 

讨论 : 位 移 计算 一 般 公式 (5 - 10) 既 可 直接 由 变形 体 虚 力 方程 导出 ,又 可 像 在 $5- 2 中 
那样 由 刚体 体系 虚 力 方程 和 个 加 原理 导出 。 但 在 $5-~ 2 中 是 结合 静 定 结构 进行 的 ,因而 尚 
未 证 明 式 (5 - 10) 还 可 用 于 求 超 静 定 结构 的 位 移 (参见 思考 题 5- 5). 

§5-9 思考 题 

5-25 试 就 下 列 两 图 说 明 位 移 互 等 定理 ,并 说 明 其 中 ó, 和 sx 的 量 纲 是 什么 ? 


F: 5 
思考 题 5-25 图 
5-26 反 力 互 等 定理 是 否 可 用 于 静 定 结构 ? 这 时 会 得 出 什么 结果 ? 
5-27 位 移 反 力 互 等 定理 是 否 可 用 于 静 定 结构 ? 是 否 可 用 于 非 弹性 的 静 定 结构 ? 


5-28 试 就 静 定 刚 架 的 两 种 状态 说 明 位 移 反 力 互 等 定理 。 在 图 a 所 示 状 态 中 , 设 刚 架 
的 支 座 A 有 给 定 转角 0, ;在 图 b 所 示 状 态 中 . 设 刚 架 在 C 点 有 给 定 荷载 Fr 。 


c, ©) a = 
B| 
rB I 
a 


思考 题 5- 28 图 
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5-29 思考 题 5- 28 中 5 和 ,的 量 纲 是 什么 ? 设 9, =0.001 rad, 试 用 位 移 反 力 互 
等 定理 求 C 点 的 竖 向 位 移 。 

5-30 式 (5- 4).(5-5).(5-6) 都 是 计算 位 移 的 公式 : 

A=- YF, A=M0. A=Foy 
其 中 - Fuk M .Fa 都 是 位 移 影响 系数 。 试 用 反 力 位 移 互 等 定理 及 其 公式 (5 - 44) 加 以 论证 。 
3 a 

S-1 试用 刚体 体系 虚 力 原理 求 图 示 结 构 D 点 的 水 平 位 移 : 

(a) 设 支 座 A 向 左 移动 1 cm. 

(b) ZE A 下 沉 1 cm. 

(c) REE B Fi 1 cm. 


5-2 设 图 示 支 肉 A 有 给 定位 移 A, .A, Ape WR K 点 的 竖 向 位 移 Av ,水 平 位 移 An 
和 转角 0。 


4 3a 
题 5-! 图 题 5-2 图 


5-3 设 图 永 三 铵 拱 支 座 B 向 右 位 移 单位 距离 。 试 求 C 点 的 竖 向 位 移 A. .水 平 位 移 
A, 和 其 个 半 拱 的 相对 转角 Aso 


5-4 设 图 示 三 铵 拱 中 的 拉杆 AB fE D 点 装 有 花 兰 螺丝 。 如 果 拧紧 螺丝 ,使 截面 D, 与 
D, 彼此 靠近 的 距离 为 4, 试 求 C 点 的 竖 向 位 移 A。 


十 
i | 一 和 -一 和 本 


Bs- 3 图 题 5-4 图 


A 
ii 


5-5 设 图 示 柱 AB 由 于 材料 收缩 ,产生 应 变 - e. POR 点 的 水 平 位 移 A。 
5-6 设 由 于 温度 升 高 ,图 示 杆 AC 伸 长 Aw = 1 mm.ff CB 伸 长 os=1.2 mm。 试 求 C 


第 5 章 ， 虚 功 原 理 与 结构 位 移 计 算 


点 的 竖 向 位 移 4。 


题 5-5 图 题 5-6 图 


5-7 试用 积分 法 求 图 示 悬 辟 梁 A WME P C 点 的 竖 向 位 移 和 转角 (忽略 剪 切 变形 的 
影响 ) 。 
5-8 试用 积分 法 求 图 示 梁 的 跨 中 挠 度 (忽略 剪 切 变形 的 影响 )。 


(a) (a) 
ji H H “4 a B, 
22 
d EI 
4 A d A > 
b) e) 
p Fp Fp 
4 El B 和 $ | 多 
I r | > , 
oje a E, 


题 5-7 图 题 5-8 图 


5-9 试 求 图 示 简 支 梁 中 点 C 的 竖 向 位 移 A ,并 将 剪 力 和 弯 矩 对 位 移 的 影响 加 以 比较 。 


设 截面 为 矩形 ,/ 为 截面 高 度 .G= Q E.k- 1.2. 亿 = 而 
5-10 试 求 图 示 结 点 C 的 竖 癌 位移 4 , 设 各 杆 的 EA 相等 。 
5-11 试 求 图 示 结构 结 点 C 的 水 平 位 移 A , 设 各 杆 的 EA 相等 。 


5 12 试 求 图 示 结 构 C 的 水 平 位 移 A, , 设 各 杆 的 EA 相等 。 


题 5-9 图 题 5-10 图 


Er 


mi 
题 5-11 图 题 5- 12 图 
5-13 试 求 图 示 等 截面 加 弧 曲 杆 A AWEH Av 和 水 平 位 移 Ans RAM AB 为 
才 个 加 周 ,半径 为 REI 为 常数 。 


q 
HH 
C 
x 
一 二 一 -一 4 一 
题 5-13 图 题 5-14 图 


S-14 试 求 图 示 曲 梁 B 点 的 水 平 位 移 A, ,已 知 蝎 梁 轴线 为 抛物 线 , 方 程 为 


y= Hr) 
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El 为 常数 ,承受 均 布 荷载 4。 计 算 时 可 只 考虑 弯曲 变形 。 设 拱 比 较 平 . 可 取 ds = dr. 

S-15 试用 图 乘法 解 习题 5 一 7。 

5-16 试用 图 乘法 解 习题 5- 8。 

5~17 试用 图 乘法 求 图 示 梁 的 最 大 找 度 fro 

5-18 试 求 图 示 梁 在 截面 C 和 EE MHE. BM E=2.0x10 MPa, J, =6360em ,1 
= 12 430 cm’ 。 


于 2m 2m 2m 2m 
题 5-17 图 题 5- 18 图 


5-19 试 求 图 示 梁 C 点 找 度 ,已 知 F, =9 000 N. q=15 000 Njm, 梁 为 18 PTER 
= 1 660 cm ,h = 18 em, E = 2.1 x 10° MPa 
5-20 试 求 图 示 梁 CAHE, 已 知 EF] =2x 0"kN:em' 


F, 
š À 20 kN/m OLN 2okN/m|40kN 
D ú a € % 
Sm Sm 15m .| FB hm 
题 5-19 图 Bi s - 20 84 


5-21 试 求 图 示 梁 B 9860949808. 
5-2 试 求 图 示 刚 架 A 点 和 点 的 竖 向 位 移 。 已 知 梁 的 惯性 矩 为 21, 柱 的 惯性 矩 
为 了 


Fp aka 
EL Eh W, j 
l-a a 
E J] — 
题 5- 21 图 题 5-22 图 


S-23 RREAK E 点 的 水 平 位 移 和 截面 有 的 转角 。 设 各 杆 E 为 常数 。 


= 题 203 


5-24 试 求 图 示 结 构 B 点 的 水 平 位 移 。 


D E 
4 G 
A B. 
6m 6m 
题 5-23 图 题 5-24 图 
5-25 试 求 图 示 结 构 C 点 的 水 平 位 移 A, 竖 向 位 移 Av ,转角 0。 设 各 杆 E1 与 FA 为 


常数 。 

(a) 忽略 轴 向 变形 的 影响 。 

(b) 考虑 轴 向 变形 的 影响 。 

5-26 试 求 题 5-8 简 支 梁 截面 A 和 B 的 相对 转角 A。 

5-27 图 示 框 形 刚 架 ,在 顶部 横梁 中 点 被 切 开 。 试 求 切口 处 两 侧 截面 A 与 也 的 竖 向 相 
对 位 移 A, ,水 平 相 对 位 移 A, 和 相对 转角 Ao WAI El 为 常数 。 


Fe 


A 
— 


8 s - 25 题 5-27 图 
5-28 试 求 图 示 结 构 中 A .B 两 点 距离 的 改变 值 A。 设 各 杆 截面 相同 。 
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5-29 设 图 示 三 贸 刚 架 内 部 升温 30 C ,各 杆 截面 为 短 形 ,截面 高 度 h 相同 。 试 求 C 点 


的 竖 向 位 移 Ar 
5-30 在 简 支 梁 两 端 作用 一 对 力 偶 M .同时 梁 上 边 温 度 升 高 1, ,下边 温 度 下 降 o 


求 端点 的 转角 0. 如果 6=0, 问 力 偶 M 应 是 多 少 ? 设 梁 为 矩形 截面 ,截面 尺寸 为 5A。 


题 5-29 图 题 5-30 图 
5 -31 题 5 - 3 中 的 三 匀 拱 温度 均匀 上 升 1。 试 求 C 点 的 竖 向 位 移 A， 和 C tem MAR 
=G r). 


面 的 相对 转角 A, , 拱 轴 方程 为 、 
5-32 题 5-10 中 检 架 的 下 弦 杆 温度 上 升 :。 试 求 C 点 的 竖 向 位 移 Ar 。 


#6 = 
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以 下 第 6 章 至 第 9 章 讨论 超 静 定 结构 的 计算 问题 。 

结构 计算 的 内 容 包括 计算 内 力 和 位 移 ,以 校 核 强度 和 刚度 。 解 算 这些 内 力 
和 位 移 所 依据 的 条 件 包括 静 力 平衡 条 件 和 变形 协调 条 件 。 

超 静 定 结构 与 静 定 结构 在 计算 方面 的 主要 区 别 在 于 : 静 定 结构 的 内 力 只 根 
据 静 力 平衡 条 件 即 可 求 出 ,而 不 必 考虑 变形 协调 条 件 ,也 就 是 说 ,内 力 是 静 定 的 ; 
超 静 定 结构 的 内 力 则 不 能 单 从 静 力 平衡 条 件 求 出 ,而 必须 同时 考虑 变形 协调 条 
件 , 换 句 话说 ,内 力 是 超 静 定 的 。 

为 了 解 算 问 题 的 方便 , 常 在 超 静 定 结构 的 所 有 未 知 量 中 选 出 一 部 分 作为 基 
本 未 知 量 。 解 算 时 ,首先 把 其 余 未 知 量 表示 成 基本 未 知 量 的 函数 ,然后 再 集中 力 
量 来 解 出 基本 未 知 量 。 

根据 基本 未 知 量 选 择 方法 的 不 同 , 超 静 定 结构 的 解法 可 分 为 两 大 类 : 

力 法 一 一 取 某 些 力作 基本 未 知 量 。 

位 移 法 一 一 取 某 些 位 移 作 基本 未 知 量 。 

力 法 和 位 移 法 是 计算 超 静 定 结构 的 两 个 基本 方法 。 

力 法 是 提出 较 早 .发展 最 完备 的 计算 方法 ,同时 也 是 更 为 基本 的 方法 。 力 法 
是 把 超 静 定 结构 拆 成 静 定 结构 ,再 由 静 定 结构 过 渡 到 超 静 定 结构 。 静 定 结构 的 
内 力 和 位 移 计 算是 力 法 计算 的 基础 ,因而 在 学 习 力 法 时 ,要求 巩固 地 掌握 静 定 结 
构 的 分 析 方法 。 本 章 讨 论 力 法 的 原理 及 其 应 用 。 先 讨论 力 法 的 一 般 原理 ,再 讨 
论 其 在 超 静 定 刚 架 、 排 架 \ 拱 , 术 架 和 组 合 结构 等 体系 中 的 应 用 。 

位 移 法 的 提出 较 力 法 稍 晚 些 ,是 在 20 世纪 初 为 了 计算 复杂 刚 架 而 建立 起 来 
的 。 位 移 法 是 把 结构 拆 成 杆 件 ,再 由 杆 件 过 渡 到 结构 。 杆 件 的 内 力 和 位 移 关系 
是 位 移 法 的 计算 基础 ,因而 在 学 习 位 移 法 时 ,要求 巩固 地 掌握 杆 件 的 分 析 方法 及 
杆 件 的 基本 特性 。 位 移 法 虽然 主要 用 于 超 静 定 结构 ,但 也 可 用 于 静 定 结构 。 从 
力 法 角度 看 , 静 定 与 超 静 定 的 界限 是 很 分 明 的 ,但 从 位 移 法 角度 看 ,这 条 界限 是 
无 关 紧要 的 。 第 7 章 将 讨论 位 移 法 的 原理 及 其 应 用 。 

用 力 法 和 位 移 法 计算 结构 时 ,都 要 求解 联 立 方程 。 求 解 联 立方 程 ,可 采用 直 
接 解法 或 渐 近 解法 。 在 渐 近 解法 中 ,开始 只 是 得 出 近似 解 ,然后 逐步 加 以 修正 ， 
最 后 收敛 十 精确 解 。 结 构 力学 中 的 渐 近 法 有 两 种 应 用 方式 。 一 种 方式 是 先 从 力 
学 上 建立 方程 组 ,然后 从 数学 上 对 方程 组 采用 渐 近 解法 。 另 一 种 方式 是 不 建立 
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方程 组 ,而 是 直接 考虑 结构 的 受 力 状态 ,从 开始 时 的 近似 状态 逐步 调整 ,最 后 收 
敛 于 真实 状态 。 力 法 和 位 移 法 都 可 以 采用 渐 近 解法 ,但 以 位 移 法 的 收敛 性 能 较 
好 而 被 广泛 采用 - 第 8 章 将 介绍 的 力矩 分 配 法 和 无 剪 力 分 配 法 都 是 属于 位 移 法 
类 型 的 渐 近 解法 ,是 不 建立 方程 组 ,直接 从 力学 意义 去 渐 近 。 它 的 优点 是 ,计算 
过 程 中 的 每 个 步骤 都 有 明确 的 物理 意义 ,便于 理解 和 记忆 ,因而 是 一 种 便于 掌握 

第 9 章 矩 阵 位 移 法 将 讨论 一 种 适合 计算 机 进行 计算 的 结构 分 析 方法 。 这 个 
方法 与 位 移 法 一 样 ,计算 时 先 把 结构 拆 开 , 分 解 成 杆 件 ; 然 后 再 将 这 些 杆 件 按 一 
定 条 件 集合 成 结构 。 为 了 适应 电 算 的 特点 ,在 理论 推导 中 采用 了 和 矩阵 方法 。 和 矩 
阵 方法 使 推导 过 程 书写 简明 ,便于 使 计算 过 程 程序 化 。 

本 章 介绍 超 静 定 结构 的 第 一 个 基本 解法 一 一 力 法 。 力 法 的 要 点 是 以 静 定 结构 
为 基本 结构 ,将 多 余 约 束 力作 为 基本 未 知 量 ,根据 变形 条 件 建立 力 法 方程 并 求解 。 

学 习 本 章 时 首先 要 掌握 力 法 的 原理 ,然后 是 对 各 种 结构 形式 在 荷载 温度 和 支 
座 移动 等 条 件 下 加 以 应 用 。 此 时 ,应 注意 各 种 结构 形式 的 受 力 和 变形 特点 。 


$6-1 超 静 定 结构 的 组 成 和 超 静 定 次 数 


1. 超 静 定 结构 的 组 成 
为 了 认识 超 静 定 结构 的 特性 , 现 把 它 与 静 定 结构 作 一 些 对 比 。 
-个 结构 ,如 果 它 的 支 座 反 力 和 各 截面 的 内 力 都 可 以 用 静 力 平 衡 条 件 唯一 
地 确定 ,就 称 为 静 定 结构 。 图 6 - la 所 示 简 支 梁 是 静 定 结构 的 一 个 例子 。 一 个 
结构 ,如 果 它 的 支 座 反 力 和 各 截面 的 内 力 不 能 完全 由 静 力 平衡 条 件 唯一 地 加 以 
确定 ,就 称 为 超 静 定 结构 。 图 6- lb 所 示 连 续 梁 是 超 静 定 结构 的 一 个 例子 。 


$6-1 36383 £ 4 658 pk 46 36365 ë k K 


207 


再 从 几何 构造 看 , 简 支 梁 和 连续 梁 都 是 几何 不 变 的 。 如 果 从 简 支 梁 中 去 掉 
支 杆 BB, 就 变 成 了 几何 可 变 体系 。 反 之 ,如 果 从 连续 梁 中 去 掉 支 杆 C, 则 仍 是 几 
何不 变 的。 因此 , 支 杆 C 是 多 余 约束 。 由 此 引出 如 下 结论 : 静 定 结构 是 没有 多 
余 约 东 的 几何 不 变 体系 ,而 超 静 定 结构 则 是 有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体 系 。 

总 起 来 说 ,内 力 是 超 静 定 的 ,约束 有 多 余 的 ,这 就 是 超 静 定 结构 区 别 于 静 定 
结构 的 基本 特点 

2. 超 静 定 次 数 

从 几何 构造 看 , 超 静 定 次 数 是 指 超 静 定 结构 中 多 余 约 束 的 个 数 。 如 果 从 原 
结构 中 去 掉 ”个 约束 ,结构 就 成 为 静 定 的 , 则 原 结构 即 为 n 次 超 静 定 结构 。 

由 于 原 结构 是 几何 不 变 的 ,因此 由 $2-3 可 知 , 超 静 定 次 数 ”为 

n=-W (a) 

从 静 力 分 析 看 , 超 静 定 次 数 等 于 根据 平衡 方程 计算 未 知 力 时 所 缺少 的 方程 
的 个 数 , 即 多 余 末 知 力 (多 余 约 束 力 ) 的 个 数 。 

例如 ,图 6-2a,b,c.d 所 示 超 静 定 结构 ,在 撤去 或 切断 多 余 约束 后 , 即 变 为 
图 6-3a.bc.d 中 的 静 定 结构 ,在 图 中 同时 还 标明 了 相应 的 多 余 约束 力 X,。 因 
此 ,其 超 静 定 次 数 分 别 为 2.4 .6 .3。 


(G ， O) J 


@ Fi 四 


6-2 


按照 式 (a) 求 超 静 定 次 数 时 ,关键 是 要 学 会 把 原 结构 拆 成 一 个 静 定 结构 。 这 
里 要 注意 以 下 几 点 : 

(1) 撤去 一 根 支 杆 或 切断 一 根 链 杆 ,等 于 拆 掉 一 个 约束 (图 6 一 3a、b)。 

(2) 撤去 一 个 铵 支 座 或 撤去 一 个 单 铵 ,等 于 拆 掉 两 个 约束 。 

G) 撤去 一 个 固定 端 或 切断 一 个 梁 式 杆 , 等 于 拆 掉 三 个 约束 (图 6 一 3c)。 

(4) 在 连续 杆 中 加 入 一 个 单 贸 , 等 于 拆 掉 一 个 约束 (图 6 一 3d)。 

此 外 ,还 要 注意 : 
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(a) 4 
; |x 
© z, Y z 四 
X, ni JA 
FA 4 
水 入 
图 6-3 


(5) 不 要 把 原 结构 拆 成 一 个 几何 可 变 体系 , 即 不 能 去 掉 必 要 约束 。 例 如 ,如 
果 把 图 6 一 2a 所 示 梁 中 的 水 平 支 杆 拆 掉 , 它 就 变 成 了 几何 可 变 体系 。 

(6) 要 把 全 部 多 余 约束 都 拆除 。 例 如 ,图 6- 4a 中 的 结构 ,如 果 只 拆 去 一 根 
竖 向 支 杆 ,如 图 6- 4b 所 示 , 则 其 中 的 闭合 框 仍然 具有 三 个 多 余 约束 。 必 须 把 闭 
合 框 再 切 开 一 个 截面 ,如 图 6- 4c 所 示 , 这 时 才 成 为 静 定 结构 。 因 此 , 原 结构 总 
共有 四 个 多 余 约束 。 


图 6-4 


也 可 以 按 式 (a) 利 用 第 2 章 的 式 (2 - 6) 和 式 (2 - 7) 来 计算 超 静 定 次 数 。 如 
柏 架 的 超 静 定 次 数 ”为 
n=-W=b-2j 
以 图 6- 2b 所 示 术 架 为 例 ,5=24,j=10, 所 以 
n=24-2x10=4 


$S6-2 力 法 的 基本 概念 
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$6-2 力 法 的 基本 概念 


1. 基本 思路 

力 法 是 计算 超 静 定 结构 的 最 基本 的 方法 。 

采用 力 法 解 超 静 定 结构 问题 时 ,不 是 孤立 地 研究 超 静 定 问题 ,而 是 把 超 静 定 
问题 与 静 定 问题 联系 起 来 ,加 以 比较 ,从 中 找到 由 静 定 过 渡 到 超 静 定 的 途径 。 

下 面 结合 图 6 - Sa 所 示 一 次 超 静 定 结构 说 明 力 法 中 的 三 个 基本 概念 。 

(1) 力 法 的 基本 未 知 量 

将 图 6- Sa 中 的 超 静 定 结构 与 图 6- 5b 中 的 静 定 结构 加 以 比较 : 

在 图 6- 5b 中 有 三 个 未 知 反 力 FaFa .MA ,可 用 三 个 平衡 方程 全 部 求 出 。 

在 图 6- Sa 中 ,在 支 座 B 处 还 多 了 一 个 未 知 力 X,。 这 个 多 余 示 知 力 无 法 由 
平衡 方程 求 出 。 因 此 ,在 超 静 定 结构 中 遇 到 的 新 问题 就 是 计算 多 余 未 知 力 X， 
的 问题 。 只 要 X, 能 够 设法 求 出 , 则 剩 下 的 问题 就 是 静 定 的 问题 了 。 

力 法 的 第 一 个 特点 是 :把 多 余 未 知 力 的 计算 问题 当 作 超 静 定 问题 的 关键 问 
题 ,把 多 余 未 知 力 当 作 处 于 关键 地 位 的 未 知 力 一 一 称 为 力 法 的 基本 未 知 量 。 力 
法 这 个 名 称 就 是 由 此 而 来 的 。 

在 力 法 中 ,不 是 把 全 部 未 知 力 Fw Fa Mi X 平均 看 待 ,而 是 从 中 把 基本 
未 知 量 X, 突出 出 来 ,作为 主攻 目标 。 因 为 只 要 X, 能 解 出 ,其 余 的 未 知 力 也 就 
迎刃而解 了 (在 图 6 一 5a 中 ,也 可 以 把 Fw 或 MA 取 作 基本 未 知 量 。) 

(2) 力 法 的 基本 体系 


n 
$ B ENNA B 
a fx, Fa 
© 四 
7 P —— 
基本 体系 x 基本 结构 


在 图 6- 5c 中 ,把 图 6- 5a 中 的 多 余 约束 ( 支 座 B) 去 掉 ,而 代 之 以 多 余 未 知 


210 


第 6 章 力 法 


H X ,这 样 得 到 的 含有 多 余 未 知 力 的 静 定 结构 称 为 力 法 的 基本 体系 。 与 之 相 
应 ,把 图 6- Sa 中 诛 赵 静 定 结构 中 多 余 约 束 ( 支 座 B) 和 荷载 都 去 掉 后 得 到 的 静 
定 结构 称 为 力 法 的 基本 结构 (图 6- 5d)。 

在 基本 体系 中 仍然 保留 原 结构 的 多 余 约束 反 力 X, ,只 是 把 它 由 被 动力 改 为 
主动 力 ,内 此 基本 体系 的 受 力 状态 可 使 之 与 原 结构 完全 相同 。 由 此 看 出 ,基本 体 
系 本 身 既是 静 定 结构 ,又 可 用 它 代表 原来 的 超 静 定 结构 。 因 此 , 它 是 由 静 定 结构 
过 渡 到 超 静 定 结构 的 一 座 桥梁 - 

(3) 力 法 的 基本 方程 

怎样 才能 求 出 图 6 - Sa 中 基本 未 知 量 X, 的 确定 值 ”显然 不 能 利用 平衡 条 
件 求 出 ,必须 补充 新 的 条 件 。 

前 面 已 经 说 明 : 图 6- Sc 中 的 基本 体系 可 以 转化 为 图 6 - Sa 中 的 超 静 定 结 
构 。 现 在 需要 说 明 , 在 什么 条 件 下 ,图 6 一 5c 中 的 基本 体系 才能 真正 变 成 图 6 一 
Sa 中 的 超 静 定 结构 。 为 此 ,将 图 6- 5a 和 图 6- Sc 加 以 比较 。 

在 图 6 - Sa 所 示 的 超 静 定 结构 中 ,X, 是 被 动力 ,是 固定 值 。 5 X, 相应 的 
位 移 A (E B 点 的 竖 向 位 移 ) 等 于 零 。 

在 图 6- Sec 的 基本 体系 中 ,X, 是 主动 力 ,是 变量 。 如 果 X, 过 大 , 则 梁 的 B 
MEEA E X, 过 小 , 则 B 端 往 下 垂 。 只 有 当 B 端的 竖 向 位 移 正 好 等 于 零 
时 ,基本 体系 中 的 变 力 X, 才 与 超 静 定 结构 中 常 力 X, 正好 相等 ,这 时 基本 体系 
才能 真正 转化 为 原来 的 超 静 定 结 

由 此 看 出 ， 基本 体系 转化 为 原来 超 攻 定 结 寺 构 的 条 件 是 :基本 体系 沿 多 余 未 知 
Ji X, 方向 的 位 移 A, 应 与 原 结构 相同 , 即 

A, =0 (a) 

这 个 转化 条 件 是 一 个 变形 条 件 , 也 就 是 计算 多 余 未 知 力 时 所 需要 的 补充 
条 件 。 

下 面 只 讨论 线性 变形 体系 的 情形 ,并 应 用 得 加 原理 把 变形 条 件 (a) 写 成 显 含 
£ RM X, 的 展开 形式 , 称 为 力 法 的 基本 方程 。 

图 6- 6a 所 示 基本 体系 承受 荷载 q 和 未 知 力 Xi 的 共同 作用 。 根 据 合 加 原 
理 , 状 态 (a) 应 等 于 状态 (b) 与 (c) 的 总 和 ,这 里 状态 (b)、(c) 分 别 表示 其 本 结构 在 
q fu X, 单独 作用 下 的 受 力 状态 ,如 图 6 一 6bc 所 示 。 因 此 ,变形 条 件 (a) 可 表示 
如 下 : 

A Z Art An =O (b) 
这 里 ,4A, 是 基本 体系 在 荷载 与 未 知 力 X, 共同 作用 下 沿 X, 方向 的 总 位 移 ( 图 
6-6a 中 8B 点 的 竖 疝 位 移 )。 
A 是 基本 结构 在 荷载 单独 作用 下 沿 X 方向 的 位 移 (图 6- 6b)。 
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(a) {b) [9) 
= urin) ,4 -一 En 
A EI B| A Ba br 
x x, 
FF 一 一 二 一 一 
图 6-6 


4 是 基本 结构 在 未 知 力 X, 单独 作用 下 沿 X, 方向 的 位 移 ( 图 6-6c)。 
位 移 A, ,Aue Au 的 方向 如 果 与 未 知 力 X, 的 正方 向 相同 , 则 规定 为 正 。 
4u 是 由 未 知 力 X, 引起 的 位 移 。 根 据 合 加 原理 ,位 移 Au 应 与 未 知 力 X, 
成 正比 ,其 中 的 比例 系数 如 用 6 表示 , 则 可 写成 
An = ón X, (c) 
由 此 看 出 ,系数 6,, 在 数值 上 等 于 基本 结构 在 单位 力 X, = 1 单独 作用 下 沿 X, Jr 
向 产生 的 位 移 ( 图 6-7b)。 将 式 (c) 代 和 人 式 (b) , 即 得 
SuX,+Ar=0 (6-1) 
这 就 是 在 线性 变形 条 件 下 一 次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 。 
力 法 方程 中 的 系数 6,, 和 自由 项 Ai 都 是 基本 结构 即 静 定 结构 的 位 移 , 我 们 
已 经 熟悉 其 计算 方法 。 为 了 计算 Su 和 Ai , 作 基 本 结构 在 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 
Mp( 图 6 一 7c) 和 在 单位 力 X, = 1 作用 下 的 弯 和 矩 图 M. (图 6-7d)。 应 用 图 乘 
法 ,得 
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代入 力 法 方程 (6- 1) 得 


È y a 
3EPO BEI? 
由 此 求 出 : 
3 
x = 4 


求 得 的 未 知 力 是 正 号 ,表示 反 力 X, 的 方向 与 原 设 的 方向 相同 。 


多 余 未 知 力求 出 以 后 ,就 可 以 利用 平衡 (a) 


条 件 求 原 结构 的 支 座 反 力 , 作 内 力图 ,计算 e (unha, 
结果 如 图 6-8a.b< 所 示 。 sl 1 faai 
REAMER, AARE — Eg 


M 也 可 以 用 下 列 公式 表示 : © 
M=M,X, +M, (6-2) 


RE, M, 是 单位 力 X, = 1 在 基本 结构 中 任 sql, 


(c) 
REES, M, 是 荷载 在 基本 结 
构 中 所 产生 的 弯 矩 。 


2. 多 次 超 静 定 结构 的 计算 
结合 图 6 - 9a 所 示 刚 架 进 行 讨论 。 这 
是 一 个 两 次 超 静 定 结构 。 如 果 取 B 点 两 根 


支 杆 的 反 力 X， 和 X, 为 基本 未 知 量 , 则 基本 体系 如 图 
结构 如 图 6 一 9c 所 示 。 


图 6-9 


图 6-8 
6 一 9b 所 示 , 相 应 的 基本 


基本 结构 


为 了 确定 多 余 未 知 力 X, 和 X, ,可 利用 多 余 约束 处 的 变形 条 件 : 即 基本 体系 
HE B AU X, 和 X, 方向 的 位 移 应 与 原 结构 相同 , 即 应 等 于 零 。 因 此 ,可 写成 


A,=0] 
A,=0[Í 


(d) 


这 里 ,A, 是 基本 体系 沿 X, 方向 的 位 移 , 即 B 点 的 竖 向 位 移 ;A, 是 基本 体系 沿 
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X, 方向 的 位 移 , 即 B 点 的 水 平 位 移 。 

下 面 应 用 疮 加 原理 把 变形 条 件 式 (d) 写 成 展开 形式 。 为 了 计算 基本 体系 在 
荷载 和 未 知 力 X, X 共同 作用 下 的 位 移 A, .A, , 先 分 别 计算 基本 结构 在 每 种 
力 单独 作用 下 的 位 移 如 下 : 

(1) 荷载 单独 作用 时 ,相应 位 移 为 Ae .As( 图 6- 10a)。 


图 6-10 


(2) 单位 力 X, = 1 单独 作用 时 ,相应 位 移 为 6, .5 (图 6 一 10b); 未 知 力 
X, 单独 作用 时 ,相应 位 移 为 6,, Xi ba Xi。 
(3) 单位 力 X, = 1 单独 作用 时 ,相应 位 移 为 dn a (图 6 一 10c) ;未知 力 X， 
单独 作用 时 ,相应 位 移 为 Sa Xa ðn X. 
由 登 加 原理 ,得 
A= ĝuXı t 6X,+ Aw 
A= u X, + òn X, + Ay 
因此 变形 条 件 (d) 即 为 
ôn X, +n Xa + Ai=0] 
dn X, tôn X, + A =0f 
这 就 是 二 次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 。 
力 法 基本 方程 中 的 系数 o 和 自由 项 A 都 是 基本 结构 的 位 移 。 由 于 基本 结 
构 是 静 定 结构 ,所 以 计算 这 些 系数 和 自由 项 时 并 无 困难 。 
由 基本 方程 求 出 多 余 未 知 力 X, X, 以 后 ,利用 平衡 条 件 便 可 求 出 原 结构 的 
支 座 反 力 和 内 力 。 此 外 ,也 可 利用 从 加 原理 求 内 力 , 例 如 任 一 截面 的 弯 逢 M 可 
用 下 面 的 得 加 公式 计算 : 


(6-3) 


M=M,X,+ M.X, + M, 
RE, M, PAREREA REESE, M, 和 M. 分 别 是 单位 力 X, 
=1 和 X,=1 在 基本 结构 同一 截面 产生 的 弯 矩 。 


O 参见 本 书 符号 表 说 明 3。 


a 法 


同一 结构 可 以 按 不 同方 式 选取 力 法 的 基本 体系 和 基本 未 知 量 。 例 如 ,图 
6 一 9a 所 示 结 构 ,其 基本 体系 也 可 采用 图 6 一 11a 或 b 所 示 体系 。 这 时 , 力 法 基本 
方程 在 形式 上 与 式 (6 -3) 完 全 相同 ,但 由 于 X, 和 X, 的 实际 含义 不 同 , 因 而 变 
形 条 件 的 实际 含义 也 不 同 。 此 外 ,还 要 注意 ,基本 体系 应 是 几何 不 变 的 ,因此 图 
6 一 llc 所 示 瞬 变 体系 不 能 取 作 基本 体系 。 

下 面 讨论 n 次 超 静 定 的 一 般 情形 。 这 时 力 法 的 基本 未 知 量 是 n 个 多 余 未 
AHX ,X;,… X , 力 法 的 基本 体系 是 从 原 结构 中 去 掉 个 多 余 约 束 ,而 代 之 
以 相应 的 ”个 多 余 未 知 力 后 所 得 到 的 静 定 结构 , 力 法 的 基本 方程 是 在 n 个 多 余 
约束 处 的 n 个 变形 条 件 一 一 基本 体系 中 沿 多 余 未 知 力 方向 的 位 移 应 与 原 结构 中 
相应 的 位 移 相 等 。 在 线性 变形 体系 中 ,根据 络 加 原理 ,» 个 变形 条 件 通常 可 写 为 


(a) 9 


图 6-n 


Òn XI + OX t+ ONX, | 
ôa X, oS +A, =0 (6-4) 
Ôn X, tO X; tee + 8,,X, + zl 
式 (6 一 4) 为 n 次 超 静 定 结构 在 荷载 作用 下 力 法 方程 的 一 般 形 式 , 因 为 不 论 结构 
是 什么 形式 ,结构 的 基本 体系 和 基本 未 知 量 怎么 选取 ,其 力 法 的 基本 方程 均 为 此 
形式 ,故常 称 为 力 法 典型 方程 。 
在 方程 (6 4) 中 ,系数 d, 和 自由 项 Ap 都 代表 基本 结构 的 位 移 。 位 移 符 号 


中 采用 两 个 下 标 ,第 一 个 下 标 表示 位 移 的 方向 ,第 二 个 下 标 表 示 产 生 位 移 的 原 
因 。 例 如 ， 


Av 一 一 由 荷载 产生 的 沿 X 方向 的 位 移 ; 

5, 一 一 由 单位 力 X, =1 产生 的 沿 X, 方向 的 位 移 , 常 称 为 季度 系数 。 

位 移 正 负 号 规则 : 当 位 移 As 或 5, 的 方向 与 相应 力 X, 的 正方 向 相同 时 , 则 
位 移 规定 为 正 。 

根据 位 移 互 等 定理 ,系数 ,与 5 是 相等 的 , 即 
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ë, =ð; 
把 方程 组 (6- 4) 中 的 柔 度 系数 合 在 一 起 ,可 写成 下 列 的 矩阵 形式 ， 
fen Bed | 
[ön 
|è 


Ps) 
这 个 矩阵 就 称 为 柔 度 矩 阵 。 从 和 矩阵 的 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 称 为 主 对 角 线 ， 
主 对 角 线 上 的 系数 Su ,6,, ,… ,6,, 称 为 主 系数 , 主 系数 都 是 正 值 , 且 不 为 零 。 不 
在 主 对 角 线 上 的 系数 3, (i 关 j) , 称 为 副 系数 。 副 系数 可 以 是 正 值 或 负 值 ,也 可 
以 为 零 。 根 据 位 移 互 等 定理 , 柔 度 矩阵 是 一 个 对 称 矩 阵 。 
解 力 法 方程 得 到 多 余 未 知 力 Xi , Xa, X, 的 数值 后 , 超 静 定 结构 的 内 力 
可 根据 平衡 条 件 求 出 ,或 者 根据 合 加 原理 用 下 式 计算 : 
M=M,X,+M,X, += + M,X, + M, | 
Fa=FaX,+FaX,+ + + Fa,X. + Fær (6-6) 
Fy = Fa X, + FÚ X, + =: + Fa,X, + Fa) 
RH M, Fa A Fy EER h T X, = 1 作用 而 产生 的 内 力 , M, Fal Fe 
是 基本 结构 由 于 荷载 作用 而 产生 的 内 力 。 在 应 用 式 (6- 6) 第 一 式 画 出 原 结构 的 
弯 和 矩 图 后 ,也 可 以 直接 应 用 平衡 条 件 计算 F. 和 F\ ,并 画 出 F. 和 F. 图 。 


(6-5) 


96-3 超 静 定 刚 架 和 排 架 


计算 刚 架 和 排 架 位 移 时 ,通常 忽略 轴 力 和 前 力 的 影响 ,而 只 考虑 栖 矩 的 影 
响 ,因而 使 计算 得 到 简化 。 轴 力 的 影响 在 高 层 刚 架 的 柱 中 比较 大 , 剪 力 的 影响 当 
杆 件 短 而 粗 时 比较 大 , 当 遇 到 这 种 情况 时 要 作 特 殊 处 理 。 
图 6- 12 所 示 为 装配 式 单 层 单 跨 厂房 的 排 架 计算 
简 图 。 其 中 的 柱 是 阶梯 形变 截面 杆 件 , 柱 底 为 固定 端 ， 
柱 项 与 横梁 ( 屋 架 ) 为 匀 接 。 计算 时 常 忽略 横梁 的 轴 向 
变形 。 
例 6-1 图 6-13a 所 示 为 一 超 静 定 刚 架 , 梁 和 柱 
的 截面 惯性 矩 分 别 为 1, 和 L, 1, :1,=2:1。 当 横梁 承受 
均 布 荷载 a=20 kN/m 作 用 时 , 试 作 刚 架 的 内 力图 。 上 
解 (1) 选取 基本 体系 
这 个 刚 架 是 一 次 超 静 定 。 可 以 取 B 点 的 水 平反 力 为 多 余 未 知 力 。 撤 去 B 
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点 水 平 支 杆 而 代 以 未 知 力 X, 后 ,得 到 图 6 一 13b 所 示 的 基本 体系 。 

(2) 列 出 力 法 方程 

基本 体系 应 满足 B 点 无 水 平 位 移 的 变形 条 件 。 力 法 方程 为 

GnuXi+Ap=0 

(3) 求 系数 和 自由 项 

系数 Su 和 自由 项 Aip 都 是 基本 结构 ( 静 定 刚 架 ) 的 位 移 。 计 算 刚 架 位移 时 
只 考虑 弯 矩 的 影响 。 为 此 ,绘制 基本 结构 在 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 , 即 Mr 图 ( 称 
AHRS ER) ;在 单位 力 X, = 1 作用 下 的 弯 和 矩 图 , 即 M, 图 ( 称 为 单位 弯 矩 
图 ) ,分 别 如 图 6- 13ec.d 所 示 。 


(a) q=20kN/m (b) 4=20XN/m 


X, 


A 基本 体系 B 


(O) 


HEM m) 


图 6-13 
计算 位 移 时 采用 图 乘法 : 
ar- 了 es- -二 x (x8 mx160 kNm) x6 m 
_ _ 5 120 kN-m° 
ET, 
这 里 ,由 于 横梁 的 M, 图 与 M, 图 不 在 同一 边 , 故 乘积 为 负 值 。 


MM 
a => [6 mx8m) x6mt pr x (Fx6mx6 m) x 
' 2 
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= — 288 m° _ 144 m° 
(36m) r + 
因 卫 = 六 是 , 故 
_576 m° 
Sn = ET, 
(4) 求 多 余 未 知 力 


将 5， 及 Amw 代 人 力 法 方程 ,得 


576 m° y _ 5120 kN:m _ 
ET, 


0 
所 以 
X,=% kN 

因为 力 法 方程 的 各 项 都 有 EL ,可 以 消去 。 由 此 可 见 , 计 算 超 静 定 刚 架 在 荷载 作 
用 下 的 内 力 时 ,只 需要 知道 各 杆 El 的 相对 值 ,而 不 需要 各 杆 EI 的 绝对 值 。 

(5) 作 内 力图 

多 余 未 知 力求 出 以 后 , 作 内 力图 的 问题 即 属 于 静 定 问题 。 通 常 作 内 力图 的 
次 序 为 :首先 ,利用 已 经 作 好 的 M, 图 和 M, 图 作 最 后 弯 矩 图 ;然后 ,利用 弯 矩 图 
作 蚊 力图 ;最 后 ,利用 前 力图 作 轴 力 图 。 现 分 述 如 下 : 

1) E B 

S Ei # J Zt zÑ 39 

M= MX,+ M, 

因此 ,以 X, =80/9 kN 乘 M, 图 后 ,再 与 M, 图 相 加 , 即 得 出 M 图 (图 6 一 14a)。 

2) 作 剪 力图 

作 任 一 杆 的 前 力图 时 ,可 取 此 杆 为 隔离 体 ,利用 已 知 的 杆 端 蛮 矩 ,由 平衡 条 
件 求 出 杆 端 剪 力 ,然后 作 此 杆 的 前 力图。 

以 CD 杆 为 例 , 其 隔离 体 图 如 图 6- 14b 所 示 ( 其 中 杆 端 轴 力 未 画 出 )。 求 出 
杆 端 前 力 后 , 即 可 在 图 6 一 14c HEF CD 的 Fu 图 。 

最 后 的 Fu 图 如 图 6- 14c 所 示 。 

3) 作 轴 力图 

作 任 一 杆 的 轴 力 图 时 ,可 取 结 点 为 隔离 体 , 利 用 已 知 的 杆 端 剪 力 ,由 平衡 条 
件 求 出 杆 端 轴 力 ,然后 作 此 杆 的 轴 力 图 。 

以 结 点 C 为 例 , 其 隔离 体 图 如 图 6- 14d 所 示 ( 隔 离 体 上 作用 的 力矩 未 画 
出 ), 每 个 结 点 有 两 个 投影 方程 。 按 照 适 当 的 次 序 截取 结 点 ,就 可 以 求 出 所 有 杆 
端 轴 力 。 轴 力图 如 图 6 一 14e 所 示 。 
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e 20kN/m 


(ts miyim 5 


Fa 图 (单位 kN) 


图 6-14 


例 6-2 图 6-15 为 两 跨 厂房 排 架 的 计算 简 图 , 试 求 在 所 示 吊 车 荷载 作用 
下 的 内 力 。 计 算 资 料 如 下 : 


(1) 截面 惯性 矩 


Etk: EEE Ia = 10.1x10' cm, FE Ia =28.6 x 10° cm°, 


4.65 m 2, 


上 18m Ki 18m 


图 6-15 
右 住 及 中 柱 : 上 段 L. = 16.1 x 10° em 
(2) 右 跨 吊 车 荷载 
竖 向 荷载 为 Fi = 108 kN, Fyr =43.9 kN。 由 于 For. For S FEMRA 


,下 段 1.=81.8x1l0' cm ç 


$6-3 3⁄3⁄2 928 4636 2 


219 


心 距 <=0.4 m, 因 此 在 H E 点 的 力 偶 荷 载 为 
Mu = Fpue =43.2 kN:m, M, = Fuee=17.6 kN-m 

f 此 排 架 是 二 次 超 静 定 。 横 梁 FG 和 DE 是 两 端 锐 接 的 杆 件 ,在 吊车 荷 
载 作用 下 横梁 起 链 杆 作用 ,只 受 轴 力 。 吊 车 荷载 的 作用 除 使 EE H 两 截面 有 力 
偶 Me、Mn 外 ,还 有 坚 向 的 压力 ;因为 竖 向 压力 只 使 下 柱 产生 轴 力 , 故 在 图 6- 
16a 计算 弯曲 内 力 的 基本 体系 中 ,未 将 竖 向 力 Fre ,Fun 标 出 。 

取 链 杆 FG 和 DE 的 轴 力 X, 和 X, 为 多 余 未 知 力 。 截 断 两 个 链 杆 的 轴 向 约 
东 , 在 切口 处 加 上 轴 力 X, 和 X: ,得 出 基本 体系 如 图 6 - 16a 所 示 。 这 里 ,需要 
说 明 两 点 : 


(e) 


6.75m 2.6m 


Zx, 


图 6-16 


第 一 ,多 余 未 知 力 X, fü X, 都 是 内 力 ;内 力 在 基本 体系 中 是 广义 力 ,是 由 数 
值 相等 方向 相反 的 一 对 力 组 成 的 。 
第 二 ,切断 一 根 杆 件 ,是 指 在 切口 处 把 与 轴 力 . 剪 力 , 蛮 矩 相应 的 三 个 约束 全 
部 切断 。 这 里 , 指 的 是 切断 杆 件 中 的 轴 向 约束 , 即 只 切断 与 轴 力 相应 的 那 一 个 约 
东 , 另 外 两 个 约束 仍然 保留 。 图 6 - 16b 所 示 为 杆 FG 在 切口 处 详细 情形 ,只 切 
断 了 轴 向 约束 。 
力 法 基本 方程 为 
AL=6Xit+pox+Ar=0 
A: = An X, + ôn X: + A= 
这 里 ,A, 和 4; 分 别 表示 与 轴 力 X, 和 X; 相应 的 广义 位 移 , 即 切口 处 两 个 截面 
的 轴 向 相对 位 移 。 因 此 ,这 里 力 法 基本 方程 所 表示 的 变形 条 件 为 :切口 处 两 个 截 
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面 沿 轴 向 应 仍 保持 接触 , 即 沿 轴 向 的 相对 位 移 应 为 零 。 
作 基 本 结构 的 Mp M, M, 图 (图 6 一 17a、b.c), 由 此 求 得 自由 项 和 系数 如 


下 (图 6- 16a 中 国 图 内 的 数字 是 各 杆 EI 的 相对 值 )O: 
(a) G 
(43.2 kN-m 


人 


于 图 (单位 mm 
x= 


图 6-17 
(MM 1 .2.60+9.35 
=y Mr = 1 x2.60+9.35 E 
âr zf ET gT” 3 Xx 6.75X (43.2 + 17.6) =303 
M.M, 1 、6.75x6.75 
ESH 2ds = 一 =- 
Ar zf ET ds 8.10 > x17.6 49.5 
. { Mids 
s = 5 |= 


全 ”因为 超 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 只 与 各 杆 E 的 相对 值 有 关 ,与 各 杆 E1 的 绝对 值 ( 真 值 ) 无 
关 ; 以 后 为 了 计算 的 简单 ,党 采用 相对 值 。 这 时 ,中间 过 程 的 计算 结果 5) .Am 等 已 不 是 真 值 ,而 只 是 相对 
值 , 故 本 例题 在 运算 中 不 注 明 其 单位 。 最 后 内 力 X, 是 真 值 . 注 明 其 单位 。 本 书 中 以 后 凡是 用 相对 值 而 非 
真 值 计算 的 算 例 均 按 此 处 理 , 不 再 一 一 说 明 。 
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L 2.6x2.6、2 


_ 1 
= EE xi x2.6x2+ ghg [2.6x6.75x5.98+ 


365X710] x2=73.4 
[MI _ 1 6.75x6.75 3 1 21x21 
rM = = 
èz [Ers En =a agreta 
4.65x4.65 _ 
2 x2.1+ a x |[2. | 
da= ða = -gx x7.10= -20 
力 法 方程 为 
人 -20X, +303=0 
-20X, +50.9X, -49.5=0 
解 方程 ,得 


X,= -4.33 kN， X,= -0.73 kN 
利用 得 加 公式 M = M, X, + M, X, + M, fE M 图 ,如 图 6-17d 所 示 。 
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析 架 是 链 杆 体系 ,计算 力 法 方程 的 系数 和 自由 项 时 ,只 考虑 轴 力 的 影响 。 组 
合 结构 中 既 有 链 杆 也 有 梁 式 杆 , 计 算 力 法 方程 的 系数 和 自由 项 时 ,对 链 杆 只 考虑 
轴 力 的 影响 ;对 梁 式 杆 通常 可 忽略 轴 力 和 前 力 的 影响 ,只 考虑 弯 矩 的 影响 。 

例 6-3 试 求 图 6- 18a 所 示 超 静 定 架 的 内 力 。 各 杆 截面 面积 在 表 6 一 1 
中 给 出 。 

f ”此 枯 架 为 一 次 超 静 定 , 基 本 体系 如 图 6 一 18b 所 示 。 基 本 结构 在 荷载 作 
用 下 的 各 杆 轴 力 Fw 示 于 图 6 - 18c, 在 单位 力 X, = 1 作用 下 的 各 杆 轴 力 Fw 示 
于 图 6- 18d。 位 移 公式 为 


Ar= LEA 
可 列表 ( 表 6 一 1) 进 行 计算 。 代 入 力 法 方程 后 , 解 得 


Air _ _ -1082 kN/cm E 
x,= -2e _ Q 1082 kN/em E _ 1, 
1 S.S Er EN 


各 杆 轴 力 可 用 下 式 计 算 : 
F.=Fa X, + Fe 
计算 结果 也 列 在 表 6 一 1 中。 
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基本 体系 Fe 


表 6-1 u Ar 和 轴 力 下 的 计算 


@ 6-4 试 求 图 6 - 19a 所 示 一 次 超 静 定 组 合 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 。 
各 杆 的 刚度 给 定 如 下 : 
H AD 为 梁 式 杆 ， 
El = 1.40 x 10 kN- n° 
EA =1.99x 10° kN 
H AC 和 (CD 为 链 杆 ，EA =2.56 10 kN 
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Fr BC 为 链 杆 ， EA =2.02 x 10 kN 
解 (1) 基本 体系 和 力 法 方程 


本 题 为 一 次 超 静 定 结构 ,切断 多 余 @ L aaa š 


链 杆 BC ,在 切口 处 代 以 未 知 轴 力 X, ， 
得 到 图 6- 19b 所 示 基 本 体系 。 基 本 体 
系 由 于 荷载 和 未 知 力 在 X, 方向 的 位 移 
应 当 是 零 , 亦 即 切口 处 两 截面 的 相对 位 
移 应 为 零 。 由 此 得 力 法 方程 : 
Su X, +A, =0 
(2) 系数 和 自由 项 


在 基本 结构 切口 处 加 单位 力 Xi = @) Fro 


1。 各 杆 轴 力 可 由 结 点 法 求 得 ,如 图 6 一 
20a 所 示 。 杆 AD BABE, M, 图 如 图 
6 -20c 所 示 。 

基本 结构 在 荷载 作用 下 ,各 杆 没有 
轴 力 ,只 有 杆 ADASHE, AA M 图 
如 图 6-20b.d 所 示 。 


Fr-l10kN 


|Fp=110 KN 
D 


Fa M, (MAL kNm) 
g=3 kN/m 
© o O 
A 4 E 8.68 gam F D 
= Č c 
M.B (a ft m) M (fh fz kNm) 
图 6-20 
三 1 [ L.49 mx2.975 m 
òn zij Er S + > EA T Daxi kNm X [ 2 


x 
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2 1 1 5 1 
(3x149 m]|X2+ Toni S x5.95 m) + -56x10 Ñ 
(1.93 x3. 09 m) x2+ ITN” (Ú x0.80 m) 

=0.000 419 m/kN 
(MM _ 1 2 x 

A= | “Eras = paronan x | [3 13.25 kN-mx2.975 m) x 

(5x149 m) x24 (去 x135 kN-mX1.225 m) x 

(5x061 m)x2+ (135 kN-mx 1.75 m) x 

0.61 mt1.49m\ 3) 

(smpi) aa] 

=0.043 8 m 

(3) 求 多 余 未 知 力 

Aw 0.0438m > 

x, ön _ 0.000 419 mKN ` 104.5. kN (压力 ) 
(4) 求 内 力 
WJ J 2: N 3 


EN =F. X, + Fy 
M= MX,+ M, 
各 杆 轴 力 及 横梁 AD 弯 和 矩 图 如 图 6 一 21a、b 所 示 。 


图 (单位 kNm) 


图 6-21 
(5) 讨论 
由 图 6- 21b 可 以 看 出 ,横梁 AD 存 中 点 B ZEF 8838128 0) 12 R HA 
104.5 kN ,这 时 横梁 最 大 这 和 拖 为 79.9 kN.m, 如 果 没有 下 部 术 架 的 支承 , 则 横梁 
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AD 为 一 简 支 梁 , 其 弯 矩 图 如 图 6- 22a 所 示 , 其 最 大 弯 矩 为 148.3 kN*m。 可 见 ， 
由 于 桥架 的 支承 ,横梁 的 最 大 弯 矩 减少 了 46% 


(a) sql B pi 


143.7 


139.6 kN 
MM 图 (单位 kNm) 


图 6-22 
还 需 指出 ,这 个 超 静 定 结构 的 内 力 分 布 与 横梁 和 机 架 的 相对 刚度 有 关 。 如 
果 下 部 链 杆 的 截面 很 小 , 则 横梁 的 M 图 接近 于 简 支 染 的 M 图 (图 6 一 22a)。 如 
果 下 部 链 杆 的 截面 很 大 , 则 横梁 的 M 图 接近 于 两 跨 连续 梁 的 M 图 
(BL 6-22b). 
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在 工程 中 ,很 多 结构 具有 对 称 性 ,图 6- 23 是 一 些 具有 对 称 性 的 结构 的 例 
子 。 利 用 对 称 性 可 以 使 计算 工作 得 到 简化 。 本 节 只 讨论 具有 单 对 称 轴 的 常见 
情况 。 

图 6- 24a 所 示 的 对 称 单 跨 刚 架 , 有 一 根 竖 向 对 称 轴 。 所 谓 对 称 结构 ,就 
是 指 : 

(1) 结构 的 几何 形式 和 支承 情况 对 某 轴 对 称 。 

(2) 杆 件 截面 和 材料 性 质 也 对 此 轴 对 称 (因而 杆 件 的 截面 刚度 EI 对 此 轴 对 
称 )。 

作用 在 对 称 结构 上 的 任何 荷载 (图 6 一 24b) 都 可 分 解 为 两 组 :一 组 是 对 称 荷 
载 (图 6- 24c) , 另 一 组 是 反对 称 荷载 (图 6 - 24d)。 对 称 荷载 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 
左右 两 部 分 的 荷载 彼此 重合 (作用 点 相对 应 ,数值 相等 .方向 相同 ) ;反对 称 荷载 
绕 对 称 轴 对 折 后 ,左右 两 部 分 的 荷载 正好 相反 (作用 点 相对 应 ,数值 相等 .方向 相 
反 )。 
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对 称 轴 


(d) 


图 6-23 


图 6-24 


计算 超 静 定 对 称 结构 时 ,为 了 简化 计算 ,应 当选 择 对 称 的 基本 体系 ,并 取 对 
称 力 或 反对 称 力作 为 多 余 未 知 力 。 以 图 6- 24b 所 示 刚 架 为 例 ,可 沿 对 称 轴 上 梁 
的 中 间 截 面 切 开 , 这 样 得 到 的 基本 体系 是 对 称 的 (图 6- 25a)。 这 时 ,多 余 未 知 
力 包括 三 个 广义 力 X. 、X, 和 X 它们 分 别 是 一 对 弯 矩 .一 对 轴 力 和 一 对 剪 力 。 
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其 中 ,X fl X, 是 对 称 力 ,X; 是 反对 称 力 。 
基本 体系 (图 6- 25a) 所 要 满足 的 变形 条 件 是 : 
A,=0 
A,=0 
A,=0 
这 里 ,A, 是 沿 X, 方向 的 位 移 。 由 于 X, E — WS 3 S DS A, 是 指 切口 两 
侧 截面 的 相对 转角 ,而 第 一 个 力 法 方程 是 指 切 口 两 侧 截面 的 相对 转角 应 等 于 零 
(注意 ,这 里 不 是 指 截面 的 转角 等 于 零 ,而 是 指 相对 转角 等 于 零 , 即 两 侧 截面 的 转 
角 应 彼此 相等 )。 同 样 ,第 二 个 和 第 三 个 力 法 方程 分 别 表示 切口 两 侧 截面 的 水 平 
相对 位 移 和 竖 向 相对 位 移 应 等 于 零 。 
图 6-25b.c.d 所 示 为 各 单位 未 知 力作 用 时 的 单位 弯 和 矩 图 和 变形 图 。 显 然 ， 
对 称 未 知 力 X, 和 X, 所 产生 的 弯 矩 图 M, M, 和 变形 图 是 对 称 的 ,反对 称 未 知 
力 X, MEERDE M, 和 变形 图 是 反对 称 的 。 因 此 ， 


图 6-25 

CuxXi+6oxX:+aAr=0 

ôn X + ôn X: +A, =0 (6-7) 
z Xa t+ A =0 


228 第 6 章 2 法 


可 以 看 出 ,方程 已 分 为 两 组 。 一 组 只 包含 对 称 未 知 力 X 、X;, 另 一 组 只 包含 反 
对 称 未 知 力 X.. 

一 般 地 说 ,采用 力 法 计算 任何 对 称 结构 时 ,只 要 所 取 的 基本 未 知 量 都 是 对 称 
力 或 反对 称 力 , 则 力 法 方程 必然 分 解 成 独立 的 两 组 ,其 中 一 组 只 包含 对 称 未 知 
力 , 另 一 组 只 包含 反对 称 未 知 力 ,原来 的 高 阶 方程 组 现在 分 解 为 两 个 低 阶 方程 
组 ,因而 使 计算 得 到 简化 。 

下 面 先 就 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 两 种 情况 作 进 一 步 的 讨论 。 

(1) 对 称 荷载 

以 图 6- 24c 所 示 荷 载 为 例 ,这 时 基本 结构 的 荷载 弯 答 图 Mp 是 对 称 的 (图 
6 一 26a)。 由 于 M, 是 反对 称 的 ,因此 
p= S | Mayas = 0 
代入 力 法 方程 (6 -7) 的 第 三 式 ,可 知 反对 称 未 知 力 X, =0。 对 于 对 称 未 知 力 X, 
和 X，,, 则 需 根 据 前 两 式 进行 计算 (图 6- 26b)。 

一 般 地 说 ,对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ,如 果 所 取 的 基本 未 知 量 都 是 对 称 力 
或 反对 称 力 , 则 反对 称 未 知 力 必 等 于 零 ,只 需 计算 对 称 未 知 力 。 

(2) 反对 称 荷载 


@ P x 
° ° Z 2 2 
= = 
2 m 7 
nm š 图 
F, F, F, F, 
© H x 1] O z > 
x= 
Xx;,=0 
X=x=0 
图 6-26 图 6-27 


以 图 6- 24d 所 未 荷载 为 例 ,这 时 基本 结构 的 荷载 弯 矩 图 M, 是 反对 称 的 
(图 6 一 27a)。 由 于 M, 与 M, 是 对 称 的 ,因此 


ER fds 0 
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M.M, 
EI 
代入 力 法 方程 (6 - 7) 的 前 两 式 , 可 知 对 称 力 X, = X, = 0。 对 于 反对 称 未 知 力 

Xs , 则 需 根据 第 三 式 进行 计算 (图 6- 27b)。 

一 般 地 说 ,对 称 结构 在 反对 称 荷 载 作用 下 ,如 果 所 取 的 基本 未 知 量 都 是 对 称 
力 或 反对 称 力 , 则 对 称 未 知 力 必 等 于 零 ,只 需 计 算 反对 称 未 知 力 。 

最 后 ,讨论 非 对 称 荷载 的 情形 。 这 里 有 两 种 作法 。 

第 一 种 作法 ,把 荷载 分 解 为 对 称 与 反对 称 两 部 分 ,对 这 两 部 分 荷载 分 别 计 
算 , 然 后 把 两 种 结果 全 加 起 来 。 

第 二 种 作法 ,不 进行 分 解 , 直接 取 非 对 称 荷载 进行 计算 。 

以 上 两 种 做 法 各 有 利弊 ,可 根据 情况 选用 。 

归纳 起 来 ,利用 对 称 性 以 简化 计算 的 要 点 如 下 : 

(1) 选用 对 称 的 基本 结构 ,选用 对 称 力 或 反对 称 力 作为 基本 未 知 量 。 

(2) 在 对 称 荷载 作用 下 ,只 考虑 对 称 未 知 力 ( 反 对 称 未 知 力 等 于 零 ) 。 

(3) 在 反对 称 荷载 作用 下 ,只 考虑 反对 称 未 知 力 (对 称 未 知 力 等 于 零 )。 

(4) 非 对 称 荷载 可 分 解 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 。 

最 后 指出 ,对 称 结构 的 计算 还 有 另 一 种 方法 一 一 取 半 边 结构 进行 计算 , 见 
$7-6。 

例 6-5 试 作 图 6- 28a 所 示 对 称 刚 架 在 水 平 力 Fe 作用 下 的 弯 矩 图 。 


A, = > 


ds = 0 


(b) m P (O) Ë 
(0 5 5 (0) 5 
Ë e 
z 学 
图 6-28 


解 ”荷载 F, 可 分 为 对 称 荷载 (图 628b) 和 反对 称 荷载 (图 6 一 28c)。 
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在 对 称 荷载 作用 下 (图 6- 28b) ,可 以 得 出 只 有 横梁 承受 压力 ,而 其 他 杆 


无 内 力 的 结论 。 这 是 因为 计算 刚 架 时 通常 忽略 轴 力 对 变形 的 影响 ,对 此 刚 架 也 
就 是 忽略 横梁 的 压缩 变形 。 在 这 个 条 件 下 ,上 述 内 力 状 态 不 仅 满足 了 平衡 条 件 ， 
也 同时 满足 了 变形 条 件 , 所 以 就 是 真正 的 内 力 状态 。 因 此 ,为 了 求 作 图 6- 28a 
所 示 刚 架 的 弯 矩 图 ,只 需求 作 图 6 - 28c 中 刚 架 在 反对 称 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 
即 可 。 

在 反对 称 荷载 作用 下 ,基本 体系 如 图 6 - 28d 所 示 。 切 口 截面 的 弯 矩 . 轴 力 
都 是 对 称 未 知 力 ,应 为 零 ;只 有 反对 称 未 知 力 X, 存在 。 基 本 结构 在 荷载 和 单位 
未 知 力作 用 下 的 弯 矩 图 ,如 图 6 一 28e\f 所 示 。 由 此 得 
1 ,Fph 1 FA 
yxa] Er" 4ET, 
L £ kuyc Si É. 
2 i -] “zr; t TER 


A =2x [ 


=2 x [1 l [1⁄1 
bu 2x [zxz t (2*7 


代 和 人 力 法 方程, 并 设 人 = PT ,得 


Aw ók .Foh 
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图 6-29 
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结合 上 例 讨论 如 下 : 

弯 矩 图 随 横梁 与 立柱 刚度 比值 而 改变 。 

(1) 当 横 梁 比 立柱 的 了 小 很 多 时 , 即 很 小 时 , 弯 和 矩 图 如 图 6 一 29b 所 示 , 此 
时 柱 顶 弯 矩 趋向 于 零 。 

(2) 当 模 梁 比 立柱 的 1 大 很 多 时 , 即 很 大 时 , 弯 矩 图 如 图 6-29d 所 示 , 此 
时 柱 的 弯 矩 零点 趋 于 柱 的 中 点 。 

(3) 一 般 情况 下 , 柱 的 弯 矩 图 有 零点 ,此 弯 矩 零点 在 柱 上 半 部 范围 内 变动 ， 
当 &=3 时 ,零点 位 置 与 柱 中 点 已 很 接近 (图 6- 29c)。 因 此 ,在 刚 架 受 水 平 结 点 
荷载 的 近似 计算 中 , 当 k23 时 , 常 将 弯 矩 零点 置 于 柱 中 点 ( 即 可 视 横梁 刚度 
EI, 阅 中 ), 以 简化 计算 。 
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拱 结构 在 工程 中 应 用 很 广 。 在 桥梁 方面 ,历史 上 有 著名 的 赵 州 石 拱桥 。 近 
年 来 双 曲 拱桥 被 广泛 采用 。 在 建筑 方面 , 除 采用 落地 式 拱 顶 结构 外 ,通常 采用 带 
拉杆 的 拱 式 屋 架 (在 图 630a 中 , 曲 杆 为 钢筋 混凝土 鬼 件 ,拉杆 为 角钢 . 吊 杆 是 
为 了 防止 拉杆 下 垂 而 设 的 附件 ,图 6 - 30b 为 计算 简 图 )。 水 利 工程 和 地 下 建筑 
中 的 隧洞 衬砌 也 是 一 种 拱 式 结构 (图 6 30c.d)。 

超 静 定 拱 多 数 是 无 饮 拱 或 两 绞 拱 ( 图 6 一 30e.f) ,闭合 环形 结构 可 看 作 是 无 
铵 拱 的 一 种 特殊 情形 。 

本 节 先 讨论 两 铵 拱 的 计算 。 

两 贸 拱 是 一 次 超 静 定 结构 (图 6 - 31a)。 选 用 简 支 曲 梁 ( 图 6 - 31b) 作 基本 
体系 ,以 推力 X, 作 基本 未 知 量 , 则 力 法 方程 (表示 支 座 B 没有 水 平 位 移 ) 为 

ôn X, + âp=0 

由 于 拱 是 曲 杆 , 求 位 移 Sn 和 A 时 不 能 采用 图 乘法 ,因而 计算 要 繁 一 些 。 

因为 基本 结构 是 一 个 简 支 曲 梁 , 计 算 Aw 时 一 般 只 考虑 弯曲 变形 ;计算 6, 
时 ,有 时 (对 较 平 的 扁 拱 且 截面 较 厚 时 ) 要 考虑 轴 向 变形 。 因 此 ， 


(a) 
ën = |a + | 


基本 结构 在 X, =1 作用 下 (图 6- 31c), 竖 向 支 座 反 力 为 等, 任意 截面 C HSE 
和 轴 力 为 
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图 6-31 
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f (b) 
Fu = -Cs g] 


这 里 ,y 表示 任意 截面 C 的 纵 坐标 ,向 上 为 正 ;p 表示 截面 C 处 拱 轴 切线 与 x 轴 
所 成 的 锐角 , 左 半 拱 的 g 为 正 , 右 半 拱 的 p 为 负 ; 弯 矩 M 以 使 拱 的 内 缘 受 拉 为 
正 ; 轴 力 F. 以 拉力 为 正 。 


如 果 只 承受 竖 向 荷载 , 则 简 支 曲 梁 任意 截面 的 弯 矩 Me 与 同 跨度 同 荷载 的 
简 支 水 平 梁 相 应 截面 的 弯 矩 M° 彼此 相等 , 即 


M,= M° (c) 
将 式 (b) 和 (c) 代 入 式 (a) ,得 


Aese f M yds ] 


PE cos? 
s = [Ba + | 9920; 
nM An 求 出 后 ,由 力 法 方程 可 类 X,( 即 推力 Fu): 


-ôr 
Ôn 


推力 Fu 求 出 后 ,内 力 的 计算 方法 和 计算 公式 完全 与 三 饺 拱 相同 。 在 竖 向 
荷载 作用 下 ,两 铵 拱 的 内 力 计算 公 式 为 

M=M"- Fay ] 

> 

Í 


X= Fn 一 


Fa = Focos p- Fusin p (a) 


Fp = ~ Fusin @ - Fucos vy] 

从 以 上 讨论 中 可 以 看 出 下 列 两 点 : 

从 力 法 计算 来 看 ,两 铵 拱 与 两 匀 刚 架 基 本 相同 ,只 是 位 移 Sa 和 Am 需 按 曲 
杆 公式 计算 ,不 能 采用 图 乘法 。 

从 受 力 特性 来 看 ,两 匀 拱 与 三 铵 拱 基本 相同 。 内 力 计 算式 (d) 在 形式 上 与 三 
铵 拱 完全 相同 ,只 是 其 中 的 Fu 值 有 所 不 同 。 在 三 铵 拱 中 ,推力 F, 是 由 平衡 条 
件 求 得 的 ;在 两 铵 拱 中 ,推力 F. 则 是 由 变形 条 件 求 得 的 。 

在 屋 盖 结构 中 采用 的 两 铵 拱 ,通常 带 拉 杆 (图 6- 32a)。 设 置 拉杆 的 上 的 ， 
一 方面 是 使 砖 墙 或 立柱 不 受 推力 ,从 而 在 砖 墙 或 立柱 中 不 产生 弯 矩 ; 另 一 方面 
又 使 拱 肋 承受 推力 ,从 而 减 小 了 拱 肋 的 弯 托 - 

计算 带 拉杆 的 两 铵 拱 时 ,可 将 拉杆 切断 ,基本 体系 如 图 6- 32b 所 示 。 基 本 
未 知 力 X, 是 拉杆 内 的 拉力 ,也 就 是 拱 肋 所 受 的 推力 Fi。 力 法 方程 (表示 切口 
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两 边 无 相对 位 移 ) 为 

cuXi+aAe=0 
与 无 拉杆 的 两 鲍 拱 相 比 , 力 法 方程 在 形式 上 是 一 样 的 。 但 是 ,在 计算 5, 时, 应当 
考虑 拉杆 的 变形 , 即 


四 四 
E,d; x x 
b-a 
(Mi, (人 Fi U Fag 
n= | ras * [= ds+ Í Eat (e) 


这 里 ,前 两 项 是 对 拱 肋 积分 , 末 一 项 是 对 拉杆 积分 。E, 和 A, 分 别 表示 拉杆 的 弹 
性 模 量 和 截面 面积 。 基 本 结构 在 X = 1 作用 下 ,拉杆 的 轴 力 为 Fa = 1。 
因此 ,未 一 项 积分 为 


(f) 
将 式 (f) 代 回 式 (e) ,得 


du = 


Fm 
B+ [E ds + l (g) 


基本 结构 在 荷载 作用 下 ,拉杆 的 拉力 为 零 。 因 此 ,计算 Ap 时 只 对 拱 肋 积 
分 , 即 


M.M, 
Er ds (h) 


p= 

RARI ER H eE — HER o 
其 余 的 解法 与 前 一 样 ,不 再 重 述 。 
下 面 对 两 铵 拱 的 两 种 形式 (有 拉杆 和 无 拉杆 ) 加 以 比较 。 由 式 (g) 和 (h) ,可 

得 出 位 移 n 、Aip( 无 拉杆 ) 与 位 移 aj .Aip( 有 拉杆 ) 之 间 的 关系 如 下 : 


Pn sən + 


Air= Aan 
由 此 可 得 出 推力 Fu( 无 拉杆 ) 和 推力 Fa (有 拉杆 ) 的 计算 式 如 下 : 
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An 
F= E 
F= -ât -— 
n 
du tEA, 


如 果 拉 杆 的 刚度 很 大 (E,A, 一 c), 则 Fs 一 Fn。 这 时 ,两 种 形式 的 推力 基 
本 相等 ,因而 受 力 状态 也 基本 相同 。 

如 果 拉 杆 的 刚度 很 小 (EA, 一 0), 则 Ki 一 0。 这 时 , 带 拉杆 的 两 铵 拱 实际 
上 是 简 支 曲 梁 , 拱 肋 的 受 力 状态 是 很 不 利 的 。 

由 此 可 见 ,在 设计 带 拉 杆 的 两 铵 拱 时 ,为 了 减少 拱 肋 的 弯 矩 ,改善 拱 的 受 力 
状态 ,应 当 适 当地 加 大 拉杆 的 刚度 。 

例 6-6 图 6-33a 所 示 为 一 抛物 线 两 铵 拱 ,承受 半 跨 均 布 荷载 。 试 求 其 
水 平 推力 Fu。 设 拱 的 截面 尺寸 为 常数 ,以 左 支 点 为 原点 , 拱 轴 方 程 为 

4f 


y=-rr(l-z) 


l 


° amim 


(b) 
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解 计算 时 ,可 采用 两 个 简化 假设 : 
(1) 忽略 轴 向 变形 ,只 考虑 弯曲 变形 。 


(2) 当 拱 比较 平时 | 例如 子 < 霹 ), 可 近似 地 到 ds=dz,cosg=1。 因 此 ,位 


移 的 简化 公式 为 
Ən = H Í ydr 
Ar= -H i yM dz 
先 计算 ôn: 


Š, -十 [0 ol dx 
8f'l 


= 16$ 
-5r Kry Ua? -20x + r)ar= IT 
计算 Ais 时 , 先 求 简 支 梁 的 弯 逢 M°, M° 图 如 图 6- 33b HER , BEIR 


两 段 表示 如 下 : 
左 半路 <<; ). M" =a 3 Jar 
右 半 路 (<= <i). M'= (Lx) 
因此 
人 af? 
Am= al [gaa ja Jax Ia zdz = -RE 
由 力 法 方程 求 得 
= -ôr g? 
Pu= ari 


这 个 结果 与 三 铵 拱 在 半 跨 均 布 荷载 作用 下 的 结果 是 一 样 的 。 

F, 求 出 以 后 ,利用 公式 

M=M' -Fuy 

可 作出 M 图 ,如 图 6- 33c BTS 3AA E Bab, t = BEE A E PEHA fEl o 

讨论 :上 面 计算 的 结果 , WEE t5 = tek 9 E AE k E — 4 W 
遍 性 结论 。 如 果 在 别 的 荷载 作用 下 ,或 者 在 计算 位 移 时 不 忽略 轴 向 变形 的 影响 ， 
则 两 铵 拱 的 推力 不 一 定 与 三 铵 拱 推力 相等 。 但 是 ,在 一 般 荷 载 作 用 下 ,两 铵 拱 的 
推力 与 三 铵 拱 的 推力 通常 是 比较 接近 的 。 


例 6-7 图 6- 34 所 示 为 一 等 截面 抽 物 线 两 匀 拱 , 拱 轴 方程 为 y= 竺 x: 
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(1 一 x+)。 设 有 移动 荷载 在 拱 身上 自 A 向 B 移动 。 试 求 其 水 平 推力 Fu PIR 
面 C 处 Me 的 影响 线 。 


图 6-34 


解 计算 时 忽略 轴 向 变形 的 影响 ,只 考虑 弯曲 变形 ,并 近似 地 取 ds = dx o 
(1) 作 基本 未 知 力 Fu 的 影响 线 。 


将 荷载 Fr = 1 放置 在 $= Kl 处 ,由 力 法 方程 求 得 Fi 的 影响 系数 为 


> bp 
Me 
其 中 ， 
_ fyds_(' 1 TI4f Po BFL 
ase f mle o] ieir 
Meyds _ -1[ o 
de=- |“ = T f, wd 
在 F, = 1 EMF, 8 3 W 0) 99 8 Jy P: A 
M0< ><, M° = Fr =(1- K)= 
当 e< r<, M” =Fys(l-x)=K(1- r) 


将 MV 代入 6 中 ,得 
de=- Hli Hra- DU- Krdrt | ffrU -DKU yaz] 
= -KU-KU +K- K?) 
因此 ， 


Pu= 让 KG- K)(1+K-K°) 
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Fa 的 影响 线 如 图 6 一 35a 所 示 


(a) 


0. 1817 Lo, 1957 


01397 
4 a 


图 6-35 


(2) 作 其 他 内 力 的 影响 线 
两 匀 拱 任 一 截面 的 内 力 计 算 公式 为 
M=M°- Fuy l 
Fa = Fücos p- Fusin 9 
Fy = - Fusin g - Fucos ,| 
有 了 水 平 推力 F, 的 影响 线 后 ,再 利用 上 式 就 可 以 用 得 加 法 绘制 出 其 他 内 力 的 
影响 线 。 例 如 , 拱 项 弯 矩 的 算式 为 
M. = Mt. - F, f 
将 Me 影响 线 ( 图 6- 35b 中 三 角形 部 分 ) 与 Fu WARR f á h) BE ( 8 6- 
35b 中 曲线 部 分 ) 相 减 , 便 得 到 M. 的 影响 线 。 图 6 - 35c 为 Me 的 影响 线 画 在 
横 坐 标 轴 上 的 图 形 。 
(3) 讨论 
这 里 ,通过 两 铵 拱 说 明 用 力 法 作 超 静 定 力 影响 线 的 方法 , 它 与 静 定 力 影响 线 
的 静 力 法 相应 。 
还 应 指出 ,也 可 以 利用 超 静 定 力 影 响 线 与 挠 度 图 之 间 的 比拟 关系 , 作 超 静 定 
力 的 影响 线 , 它 与 静 定 力 影响 线 的 机 动 法 相应 , 见 $88。 
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本 节 只 讨论 常见 的 对 称 无 铵 拱 的 计算 。 
图 6- 36a 为 一 对 称 无 匀 拱 ,是 三 次 超 静 定 结构 。 为 了 简化 计算 ,可 采用 两 
项 简化 措施 。 
第 一 项 简化 措施 是 利用 结构 的 对 称 性 。 为 此 ,选取 对 称 的 基本 体系 ,在 拱 项 
截 开 , 取 拱 顶 的 弯 矩 X, MH X MIH X, 为 多 余 未 知 力 (图 6- 36b), X, 和 
X, 是 对 称 未 知 力 , X, 是 反对 称 未 知 力 ,因此 力 法 方程 简化 为 独立 的 两 组 如 下 : 
nXı +tönXı+Ap=0 
òa Xi kaat anol 
nX, + Ap =0 
第 二 项 简化 措施 是 利用 刚 臂 ,进一步 使 余下 的 一 对 副 系 数 8 和 a, 也 等 于 
零 ,从 而 使 力 法 方程 简化 为 三 个 独立 的 一 元 一 次 方程: 
| 


(a) 


ôn X, + A, =0 
ðs X, + Ap =0 


(6-8) 


(a) O 


P Fa | . Fn 


图 6-36 


TF t 884 tej #| 38098 3831) E E W AE 09 B 09, 

首先 ,把 原来 的 无 铵 拱 换 成 图 6- 37a HRADE: ERTER, 
在 切口 处 沿 竖 向 对称 轴 安 上 两 根 刚性 为 无 穷 大 的 杆 件 CO 和 C, O, RA 
臂 ), 再 在 端 部 把 两 个 刚 辟 重新 刚性 地 连接 起 来 。 在 任意 荷载 作用 下 ,O M O, 
之 间 没 有 任何 相对 位 移 (包括 相对 移动 和 相对 转动 ) ,而 刚 臂 又 是 绝对 刚性 的 ,不 
产生 任何 变形 ,因此 C 和 C, 之 间 也 没有 任何 相对 位 移 。 由 此 看 出 ,这 个 带 刚 辟 
的 无 铵 拱 与 原来 的 无 铵 拱 是 等 效 的 ,可 以 互相 代替 。 

然后 , 取 基本 体系 。 将 带 刚 臂 的 无 铵 拱 在 O 处 切 开 , 在 切口 处 加 上 三 对 多 
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余 未 知 力 X, X 和 X, ,如 图 6- 37b 所 示 。 这 个 基本 体系 仍然 是 对 称 的 ,X, 和 
X, 是 对 称 未 知 力 ,X, 是 反对 称 未 知 力 , 力 法 方程 如 式 (a) 所 示 。 
现在 需要 确定 刚 辫 的 长 度 , 也 就 是 确定 刚 避 端点 O 的 位 置 。 我 们 的 目的 是 
要 使 副 系 数 95。= 82, = 0。 因 此 ,可 根据 这 个 条 件 反 过 来 推算 O 点 的 位 置 。 为 
此 , 先 写 出 副 系 数 5 的 算式 如 下 : 
aa dd (b) 
这 个 积分 的 范围 只 包括 拱 轴 的 全 长 ,而 不 包括 刚 辟 部 分 ,因为 刚 璧 为 绝对 刚性 ， 
其 积分 值 等 于 零 。 


将 式 (c) 和 (d) 代 入 式 (e) ,得 


n=- f gas (e) 
在 图 6- 37b 中 , 另 取 一 个 参考 坐标 轴 zw':y 轴 与 y 轴 重 合 ,z' 轴 与 x 轴 间 


$6-7 无 @ 拱 
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的 距离 为 4。 拱 轴 上 任 一 点 D 的 新 坐标 y 与 坐标 y 有 如 下 的 关系 : 

y=y+d 

y=y -d (D) 
将 式 (f) 代 入 式 (e) ,得 


$ à, =0, 得 


ET (6-9) 


现 将 以 上 讨论 结果 归纳 如 下 : 先 取 参 考 坐 标 轴 x y ,由 式 (6 -9) 求 出 4d 值 ， 
这 样 , 刚 臂 端 点 O 的 位 置 就 确定 了 。 然 后 , 按 图 6- 37b 取 基 本 体系 , 力 法 方程 
就 简化 为 式 (6 - 8)。 这 样 ,计算 工作 就 大 为 简化 。 

这 个 方法 中 的 一 个 重要 环节 ,是 根据 式 (6 - 9) 来 确定 刚 臂 端点 O 的 位 置 。 
为 了 对 这 个 公式 有 一 个 形象 的 理解 ,我 们 作 如 下 的 比拟 :图 6 - 38a 所 示 为 实际 
给 定 的 无 匀 拱 ;在 图 6- 38b 中 另外 设想 一 个 窄 条 面积 ,以 拱 的 轴线 作为 它 的 轴 


线 ,以 拱 的 截面 抗 杰 刚度 的 倒数 [ 即 直 ) 作 为 它 的 截面 宽度 。 这 个 设想 的 面积 称 


为 弹性 面积 。 从 弹性 面积 中 取出 微 段 ds, 微 段 的 面积 为 dA = 上 由。 因此 , 式 
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(6 一 9) 中 的 积分 | 中 就 是 总 弹性 面积 ,积分 | Bas 就 是 弹性 面积 对 x' 轴 的 面积 


矩 ,而 式 (6- 9) 中 的 d 就 是 弹性 面积 的 形 心 到 x' 轴 的 距离 。 由 此 得 出 结论 : 刚 
3809382 O 就 是 弹性 面积 的 形 心 , 称 为 弹性 中 心 。 

上 面 介绍 的 计算 方法 ,通常 称 为 弹性 中 心 法 。 方 法 的 要 点 是 : 先 由 式 (6 一 9) 
确定 弹性 中 心 的 位 置 ; 然 后 取 带 刚 辟 的 基本 体系 ,多 余 未 知 力作 用 在 弹性 中 心 ; 
最 后 按 力 法 方程 (6 - 8) 解 出 多 余 未 知 力 。 

下 面 给 出 力 法 方程 中 的 系数 和 自由 项 的 算式 。 

计算 位 移 Aww 和 6, 时 ,通常 只 考虑 灾 和 的 影响 ;但 计算 5, 时 ,有 时 需要 考虑 
轴 力 的 影响 。 因 此 ,计算 位 移 时 通常 采用 下 列 算式 : 


âr = 
Ax (6-10) 
Asr s 
将 M .M. .M, 和 下 \ 的 表达 式 代 入 式 (6- 10) , 则 得 
M 1 
år = JE du = f ra: | 
MMe -fz [cos e 
Ax Fre = grast | Satas 6-11) 
_ [ zM, z 
av= | Pas ôns |a: 


最 后 应 指出 o AEW EE CE Bit bt m FE t2bt)ir £ AE k AR TE OO. SU Je hr. 0k 
K 5, 和 As 时 常 须 用 数值 积分 法 分 段 求 和 计算 。 
例 6-8 试 求 如 图 6 一 39a 所 示 等 截面 圆 弧 无 锐 拱 在 均 布 竖 向 荷载 y = 
10 kN/m 作用 下 的 内 力 。 设 跨度 /= 10 m, 矢 高 f=2.5 mo 
R (1) 求 圆 拱 的 半径 R 和 半 拱 的 圆心 角 9。 
由 直角 三 角形 O AD ,得 
了 


e=) Qa 


， LESER 
所 以 R= gy 6.25 m 


än e= AD --0.8, eos po=0.6, pa = 0.928 ad 


(2) 确定 弹性 中 心 O 的 位 置 
坐标 轴 + 和 y 通过 弹性 中 心 O , 另 取 参 考 坐标 轴 x 和 > 通过 圆心 O 。 拱 轴 
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图 6-39 


上 任 一 点 三 的 坐标 +,y fl> ,y 可 用 其 圆心 角 ç 表示 如 下 : 
xz'=r=Rsing 
y = yt d= Rcos ç 
弹性 中 心 O 与 圆心 O 的 距离 为 


由 于 对 称 ,X, =0。 计 算 位 移 时 ,只 考虑 弯 矩 的 影响 。 在 X =1 和 X:=1 
分 别 作用 下 ,基本 结构 的 弯 矩 方程 为 


因此 
ke Ya 
Elë = [mias=2| Rdp =2Rọ, 


Eld» = | Mids =2 f" P(S e- e) Rdg 


=2R° J (=£ i ?jap 


@ A 
sin? fo 
-2r [Sp -2 sn sin p+ ($+ ksin2p)] 


2R [e Po, sin 29, ) 
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将 数字 代入 ,得 
El, =1.855R 
Elòn =0.027 0R? 
(4) 求 自由 项 Ap 和 Ar 
基本 结构 在 荷载 q fE B] F OSEN EH 


ç) Rag 


"U 
I 
< 
i 
[s 
1 
a| 
2. 
š 
D 
$ 


Elâ» = J M, Mas =2 f" R [== e = ç) x ( {R's e] Rdp 
A 


2 
. à 
i aR | [$ -+sn2eJ- smo] 


- qR: ($n x< T posin 22% $sim mw] 


将 数字 代入 ,得 
EIAw = -0.224gR’ 
El = -0.022 34R* 
(5) 内 力 计算 
多 余 未 知 力 为 
_ Air_0.224gR’ _ ša " 
XI = Bi -01214R =47.1 kN:m 
__ Â _ 0.022 3qR° _ 
x, oog oR 0-827qR = 51.7 kN 
由 此 求 得 
水 平 推力 Fn =51.7 kN 


KAZH 。 Mu=XI-X:(R-d)=47.1kN'm-51.7 kN X 
(6.25 m 一 5.39 m) =2.76 kN'm 


INSE M, = M, = X, + X,(d - Reos g) = +> (z) 
=6.98 kN-m 


8$6-7 无 R # 
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(6) 讨论 
与 三 铵 拱 比较 ,在 同样 荷载 作用 下 , 拱 轴 相同 的 三 铵 拱 的 推力 为 


Fu 与 Fh 非常 接近 ,相对 差 值 为 3- 了 KN KN -3% 。 


例 6 -9 HRERL E ERREI KEH p 作用 下 的 内 力 
(图 6-40a)。 


(a) 


e x” 
CP 
x x, 
sA 4 J 


PR pR 
图 6-40 


8 ”在 计算 本 例 无 铵 拱 之 前 , 先 讨论 三 铵 拱 的 受 力 状态 。 在 均匀 水 压力 p 
作用 下 , 圆 弧 三 铵 拱 轴线 是 合理 轴线 , 弯 矩 和 剪 力 都 等 于 零 , 轴 力 等 于 常数 , 即 
FN= - pR ,其 中 R 是 圆 弧 的 半径 。 

计算 无 铵 拱 时 ,将 利用 三 铵 拱 的 上 述 受 力 特点 以 简化 计算 。 下 面 按 两 种 情 
况 加 以 讨论 。 

第 一 种 情况 ,忽略 轴 向 变形 时 的 内 力 计算 。 
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取 三 匀 拱 作为 基本 体系 (图 6- 40b)。 基 本 结构 在 荷载 作用 下 的 受 力 状态 
非常 简单 (图 6 一 40c): 
Me=0 
Fw=0 
Fwr= ~ pR 
计算 力 法 方程 的 自由 项 时 ,如 果 忽 略 轴 力 Fw 对 位 移 的 影响 ,再 考虑 到 M, 
和 Fp 为 零 ,可 得 
Ar=0 
Axw=0 
A, =0 
因而 多 余 未 知 力 X, .X,.X, 全 部 为 零 。 
由 此 可 知 , 在 忽略 轴 向 变形 的 假定 下 ,无 铵 圆 拱 在 均匀 水 压力 下 的 内 力 与 三 
铵 圆 拱 完全 相同 , 即 为 图 6- 40c FPN 2809) X: 5 3R 285; 
第 二 种 情况 ,考虑 轴 向 变形 时 的 内 力 计算 。 
上 面 得 出 的 无 夸 矩 状态 并 不 是 无 铵 拱 的 精确 解 ,而 只 是 在 忽略 轴 向 变形 的 
假设 下 得 到 的 近似 解 。 现 在 讨论 精确 计算 。 
计算 时 采用 弹性 中 心 法 。 同 时 ,为 了 简化 的 目的 ,把 精确 的 受 力 状态 分 为 两 
部 分 : 
(1) 不 考虑 轴 向 变形 时 荷载 引起 的 受 力 状态 一 一 无 夸 矩 状态 。 
(2) 单纯 由 轴 向 变形 引起 的 受 力 状 态 一 一 附加 内 力 状态 。 
第 一 部 分 受 力 状 态 前 已 求 出 ,如 图 6- 40c 所 示 , 也 可 以 改 用 图 6- 404 来 表 
示 , 其 中 在 截面 C 处 , 轴 力 为 压力 PR, BEAY HE 
第 二 部 分 附加 内 力 状 态 可 看 作 是 由 弹性 中 心 处 的 多 余 未 知 力 X 和 X, 引 
起 的 (由 于 对 称 ,X; = 0)。 
将 两 部 分 受 力 状 态 合 在 一 起 , 即 得 出 基本 体系 总 的 受 力 状态 ,如 图 6 - 40e 
所 示 。 注 意 ,这 里 把 总 的 受 力 状态 分 解 成 两 部 分 时 ,分 解 的 方式 与 通常 有 所 不 
同 。 采 用 这 种 作法 的 目的 是 为 了 使 基本 结构 的 计算 得 到 简化 。 
下 面 用 弹性 中 心 法 求 X 和 X,。 弹 性 中 心 O 与 圆 拱 的 圆心 0 的 距离 为 
(参见 例 6 一 8) 


考虑 轴 向 变形 时 ,可 得 出 下 列 位移 : 
Amw=0 


_ fFEoFe, _ [f cos ep-pR:dg _, pR. 
A= |z a = | EPAR de = 人 sin p, 


$6-7 无 A # 
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yas ea Fads f yds, Jes ss 


EL] EA ~) EI EA 
2R°`/1 1 sin? 
=E (ze + 于 sin 2go- Ze), 


了 
Xx, =-= 


pRsin po 

o [£ ) ( p+ sin 29, — He), (#9 + 证 sin 29.) 
其 中 为 拱 截面 的 厚度 。 附 加 的 弯 矩 图 如 图 6- 40í 所 示 , Rk X # E Z #E (E Bt Ií 
和 拱 脚 处 。 

根据 上 面 的 讨论 ,可 作 如 下 说 明 : 

(1) 对 三 铵 拱 来 说 , 圆 拱 轴线 是 在 均匀 水 压力 下 的 合理 轴线 。 因 此 ,内 力 为 
无 弯 矩 状态 。 对 超 静 定 拱 来 说 ,在 均匀 水 压力 下 ,如 果 忽 略 轴 力 的 影响 , 则 内 力 
亦 为 无 弯 矩 状态 。 如 果 考 虑 轴 向 变形 ,由 于 拱 轴 缩 短 的 影响 , 圆 拱 将 产生 附加 内 
力 。 这 时 ,无 铵 拱 内 虽然 出 现 弯 抑 ,但 数值 不 大 ,仍然 接近 于 无 诸 矩 状态 。 

同 理 , 还 可 得 出 更 一 般 的 结论 如 下 :如 果 在 某 一 荷载 作用 下 ,三 铵 拱 处 于 无 
弯 矩 状态 , 则 在 同一 荷载 作用 下 ,与 三 铵 拱 轴线 形式 相同 的 无 铵 拱 的 内 力 接近 无 
DERE. 

(2) 在 上 面 的 计算 中 ,我 们 把 总 的 受 力 状态 分 解 为 两 部 分 :忽略 轴 向 变形 时 
的 无 恋 矩 状态 及 轴 向 变形 引起 的 附加 内 力 。 这 种 作法 有 三 个 好 处 : 

第 一 ,计算 上 得 到 简化 。 

第 二 , 借 此 可 以 了 解 拱 的 受 力 特 点 。 

第 三 ,能 够 更 好 的 保证 计算 的 精度 。 

关于 第 三 点 可 以 说 明 如 下 : 

如 果 按 照 通常 的 作法 ,选用 图 6- 41 所 


(a) 


示 的 基本 体系 ,总 的 弯 矩 可 表示 为 k 
M=M,+(M,X,+M,X.) (b) 
根据 拱 的 特性 ,总 弯 矩 M 是 一 个 小 数 ,再 考 ， x= 


虑 到 图 6- 41 中 基本 体系 中 的 基本 结构 实 
际 上 是 两 个 悬臂 曲 梁 , 在 荷载 4 作用 下 , 它 
WEE M, 应 是 一 个 大 数 。 最 后 ,由 式 (b) Agaa 


248 


第 6 章 2 3Ë 


可 知 ,(M,X, + M;X,) 应 是 一 个 与 Ms 符号 相反 而 数值 相近 的 大 数 ,而 M 是 两 
个 大 数 相 减 得 出 的 一 个 小 数 。 在 这 种 情况 下 ,如 果 求 X, 和 X, 时 发 生 不 大 的 误 
差 ,由 式 (b) 求 得 的 M 可 能 会 发 生 很 大 的 误差 ,甚至 会 使 M 改变 符号 。 因 此 ， 
从 理论 上 看 ,采用 图 6- 41 的 基本 体系 是 正确 的 ,但 从 保证 计算 精度 的 角度 来 
看 ,这 种 作法 是 不 好 的 。 


与 此 相 比 ,如 果 选 用 图 6 — 40e 所 示 的 基本 体系 ,由 于 M, =0, 故 
M=(M,X, + M; x;) 
这 时 不 会 出 现 两 个 大 数 相 减 得 出 一 个 小 数 的 情况 ,因而 计算 精度 得 到 了 保证 。 


8$6-8 支 座 移动 和 温度 改变 时 的 计算 


超 静 定 结构 有 一 个 重要 特点 ,就 是 无 荷载 作用 时 ,由 于 其 他 因素 的 作用 也 可 
以 产生 内 力 。 支 座 移动 .温度 改变 .材料 收缩 .制造 误差 等 所 有 使 结构 发 生变 形 
的 因素 ,都 能 使 超 静 定 结构 产生 内 力 。 
超 静 定 结构 在 支 座 移动 和 温度 改变 等 因素 作用 下 产生 的 内 力 , 称 为 自 内 力 。 
用 力 法 计算 自 内 力 时 ,计算 步骤 与 荷载 作用 的 情形 基本 相同 。 下 面 通 过 例题 说 
明 详细 的 计算 过 程 , 并 着 重 讨论 它们 与 荷载 作用 时 的 不 同 点 。 
1. 支 座 移动 时 的 计算 
例 6-10 图 6-42a 所 示 为 一 等 截面 梁 AB , 左 端 A 为 固定 端 , 右 端 B 为 
滚 轴 支 承 。 如 果 已 知 左 端 支 座 转动 角度 为 9, 右 端 支 座 下 沉 位 移 为 a, ARER 
引起 的 自 内 力 。 
解 ” 此 梁 为 一 次 超 静 定 , 取 支 座 B 的 竖 向 反 力 为 多 余 未 知 力 X ,基本 体系 
为 悬臂 梁 ( 图 6 一 42b)。 
变形 条 件 为 基本 体系 在 B 点 的 竖 向 位 移 4A, 应 与 原 结构 相同 。 由 于 原 结构 
在 B 点 的 竖 向 位 移 已 知 为 4, 方 向 与 X, 相反 , 故 变形 条 件 可 写 出 如 下 : 
Al=-a (a) 
另 一 方面 ,基本 体系 的 位 移 A, 是 由 未 知 力 X, MEE A 的 转角 2 共同 作用 
产生 的 ,因此 式 (a) 可 写成 
Xi+A= 一 a (b) 
上 式 左边 的 自由 项 A,. 是 当 支 座 A 产生 转角 0 时 在 基本 结构 中 产生 的 沿 X, 方 
向 的 位 移 。 由 图 6- 42c 得 
A. = 一 & (c) 
系数 6,, 则 可 由 图 6 一 42d 中 的 M, 图 求 得 


8$6-8 支 座 移动 和 温度 改变 时 的 计算 
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图 6-42 
ee | z a Ë 
ôu = j | Miaz = sEI (d) 
将 式 (c) 和 (d) 代 入 (b) ,得 
È _ 
3E1X! -0=-a (e) 
由 此 求 得 
_3EI1， a 
x. =t (0-4) (D 


因为 基本 结构 是 静 定 结构 , 支 座 移动 时 在 基本 结构 中 不 引起 内 力 ,因此 内 力 

全 是 由 多 余 未 知 力 引起 的 。 弯 和 矩 登 加 公式 为 
M=M,X, (g) 

M 图 如 图 6- 42e 所 示 。 

下 面 说 明 两 点 : 

(1) 支 座 移动 时 的 计算 特点 

与 荷载 作用 时 的 计算 相 比 ,这 里 有 如 下 的 特点 : 

第 一 ,由 式 (a) 或 (b) 看 出 , 力 法 方程 的 右边 可 不 为 零 。 

第 二 ,由 式 (b) (c) 看 出 , 力 法 方程 的 自由 项 是 基本 结构 由 支 座 移动 产生 的 。 
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第 三 ,由 式 (g) 看 出 ,内 力 全 部 是 由 多 余 未 知 力 引起 的 。 
第 四 ,由 式 (f) 和 (g) 看 出 ,内 力 与 杆 件 El 的 绝对 值 有 关 。 
(2) 取 不 同 的 基本 结构 计算 
如 果 取 简 支 梁 作 基 本 体系 , 取 支 座 A 9 

的 反 力 偶 矩 作为 多 余 未 知 力 X, x, 


(图 6-43a) , 则 变形 条 件 为 简 支 粱 在 A %4£—— 
点 的 转角 应 等 于 给 定 值 9。 因 此 , 力 法 方 S~. ËI 


入 92 
ƏnX +A, 0 村 
自由 项 A,, 是 简 支 梁 由 于 支 座 甩 下 沉 位 移 
a 而 在 A 点 产生 的 转角 。 由 图 6- 43b 可 四 
知 44 A B 
= 4 Ta s 
系数 BBB 6 - 43c 中 的 M, 图 求 得 + 
l © x= 
ôn =F] a 
"7 3EI ey B 
因此 力 法 方程 为 slm 
£ ç A 1 a 
EPQ + = 0 (h) 用 图 


由 此 求 得 
x, EIo- a) 

同样 ,可 求 出 M BUE 6- 42e 所 示 

以 上 选取 两 种 不 同 的 基本 结构 ,得 出 两 个 不 同 的 力 法 方程 (e) 和 (h)。 每 个 
力 法 方程 中 都 出 现 两 个 支 座位 移 参 数 9 和 au。 但 是 ,在 式 (e) 中 ,0 在 左边 ,a 在 
右边 ;而 在 式 (h) 中 ,0 在 右边 ,a 在 左边 。 一 般 说 来 ,凡是 与 多 余 未 知 力 相 应 的 
支 座位 移 参数 都 出 现在 力 法 方程 的 右边 项 中 ,而 其 他 的 支 座 位 移 参数 都 出 现在 
左边 的 自由 项 中 。 

如 果 按 图 6- 44 选取 基本 体系 ,这 时 , 支 
座位 移 参数 9 和 a 都 不 是 与 X, 相应 的 位 移 ， 8 


x, 
因此 它们 都 出 现在 力 法 方程 的 左边 自由 项 中 ， 4 KQ Ye 
而 力 法 方程 的 右边 项 为 零 。 Wa kx 3 
例 6-11 Ë 6 - 45a 所 示 为 一 等 截面 圆 + 


IUE KRK. Dk KE B 发 生 水 平 位 移 Au = 
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0.002 ms 试 求 拱 项 和 拱 脚 处 的 截面 弯 矩 。 已 知 1=14 m, f=4 m, E =2.6 Xx 
10° MPa, 和 矩形 截面 尺寸 为 0.5 mx0.5 mo 


解 (1) 求 几 何 参 数 
L Af 8.125 m 


R=—87 
1 
; = S S 
sin g =- = 0.861 5 
gu = 1.038 rad 


弹性 中 心 与 圆心 的 距离 


二 @ 


(e) 
15.0 
28.5 


MC y kN.m) 


F,a=cos 9 


图 6-45 


(2) 取 基 本 体系 
图 6- 45b 为 所 取 的 基本 体系 。 由 于 支 座 只 发 生 水 平 位 移 ,因此 弹性 中 心 处 


HAE X, 和 竖 向 力 X, 都 等 于 零 ,只 剩 下 一 个 水 平 力 X, ,相应 的 力 法 方程 为 
caX:+4: =0 


(3) R Sa A fl X, 
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R 5%, 时 ,考虑 弯 矩 和 轴 力 的 影响 (图 6 一 45c) ,得 


Fag co g 
o- fi jE s- [Ta + [| 92 ds 
2sin? 2), 
Po 


1) 24.9 m' 
=m 64 m°+ 11.99 m £] PT 


自由 项 A:. 可 直接 由 图 6- 45b 得 
A, = -An= - 0.002 m 


t 


3 
En + cos posin Po 一 


R j 
EAP + cos posin go) 


由 力 法 方程 ,得 


=-= 0.002 mx 


24. =: 
=0. Bom? x10 *El=10.9 kN 

(4) RAH 

拱 项 截面 Me = X,(R-d)=10.9 kNx (8.125 m-6.75 m) 

=15.0 kN-m 

拱 脚 截面 M, =M, = - X,(f - R+ a) 

= - 10.9 kNX (4 m-- 1.375 m) = -28.5 kN:m 
弯 矩 图 如 图 6 一 45d 所 示 。 

由 上 可 见 ,无 铵 拱 对 于 支 座 移动 是 很 敏感 的 ,不 大 的 支 座 移动 可 以 引起 相当 
数量 的 内 力 。 拱 的 抗 弯 刚 度 EL 愈 大 , 则 引起 的 内 力也 愈 大 。 因 此 ,选用 无 匀 拱 
这 类 结构 形式 时 ,应当 注意 地 基 情 况 ,防止 出 现 由 于 地 基 变形 对 拱 产生 的 不 利 影 
响 。 

当 支 座 发 生 竖 向 位 移 或 转动 时 ,内力 计算 可 以 同样 进行 。 

2. 温度 改变 时 的 计算 

例 6-12 6-46a 所 示 刚 架 , 浇 注 混凝土 时 温度 为 15 C ,冬季 混凝土 外 
皮 温 度 为 - 35 C ,内 皮 温 度 为 15 TC 。 试 求 此 时 由 于 温度 变化 在 刚 架 中 引起 的 
内 力 。 各 杆 EL 为 常数 ,截面 尺寸 如 图 所 示 。 混 凝 土 的 弹性 模 量 为 

E =2x 10” MPa 


线 膨胀 系数 为 
a=0.000 01 C ' 
解 (1) 基本 体系 
此 刚 架 为 一 次 超 静 定 , 取 基本 体系 如 图 6 一 46b 所 示 。 
(2) 力 法 方程 


变形 条 件 为 基本 体系 在 铵 C 处 相对 转角 应 等 于 零 。 这 个 位 移 是 由 温度 变 
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化 和 未 知 力 X, 共同 产生 的 , 即 
uX, tAn =0 
这 里 ,自由 项 A,, 是 由 于 温度 变化 在 基本 结构 中 沿 X, 方向 产生 的 位 移 。 
(3) 计算 系数 和 自由 项 
系数 8u 的 求法 与 荷载 作用 时 相同 ,但 自由 项 4A, 的 求法 不 同 。 
施工 温度 和 冬季 温度 的 变化 值 : 
轴线 平均 温度 变化 
w= C -35 C) -15 € = -25 © 
内 外 温差 
At=15 TC-(-35C)=50C 
41, 的 计算 公式 为 
A, = Ba 各 | Mds + Zato Í Fuds 
其 中 两 个 积分 就 是 M, 图 和 F、 图 的 面积 。 
作 M, 和 下 图 (图 6- 46c.d) ,利用 位 移 公式 求 得 
Mids_ 1 


` 1 2 12 

=$ | =. a S la 

Òu zj T px [0x8)x1+2x(3x1x6)x3] cT 
Au = ax pgx (1x8+ 1552) - ax25x [$ x8) 


=1 166a -33.4a =1 133a 
在 M, 图 中 , 杆 内 部 纤维 受 拉 ,温差 At 也 是 内 部 温度 较 高 , 故 上 式 第 一 项 取 正 
号 。 在 Fw 图 中 ,横梁 受 拉 , 温 度 变 化 t。 为 负 , 故 上 式 第 二 项 取 负 号 。 


(4) 解 力 法 方程 
由 力 法 方程 ,得 
ENT E 1 E FARN 
X,= ET T ` 94.2aEI 
(5) 作 内 力图 


因为 基本 结构 是 静 定 结构 ,温度 变化 不 引起 内 力 , 故 内 力 都 是 由 多 余 未 知 力 
引起 的 , 即 


Fy= Fw X, 
内 力图 如 图 6 一 46e,f 所 示 。 
结合 上 例 讨论 如 下 : 
计算 结果 表明 ,温度 变化 引起 的 内 力 与 杆 件 的 EI 成 正比 。 在 给 定 的 温度 


M= MX } 
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所 图 


@ 942aE1 O 15.7a81-22.6 


Al umm Ly 及 图 (单位 RN) 


图 6-46 


条 件 下 ,截面 尺寸 仿 大 ,内 力也 愈 大 。 所 以 ,为 了 改善 结构 在 温度 作用 下 的 受 力 
状态 ,加 大 截面 尺寸 并 不 是 一 个 有 效 的 途径 。 

当 杆 件 有 温差 A: 时 , 弯 答 图 的 竖 矩 出 现在 降温 面 一 边 , 使 升温 面 产生 压 应 
J ,降温 面 产生 拉 应 力 。 因 此 ,在 钢筋 混凝土 结构 中 ,要 特别 注意 因 降 温 可 能 出 
MAN 

例 6-13 RE 6- 47a B R X EX I| Ht H + E) 5J 8 BE AE Ae RI R BE + 8 38 
而 产生 的 内 力 。 

解 ”基本 体系 如 图 6- 47b 所 示 , 通 过 刚 臂 把 多 余 未 知 力 放 在 弹性 中 心 O 
上 。 因 为 对 称 , 剪 力 X, =0。 

由 于 内 外 两 侧 温度 相同 ,At 为 零 ,iu 为 常数 。 利 用 温度 变化 时 的 位 移 计 算 
公式 及 下 列 各 式 : 
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Mi=1, Fu=0, M,=-y, Fw=-cosp 
求 得 


和 K 


A | aAiM,ds A 


7 | ooPeds= as | cos pds= ~ atu | dx= = atut 


所 以 


拱 的 温度 内 力 为 


图 6-47 


压力 线 为 通过 弹性 中 心 的 水 平 线 。 压 力 线 与 拱 轴线 之 间 的 竖 距 与 弯 矩 成 正 
比 ( 图 6-47c)。 

结合 上 例 讨 论 如 下 : 

(1) 计算 结果 表明 , 拱 的 推力 和 内 力 与 116: 成 正比 , 即 与 拱 的 刚度 成 正比 
当 温度 升 高 时 , 轴 力 为 压力 ;温度 下 降 时 , 轴 力 为 拉力 。 对 于 混凝土 拱 ,应 避免 因 
降温 产生 的 拉力 而 引起 收 缝 。 
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(2) 材料 收缩 的 影响 ,可 以 当成 温度 均匀 下 降 来 考虑 。 普 通 混凝土 紫 结 时 
的 收缩 系数 约 为 0.000 25, 线 膨胀 系数 a=0.000 01 CC“, 故 混凝土 收缩 相当 于 
降温 25 仿 。 工 程 实际 中 ,因为 混凝土 是 分 段 浇灌 的 ,并 考虑 到 混凝土 的 徐 变 性 
质 ,一般 对 收缩 按 降温 10 一 15 CIT, 
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前 面 讨论 过 静 定 结构 的 位 移 计 算 , 现 在 讨论 超 静 定 结构 的 位 移 计算 。 

以 图 6- 48a 的 超 静 定 梁 为 例 , 求 在 均 布 荷载 作用 下 梁 的 中 点 C 的 挠 度 f 

力 法 的 基本 思路 是 取 静 定 结构 作 基 本 体系 ,利用 基本 体系 来 求 原 结构 的 内 
力 。 例 如 ,可 取 图 6- 48b 的 静 定 梁 作 基本 体系 ,得 出 弯 和 矩 图 如 图 6- 48c 所 示 。 
现在 要 计算 超 静 定 结构 的 位 移 , 仍 采用 同一 个 思路 :利用 基本 体系 来 求 原 结构 的 
位 移 。 


图 6-48 


基本 体系 与 原 结构 的 唯一 区 别 是 把 多 余 未 知 力 由 原来 的 被 动力 换 成 主动 
力 。 因 此 ,只 要 多 余 未 知 力 满足 力 法 方程 , 则 基本 体系 的 受 力 与 变形 状态 就 与 原 
结构 完全 相同 ,因而 求 原 结构 位 移 的 问题 就 归结 为 求 基本 体系 这 个 静 定 结构 的 
位 移 问题 。 

为 此 ,在 基本 结构 的 C 点 加 单位 竖 向 荷载 ,作出 单位 弯 矩 图 (图 6- 484) 。 利 
用 M 图 和 M 图 ,进行 图 乘 , 得 


NM Tat EENE 
r= | rag (rr) ar) (ir) s sl] 
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这 就 是 利用 基本 体系 求 得 的 原 结构 C D Be BE fo 


由 此 可 见 , 计 算 超 静 定 结构 的 位 移 时 ,单位 荷载 可 加 在 基本 结构 上 。 这 样 ， 


单位 内 力图 是 静 定 的 ,绘制 也 非常 简便 。 
由 于 计算 超 静 定 结构 时 可 以 采用 不 同 的 基本 (8) 
体系 ,因此 计算 同一 位 移 时 ,可 选用 的 单位 内 力图 去 


2 
将 不 只 是 一 种 。 例 如 , 求 两 端 国定 梁 的 跨 中 位 移 f | Mmt 
时 ,也 可 以 采用 图 6- 49a R b 所 示 的 单位 弯 矩 图 。 Aa 加 B 


BORJB00 9 EA RAZR E (BRIE EES i J: 可 图 
相同 的 。 可 以 自行 验算 这 个 结论 的 正确 性 。 四 4 
平面 结构 位 移 计算 的 一 般 公式 为 | | 
A= 5 | (Me + Fue + Foyo)ds = Fases Si zr 
对 于 静 定 和 超 静 定 结构 都 同样 适用 。 下 面 专门 给 FE 
出 超 静 定 结构 在 荷载 . 支 座 移动 和 温度 变化 等 因素 
作用 下 的 位 移 公式 。 
(1) 荷载 作用 
设 超 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 为 M .FA 、Fa, 这 时 杆 件 微 段 的 变形 为 
_M 
"EI 
-Fy 
°= FA 
p-ti 
因此 ,位 移 公式 为 
ass f Bar s | dr 了 | areas (6-12) 


这 个 公式 与 静 定 结构 的 公式 形式 上 完全 相同 。 但 需 注意 ,这 里 的 M Fy .下 可 


以 是 任 一 基本 结构 (也 可 以 是 原 计算 超 静 定 结构 内 力 时 取 用 的 基本 结构 ) 在 单位 
力作 用 下 的 内 力 。 


(2) 支 座 移动 
设 支 座 移动 时 超 静 定 结构 的 内 力 为 M Fy 、F。, 这 时 杆 件 微 自 的 变形 仍 为 
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因此 ,位 移 公式 为 
ass f Aasa |a a [Sarsa - S Paes (6-13) 
(3) 温度 变化 
设 温度 变化 时 超 静 定 结构 的 内 力 为 M Fuy .Fu ,这 时 , 除 内 力 引起 弹性 变形 
外 ,还 有 微 段 在 自由 膨胀 的 条 件 下 由 温度 引起 的 变形 , 即 
M ,aAt 


因此 ,位移 公式 为 


Lo [MM TEFS 【AuFa 
À Sj aea +S d+ 


s [usta + 5 | yards (6-14) 


(4) 综合 影响 下 的 位 移 公式 

如 果 超 静 定 结构 是 在 外 荷载 作用 、 支 座 移动 ,温度 变化 等 因素 的 共同 影响 

下 , 则 位 移 公式 为 
a= y f Aas+ | ds x f ds+ 
` | ds + Y [Faaaas- NF,eex (6-15) 

式 中 M Fy .Fu 是 超 静 定 结构 在 全 部 因素 影响 下 的 内 力 ,而 M Fy Pati F, WJ 
是 基本 结构 在 单位 力作 用 下 的 内 力 和 支 座 反 力 。 

例 6-14 试 求 例 6 - 10 中 的 超 静 定 梁 由 于 支 座位 移 引起 的 路 中 搅 度 。 

解 支 座位 移 时 在 超 静 定 梁 中 引起 的 弯 矩 M 图 如 图 6- 42e 所 示 。 

作 单 位 弯 矩 图 时 ,选取 两 种 基本 结构 : 


(1) 取 简 支 梁 作 基本 结构 ,图 6 一 50a 所 示 为 单位 力作 用 下 的 M 图 和 支 座 
反 力 。 


a= [| T d Pata) p(y) 
FSE 1 1 
[iE Ca YC = 350 we 
(2) REEERE KA E 6 一 50b 所 示 为 单位 力作 用 下 的 M 图 和 支 座 
反 力 。 


8$6 - 10 赵 净 定 结构 计算 的 校 核 259 


1 
“I |F;=1 
B 
_- [ MM P Ea O o Wg SNI 
A= | ds - Ml 0=2 [72 +] 
SoSe zas eat Ba is 
[s Q r)! ZOT t Te" 
以 上 两 种 算法 得 到 相同 的 结果 。 
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超 静 定 结构 的 计算 过 程 较 长 ,数字 运算 较 繁 ,因而 计算 的 校 核 工作 很 重要 。 
关于 校 核 工作 ,可 以 指出 以 下 几 点 : 

(1) 要 重视 校 核 工作 ,培养 校 核 习 惯 。 未 经 校 核 的 计算 书 决 不 是 正式 的 计 
算 书 。 

(2) 校 核 并 不 是 简单 地 重 算 一 遍 , 要 培养 校 核 的 能 力 , 其 中 包括 运用 不 同 的 
方法 进行 定量 校 核 的 能 力 ,运用 近似 估算 方法 或 根据 结构 的 力学 性 能 对 结果 的 
合理 性 进行 定性 判断 的 能 力 。 

(3) 要 培养 科学 作风 ,计算 书 要 整洁 易 读 ,层次 分 明 。 这 样 可 少 出 差错 ,也 
便于 校 核 。 

(4) 校 核 工作 要 分 阶段 进行 ,要 及 时 发 现 小 错误 ,避免 造成 大 返工 。 

关于 力 法 计算 的 阶段 校 核 ,可 以 指出 几 点 : 

(1) 在 计算 前 要 核对 计算 简 图 和 原始 数据 ,要 检查 基本 体系 是 否 几 何 可 变 。 

(2) 求 系数 和 自由 项 时 , 先 要 校 核 内 力图 ,并 注意 正 负 号 。 

(3) 方程 解 完 后 ,应 将 解答 代 回 原 方程 ,检查 是 否 满足 。 

(4) 最 重要 的 是 对 最 后 内 力图 进行 总 检查 ,总 校 核 。 

关于 最 后 内 力图 的 总 校 核 要 从 平衡 条 件 和 变形 条 件 两 个 方面 来 进行 。 下 面 
以 图 6- S$la\b,c 所 示 内 力图 为 例 加 以 说 明 。 

1. 平衡 条 件 的 校 核 

从 结构 中 任意 取出 的 一 部 分 ,都 应 当 满足 平衡 条 件 。 常 用 的 作法 是 截取 结 
点 或 截取 杆 件 。 例 如 ,如 图 6- 51d 所 示 ,截取 结 点 B( 杆 端 前 力 和 轴 力 在 图 中 未 


Fo 图 (单位 KN) 


(d) 
100 kN-m < yem m 
ia 
FAMEN) 
(e) 
Feni ° pá 
A 4 B y 
aa “is ar i F 
147.5 22.5 
EF,=3.7KN+11.3 kN-15 KN=0 DH, He 
EF,=75 kN+147.5 KN-200 kN -22.5 kN-0 Ka d 


图 6-51 


标 出 ), 检 查 是 否 满足 平衡 条 件 污 M =0; 如 图 6 一 51le, 截 取 杆 件 ABC (FF NNAS 
在 图 中 未 标 出 ), 检 查 是 否 满足 平衡 条 件 洁 F, =0, 光 F,=0。 从 图 中 可 以 看 出 ， 
以 上 的 平衡 条 件 是 满足 的 

2. 变形 条 件 的 校 核 

计算 超 静 定 结 构 的 内 力 时 , 除 平衡 条 件 外 ,还 应 用 了 变形 条 件 。 因 此 , 校 核 
工作 也 应 包括 变形 条 件 的 校 核 。 特 别 在 力 法 中 ,计算 工作 量 主要 是 在 变形 条 件 
方面 ,因而 校 核 工作 也 应 以 此 为 重点 。 

变形 条 件 校 核 的 一 般 作 法 是 :任意 选取 基本 结构 ,任意 选取 一 个 多 余 未 知 力 
X, ,然后 根据 最 后 的 内 力图 算出 沿 X, 方向 的 位 移 A, ,并 检查 A, 是 否 与 原 结构 
中 的 相应 位 移 (如 给 定 值  ) 相 等 , 即 检查 是 否 满足 下 式 : 

A,=a (6-16) 

如 果 按 式 (6 一 15) 求 位 移 A, , 则 上 式 变 为 
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uiMM, ,uf FF kF ,Fo 
>] +I asf EA ds+ Ü GA ds+ 


S f mast © [Fsanas- SIE = 2 6-17) 
AP, M Fy Fa 和 F, 8382855 fe m Ji X, =1 作用 下 的 内 力 和 支 座 反 力 。 
如 果 原 结构 只 受 荷 载 作用 , 则 式 (6 - 16) 的 左边 项 A, 可 按 式 (6 - 12) 计算 ， 
右边 项 则 为 零 ,因此 可 写成 
sM Mas+ [Panta + #FaFaa -0 (6z18) 
例如 ,为 了 校 核 图 6- Sla 所 示 的 M 图 ,可 选用 图 6- S1f 所 示 的 基本 结构 ,并 取 
杆 BC 中 任 一 截面 下 的 弯 抢 作为 多 余 未 知 力 X,。 这 时 ,在 单位 力 X, = 1 作用 
下 ,只 有 封闭 框 形 DBCE 部 分 产生 蛮 算 M = 1。 因 此 ,变形 条 件 (6 - 18) 为 


Mas- =0 (6-19) 


由 此 得 出 结论 , 当 结 构 只 受 荷载 作用 时 , 沿 封闭 杠 形 的 六 图 形 的 总 面积 应 等 于 
零 。 

现在 利用 这 个 结论 来 检查 图 6 - 5la 中 的 M 图 。 沿 DBCE 部 分 进行 积分 ， 
其 值 为 


x 


20 kN- mxa m+40kNmx4 m)+ 


1 

ST 3 
al: omma m, paadi 
Z 2 
a 


15 kN: miza m, 30 kN:mx4 =) 
I 2 


= — 130 kN:m + 170 kN:m #0 
可 见 ,这 个 M 图 未 能 满足 变形 条 件 ,因此 计算 结果 显然 是 错误 的 。 
例 6-15 试 对 例 6- 10 的 计算 结果 (图 6- 42e 中 的 M 图 ) 进 行 校 核 。 
解 选取 图 6-42b 所 示 的 基本 体系 ,单位 弯 逢 图 如 图 6 一 42d 所 示 。 这 时 
的 变形 条 件 可 由 式 (6 一 17) 写 出 如 下 : 
z | MMas- M0= -a (6-20) 
现在 利用 式 (6 - 20) 来 检查 图 6- 42e 中 的 M 图 。 先 计算 式 (6 一 20) 的 左边 


直人 (信守 (3] -re=- 


可 见 , 图 6- 42e 中 的 M 图 满足 变形 条 件 (6 一 20)。 
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第 6 章 2 法 


“$6-11 用 求解 器 进行 力 法 计算 


为 了 加 深 和 加 强力 法 的 概念 ,本 节 讨 论 如 何 用 求解 器 进行 力 法 的 辅助 计算 。 
特别 注意 的 是 ,用 求解 器 进行 力 法 计算 时 ,可 以 打破 传统 上 将 基本 体系 取 为 静 定 
结构 的 做 法 ,直接 取 超 静 定 结构 作为 基本 体系 。 

详细 内 容 见 所 附 光盘 相应 章节 。 


$6-12 小 结 


掌握 力 法 的 基本 原理 ,主要 是 了 解 力 法 的 基本 未 知 量力 法 的 基本 体系 和 力 
法 的 基本 方程 这 三 个 环节 。 在 力 法 中 ,把 多 余 未 知 力 的 计算 作为 突破 口 。 突 破 
了 这 个 关口 , 超 静 定 问题 就 转化 为 静 定 问题 。 计 算 多 余 未 知 力 的 方法 是 :首先 把 
多 余 约束 去 掉 , 以 暴露 多 余 未 知 力 ;然后 使 多 余 约束 弥合 ,以 解 出 多 余 未 知 力 。 
前 者 是 取 基 本 体系 ,后 者 是 列 力 法 方程 。 

计算 超 静 定 结构 时 ,要 同时 运用 平衡 条 件 和 变形 条 件 。 这 里 ,要 着 重 了 解 变 
形 条 件 的 运用 :对 于 每 一 个 超 静 定 结构 , 它 有 几 个 独立 的 变形 条 件 ? 每 个 变形 条 
件 的 几何 意义 是 什么 ? 如何 考虑 荷载 .温度 和 支 座 位 移 等 不 同 因素 的 影响 ?” AE 
形 条 件 如 何 用 方程 来 表示 ? 方程 中 每 一 项 代表 什么 意义 ? 如 何 求 出 方程 中 的 系 
数 和 自由 项 ? 

除 对 变形 条 件 应 理解 透彻 外 ,还 要 应 用 前 几 章 的 原理 , 即 

(1) 利用 第 2 章 的 几何 构造 分 析 方 法 来 确定 超 静 定 次 数 和 判定 基本 结构 是 
否 几 何不 变 。 

(2) 利用 静 定 结构 的 计算 方法 作 基 本 结构 的 内 力图 。 

(3) 利用 第 5 章 计算 位 移 的 方法 求 力 法 方程 的 系数 和 自由 项 。 

这 三 方面 应 当 作 适当 的 复习 ,并 通过 力 法 计算 得 到 巩固 和 提高 。 

还 要 注意 , 拱 结构 是 曲 杆 ,计算 有 些 特 点 。 计 算 位 移 时 ,忽略 轴 力 影响 . 剪 力 
影响 或 曲率 影响 是 有 一 定 条 件 的 ;同时 图 乘法 不 能 采用 ,因而 需要 直接 积分 或 采 
用 数值 积分 。 

为 了 使 计算 简化 ,要 善于 选取 合适 的 基本 体系 ,会 利用 对 称 性 。 

以 上 是 本 章 的 主要 内 容 ,应 当 通过 较 多 的 练习 牢固 地 掌握 。 此 外 ,还 要 记 
住 , 计 算 超 静 定 结构 的 位 移 时 ,虚设 的 单位 力 可 以 加 在 任意 基本 结构 上 。 

最 后 指出 ,本章 所 讨论 的 超 静 定 结构 都 属于 线性 变形 体系 。 对 于 非 线 性 变 
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形体 系 , 力 法 的 概念 和 方法 也 可 以 应 用 。 我 们 仍然 可 以 选取 基本 体系 和 基本 未 
知 量 , 并 根据 其 应 满足 的 变形 条 件 ( 例 如 A, =0、A, =0 等) 建立 力 法 方程 ,但 这 
时 不 能 应 用 又 加 原理 ,因而 不 能 列 出 式 (6 - 4) 那样 的 典型 方程 。 同 时 ,在 计算 基 
本 体系 的 位 移 时 也 不 能 采用 线性 变形 体系 的 位 移 公 式 。 

顺便 指出 ,本章 习题 6- la\bh,6-3a,6- Sa,6- 8a 可 供 辅导 课 选 用 参考 。 


思考 题 6 一 23,6 一 24 及 习题 6 一 24,6 -25 是 综合 题 , 有 的 要 借助 于 求解 器 求解 , 
供 参 考 。 


8$6-13 思考 与 讨论 


$6-2 思考 题 

6-1 用 力 法 解 超 静 定 结构 的 思路 是 什么 ? 什么 是 力 法 的 基本 体系 .基本 结构 和 基本 未 
知 基 ?为 什么 首先 要 计算 基本 未 知 量 ? 基本 体系 与 原 结构 有 何 异同 ? 基本 体系 与 基本 结构 
有 何不 同 ? 

6-2 力 法 方程 的 物理 意义 是 什么 ? 

6-3 试 从 物理 意义 上 说 明 ,为 什么 力 法 方程 中 的 主 系数 必 为 大 于 零 的 正 值 ,而 副 系数 
可 为 正 值 或 负 值 或 为 零 。 

$6-~3 思考 题 

6-4 为 什么 静 定 结构 的 内 力 状态 与 El 无 关 ? 为 什么 超 静 定 结构 的 内 力 状态 与 EI 有 
关 ? 

6-5 为 什么 在 荷载 作用 下 超 静 定 刚 架 的 内 力 状态 只 与 各 杆 El 的 相对 值 有 关 ,而 与 其 
绝对 值 ( 真 值 ) 无 关 ? 

$6-4 思考 题 

6-6 试 比较 在 荷载 作用 下 用 力 法 计算 刚 架 . 排 架 . 术 架 和 组 合 结构 的 异同 。 

6-7 EURER ,组 合 结构 及 厂房 排 架 中 ,用 撤去 多 余 链 杆 的 基本 体系 代替 切 开 多 
余 链 杆 的 基本 体系 ,这 种 算法 是 否 正确 ? 二 者 的 力 法 方程 有 何 异 同 ? 

$6-5 思考 题 

6-8 什么 称 为 对 称 结构 ? 为 什么 利用 对 称 性 可 以 使 计算 得 到 简化 ? 

6-9 利用 对 称 性 简化 结构 计算 有 了 哪 几 种 作法 ? 

$6-6 思考 题 


6-10 图 6-33 中 的 两 匀 拱 受 半 跨 均 布 荷载 q 作用, 拱 轴 ystu -r) WRIRH 
为 基本 结构 ,计算 其 推力 并 画 膏 矩 图 。 
讨论 :三 


铵 抛物 线 拱 受 半 跨 均 布 荷载 q 作用 .可 分 为 对 称 作用 的 全 跨 均 布 荷载 全 ,和 反 


对 称 作用 的 均 布 荷载 皇 。 HELSE JAASER. X, 是 对 称 的 ; 故 Ar =0,X,=0。 
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6-11 能 不 能 说 两 铵 拱 在 均 布 荷载 q 作用 下 的 合理 轴线 仍 是 抛物 线 y 一 # r(I(- x)? 


能 不 能 说 在 均 布 光 载 a 作用 下 ,y= =G ERNES S BEERA ERRIRE J) 
状态 是 一 样 的 ? 为 什么 ? 

$6-7 思考 题 

6-12 计算 拱 的 位 移 时 , M Fa .F、 的 影响 哪个 重要 ? 哪个 次 要 ? 在 什么 情况 下 可 以 
忽略 Fu 和 FF、 的 影响 ? 

6-13 什么 称 为 弹性 中 心 ? 怎样 确定 弹性 中 心 的 位 置 ? 弹性 中 心 法 的 好 处 是 什么 ? 

除了 无 匀 拱 外 ,下 图 这 些 结构 可 以 用 弹性 中 心 法 求解 吗 ?用 弹性 中 心 法 求解 这 类 结构 
时 ,有 什么 共同 的 特点 ? 


(9) ©) (o) 


6-8 思考 题 

6-14 结构 上 没有 荷载 就 没有 内 力 ,这 个 结论 在 什么 情况 下 适用 ? 在 什么 情况 下 不 适 
用 ? 

6-15 用 力 法 计算 超 静 定 结构 时 ,考虑 支 座 移 动 .温度 改变 等 因素 的 影响 与 考虑 荷载 作 
用 的 影响 ,二 者 有 何 异同 ? 

6-16 图 a 所 示 刚 架 , 支 座 A 发 生 转 角 8 和 竖 向 位 移 4, 试 用 以 下 不 同 的 基本 体系 求 
解 。 

(1) 基本 体系 中 不 保留 支 座 位 移 (图 b). 

(2) 基本 体系 中 保留 全 部 支 座位 移 (图 c)。 

(3) 基本 体系 中 保留 部 分 支 座位 移 (图 ad). 

$6-9 思考 题 

6-17 计算 超 静 定 结构 的 内 力 时 ,在 什么 情况 下 只 需 给 出 FI( 或 EA) 的 相对 值 , 在 什 
么 情况 下 需 给 出 El 的 绝对 值 ? 为 什么 ? 

6-18 计算 超 静 定 结构 的 位 移 与 计算 静 定 结构 的 位 移 ,二 者 有 何 异 同 ? 

6-19 为 什么 计算 超 静 定 结构 的 位 移 时 单位 荷载 可 加 在 基本 结构 上 ? 

6-20 计算 超 静 定 结构 的 位 移 时 ,各 杆 的 El 能 用 相对 值 吗 ? 为 什么 ? 

$6-10 思考 题 

6-2 变形 条 件 (6- 19) 的 物理 意义 是 什么 ”为 什么 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 结果 必 
须 进 行 变形 条 件 的 校 核 ? 
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思考 题 6- 16 图 


6-22 计算 超 静 定 结构 的 位 移 不 能 用 各 杆 E1( 或 EA ) 的 相对 值 ,而 需 用 其 绝对 值 ; 若 
用 变形 条 件 校 核 荷载 产生 的 内 力图 时 ,为 什么 又 可 以 用 EI 的 相对 值 ? 用 变形 条 件 校 核 支 座 
移动 或 温度 变化 产生 的 内 力图 时 能 否 用 EIR EA ) 的 相对 值 ? 为 什么 ? 

综合 思考 题 

6-23 图 示 刚 架 , 上 梁 的 1, 是 下 梁 1 的 s 倍 , 努 1,= sl。 

(a) 试用 超 静 定 的 基本 结构 按 只 有 一 个 基本 未 知 力 X, 求解 ,与 用 静 定 的 基本 结构 求解 ， 
比较 二 者 的 计算 过 程 和 结果 。 

(b) "í s 变化 时 (如 :*=0.1,1,10), 求 内 力图 的 变化 

讨论 :(1) 本 题 可 选用 超 静 定 的 基本 结构 , 按 只 有 一 个 基本 未 知 力 X, 求解 。 

(D 超 静 定 结构 取 静 定 结构 作 基本 结构 是 因为 静 定 结构 可 解 (已 知 ); 当 某 超 静 定 结构 的 
内 力 和 位 移 可 解 (已 知 ) 时 , 则 也 可 以 用 它 作为 基本 结构 š 

O 本 题 因为 对 称 , 竖 杆 无 弯 矩 . 剪 力 ,而 只 有 轴 力 。 切 断 此 竖 杆 ,其 轴 力 可 取 为 基本 未 知 
力 X, ,此 时 的 基本 结构 是 超 静 定 的 。 

© 利用 变形 协调 条 件 ,可 建立 力 法 方程 , 求 得 X, 

(2) 试 分 析 结 构 的 内 力 如 何 随 杆 件 的 刚度 比 而 变化 。 

(D 当 EN sO Bf. R f AB 梁 起 作用 .此 时 结构 变 为 两 端 固 定 梁 AB. 

2 Eli 一 co 时 ,上 梁 AB EA th JBE 09 88 85 9 , 
建议 有 兴趣 的 读者 自己 完成 此 题 。 

6-24 试 求 图 示 刚 架 - 剪 力 墙 组 合体 系 的 内 力 .已 知 剪 力 墙 厚度 为 0.12 m, 宽 度 为 
2.5 m; 刚 架 柱 截面 尺寸 为 0.4 mx0.6 m, 模 梁 为 无 限 刚 性 。 材 料 的 弹性 模 量 相同 , 均 为 E. 
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题 


党 


HiH 


思考 题 6-23 图 思考 题 6-24 图 


讨论 :从 全 取 静 定 结构 作 基 本 结构 ,本题 将 有 几 个 基本 未 知 力 ? 
如 果 只 用 两 个 基本 未 知 力 X, . X, ,并 采用 超 静 定 的 基本 结构 , 试 应 用 力 法 原理 求解 此 


6-1 坛 确定 下 列 图 示 结构 的 超 静 
e @ 


0) 


题 6-1 图 
6-2 试用 力 法 计算 下 列 图 示 结 构 , 作 M FE. RA b AERE ARAA E = 
数 、 
6-3 试用 力 法 计算 下 列 图 示 刚 架 , 作 M 图 


t). 


(a) b 


Fp q 
4 B. 
s w Ñ 
一: z 


) ik, F, 
y E | L e 
a 
H H 1 
© F, 四 Fe 
44 # T 
L $ 1 
H i = I 


s] 


题 6-2 图 


题 6-3 图 


6-4 试用 力 法 计算 下 列 图 示 排 架 , 作 M 图 (图 ec 中 圆圈 内 的 数字 代表 各 杆 E 的 相对 
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q=20kN/m 


© 


m 


4.65m2.10m 
6.75m ,2. 


题 6-4 图 
6-5 试用 力 法 计算 下 列 图 示 析 架 的 轴 力 。 各 杆 FA = 常数 


(a) (b) 
F, P| F, 了 | 


题 6-5 图 
6-6 图 示 一 组 合式 吊车 梁 . 上 弦 横 梁 截面 El - 1 400 kN-m' , 腹 杆 和 下 弦 的 EA =2.56 
<I kN。 试 计算 各 杆 内 力 . 作 横梁 的 恋 矩 图 。 
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承受 吊车 荷载 F, = 4.5 kN, 考 虑 吊 杆 的 轴 向 变形 。 


6-7 图 示 连 续 两 跨 悬 挂 式 吊车 梁 ， 
Fu 图 。 中 20 钢筋 每 根 截面 积 A 一 3.14 cm ,120 a 钢 


试 计算 吊 杆 的 拉力 和 伸 长 , 画 出 梁 的 M 、 
梁 1 =2 370 cm. 


题 6-7 图 


6-8 试 作 下 列 图 示 对 称 刚 架 的 M 图 。 


(a) (b) 


EI= 常 数 


题 6-8 图 


3EL 


6-9 试 求解 下 列 具 有 弹性 支 座 的 结构 (图 a 中 弹性 支 座 刚度 人 = 区 ,图 b 中 人 弹性 支 座 


抗 转动 刚度 和 - ËD ,并 作 M 图 
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题 6-9 图 


6-10 为 使 图 示 梁 截面 BHFEAR, RAMEE k EREK? 并 求 此 时 BB 点 
的 找 度 . 


题 6-10 图 
6-11 试 推导 图 示 带 拉杆 抛物 线 两 绞 拱 在 均 布 荷 载 作用 下 拉杆 内 力 的 表达 式 。 拱 截面 
El 为 常数 , 拱 轴 方 程 为 
vsa r) 


计算 位 移 时 , 拱 身 只 考虑 弯 矩 的 作用 ,并 假设 ds = dr 


题 6- 11 图 


6- 12， 坛 求 等 哉 面 加 纸 两 控 拱 当 二 -0.1.0.2.0.3.0.4.0.5 时 .在 满 跨 均 布 坚 向 荷载 
q 作用 下 的 推力 


习 a 
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6-13 试 求 等 截面 圆 管 在 图 示 荷 载 作 用 下 的 内 力 。 圆 管 半径 为 R。 


(a) Fp ©) f 


è EID 
题 6-13 图 


6-14 试 求 图 示 等 截面 半圆 无 铵 拱 在 拱 顶 受 集中 荷载 Fr 时 的 内 力 。 
6-15 图 示 -- 等 截面 圆 弧 形 无 匀 拱 . 试 求 拱 顶 和 拱 脚 截面 奔 矩 。 


q=200kN/m 
Fy 
< > < 
J SSE Ps PE —Eitm | 
题 6- 14 图 题 6- 15 图 


6 - 16 图 未 抛物 线 无 绞 拱 的 轴线 方程 y= f. 截面 面积 A = < 


(He 
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6-17 RARP A WAHA a WERO M 图 和 Fu 图 ;对 每 一 个 梁 选 用 两 种 基本 体系 
计算 .并 炒 梁 的 挠 曲线 方程 和 最 大 挠 度 


题 6 .17 图 


6-18 BRRR BAFI, RERA M 图 和 Fa 图. 
6-19 图 示 钢 筋 混凝土 烟 向 平均 半径 为 R , 壁 厚 ,温度 脱 胀 系数 为 a。 当 内 辟 漫 度 与 
外 壁 温 度 差 值 为 时. 试 求 烟 图 内 力 。 


题 6-18 疼 题 6- 19 图 


6-20 ARRE .下 侧 温度 变化 分 别 为 1 0 与 +112(1;>4). 轨 截面 高 ,温度 膨胀 系 
数 a， 试 求 作 M 图 及 挠 曲线 方程 

6-21 图 示 栅 架 ,各 杆 长 度 均 为 /. EA 相同 。 杆 AB 制作 时 短 了 分 ,将 其 拉 伸 (在 弹性 
饭 限 内 ) 后 进行 装配 、 坛 求 装配 后 杆 AB 的 长 度 。 


t B 
h 
— 
题 6 20 图 题 6- 21 图 


6-22 ARRA. RA L, EHER G 的 > 售 , 即 =.s 值 分 到 种 情况 :=0.2， 
1.5: 屋 项 矢 高 有 四 种 取 值 :/=0 m.0.6 m.2 m.4 m、 试 求 : 

(a) 固定 /= 2 m. 各 种 ; 值 时 内 力 的 变化 

(b) 固定 *=1. 各 种 卫 值 时 内 力 的 变化 。 
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题 6-22 图 


第 7 章 
位 移 法 


位 移 法 是 计算 超 静 定 结构 的 第 二 个 基本 方法 。 位 移 法 分 为 丙 步 :首先 将 结 
构 拆 成 杆 件 ,进行 杆 件 分 析 ,建立 杆 件 的 刚度 方程 ;然后 把 杆 件 组 装 成 结构 ,进行 
整体 分 析 ,建立 位 移 法 基本 方程 。 

本 章 主要 讨论 位 移 法 的 原理 并 应 用 于 计算 刚 架 。 取 刚 架 的 独立 结 点 位 移 作 
基本 未 知 量 ,由 与 这 些 结 点 位 移 相 应 的 平衡 条 件 建立 位 移 法 方程 。 位 移 法 方程 
有 两 种 表现 形式 :直接 写 平衡 方程 的 形式 和 借用 基本 体系 建立 典型 方程 的 形式 ， 
二 者 是 等 价 的 ;前 者 便于 了 解 和 手 算 ,后 者 利于 与 力 法 及 后 面 以 计算 机 计算 为 基 
础 的 矩阵 位 移 法 对 比 , 以 加 深 对 内 容 的 理解 。 


8$7-1 位 移 法 的 基本 概念 


1. 关于 位 移 法 的 简 例 

先 举 一 个 简单 的 术 架 例子 ,以便 更 具体 地 了 解 位 移 法 的 基本 思路 。 

图 7- la 为 一 个 对 称 结构 ,承受 对 称 荷载 Fp。 结 点 日 只 发 生 竖 向 位 移 A， 
水 平 位 移 为 零 。 在 位 移 法 中 ,把 此 竖 向 位 移 A 选 作 基本 未 知 量 。 这 是 因为 :如 
果 能 设法 把 位 移 A 求 出 ,那么 各 杆 的 伸 长 变形 即 可 求 出 ,从 而 各 杆 的 内 力 就 可 
求 出 ,整个 问题 也 就 迎刃而解 了 。 由 此 看 出 ,位移 a 确 是 一 个 关键 的 未 知 最 。 

现在 进一步 讨论 如 何 求 基本 未 知 量 A 的 问题 。 计 算 分 为 两 步 : 

第 一 步 ,从 结构 中 取出 一 个 杆 件 进行 分 析 。 

图 7-2a 中 村 AB ,如 已 知 杆 端 B 沿 杆 轴 向 的 位 移 为 u,( 即 杆 的 伸 长 ), 则 杆 
端 力 Fn 应 为 


A 
Pes Sn "y 


GP E.A... 分别 为 杆 件 的 弹性 模 量 .截面 面积 和 长 度 。 系 数 写 是 使 秆 端 产 


生 单位 位 移 时 所 需 施加 的 杆 端 力 , 称 为 杆 件 的 刚度 系数 。 式 (7 一 1) 表明 杆 件 的 
杆 端 力 Fu SERLE u, 之 间 的 关系 , 称 为 杆 件 的 刚度 方程 。 


§7-1 位 移 法 的 基本 概念 
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图 7-1 m: ar 


第 二 步 ,把 各 杆 件 综合 成 结构 。 综 合 时 各 杆 在 B 端的 位 移 是 相同 的 , 即 都 

由 B 改变 到 8B”, 此 为 变形 协调 条 件 。 根 据 变形 协调 条 件 ,各 杆 端 位 移 u 与 基本 
未 知 量 A 间 的 关系 为 (图 7-2b) 

u, = Asin a, (a) 


再 考虑 结 点 B 的 平衡 条 件 >F,=0, 得 (图 7 lb) 


s 
2 Fusin a, = Fe (b) 
= 


其 中 各 杆 的 轴 力 Fw 可 由 式 (7- 1) 表 示 , 再 利用 式 (a) 可 用 基本 未 知 量 A 表示 ， 
代入 式 (b) , 即 得 


s 


3 EA in ab =F, (c) 


这 就 是 位 移 法 的 基本 方程 , 它 代表 平衡 方程 ,是 用 位 移 表示 的 平衡 方程 。 由 此 可 
求 出 基本 未 知 量 
F, 
EA, .; < 
> Lin a, 


至 此 ,完成 了 位 移 法 计算 中 的 关键 一 步 。 


A= (d) 
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#74 位 各 法 


基本 未 知 量 A 求 出 以 后 ,其 余 问 题 就 迎刃而解 了 。 例 如 ,为 了 求 各 杆 的 轴 
力 ,可 将 式 (d) 代 入 式 (a) ,再 代入 式 (7- 1) ,可 得 


—sin a, 


[i 


> FA in a, 


将 图 7- la 的 尺寸 代入 式 (d) 和 (e) , 设 各 杆 EA 相同 ,得 


Fx = 


F, (e) 


Fi =F =0.159 F, 

Fa“ Pw S 0.255 F, 

Fs =0.319 F, 
在 图 7- la 中 ,如 只 有 2 根 杆 ,结构 是 静 定 的 ; 当 杆 数 大 于 (或 等 于 )3 时 ,结构 是 
超 静 定 的 , 均 可 用 上 述 方法 计算 。 可 见 ,用 位 移 法 计算 时 ,计算 方法 并 不 因 结 构 
的 静 定 或 超 静 定 而 有 所 不 同 。 

由 上 面 的 简 例 ,可 归纳 出 位 移 法 的 要 点 如 下 : 

(1) 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 结构 的 独立 结 点 位 移 ( 如 图 7- 1a P B 点 的 竖 
向 位 移 A)。 

(2) 位 移 法 的 基本 方程 是 用 位 移 表 示 的 平衡 方程 [如 B 点 的 竖 向 投影 平衡 
方程 式 (c) ]。 

(3) 建立 基本 方程 的 过 程 分 为 两 步 : 

第 一 步 ,把 结构 拆 成 杆 件 ,进行 杆 件 分 析 , 得 出 杆 件 的 刚度 方程 [如 式 
E= 

第 二 步 ,再 把 杆 件 综合 成 结构 ,进行 整体 分 析 ,得 出 基本 方程 。 

这 个 过 程 是 一 拆 一 搭 , 拆 了 再 搭 的 过 程 。 它 把 复杂 结构 的 计算 问题 转变 为 
简单 杆 件 的 分 析 和 综合 的 问题 。 这 就 是 位 移 法 的 基本 思路 。 

(4) 杆 件 分 析 是 结构 分 析 的 基础 , 杆 件 的 刚度 方程 是 位 移 法 基本 方程 的 基 
础 。 因 此 ,位 移 法 也 称 为 刚度 法 。 

2. 位 移 法 计算 刚 架 的 基本 思路 

以 上 结合 链 杆 体系 的 情况 对 位 移 法 的 基本 思路 作 了 简短 的 说 明 。 现 在 再 结 
合 刚 架 的 情况 作 进一步 的 介绍 。 

图 7- 3a 所 示 为 一 刚 架 ,在 给 定 荷载 下 , 结 点 A 发 生 角 位 移 9 和 线 位 移 A。 
采用 位 移 法 计算 时 , 取 结 点 位 移 0, 和 人 作为 基本 未 知 量 (注意 , 支 座 处 的 位 移 
不 作为 基本 未 知 量 ) 。 如 果 能 够 设法 把 基本 未 知 量 0, 和 人 求 出 ,那么 整个 刚 架 
的 计算 问题 就 分 解 成 杆 件 的 计算 问题 ,如 图 7- 3b.c 所 示 。 其 中 杆 AB 的 计算 


8$7-2 等 截面 杆 件 的 刚度 方程 
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条 件 是 B 端 固定 、A 端 有 已 知 位移 9 和 A, 并 承受 已 知 荷载 q 的 作用 。 杆 AC 
的 计算 条 件 是 C 端 为 简 支 .A 端 有 已 知 位移 9 ,并 承受 已 知 荷载 Fr 的 作用 。 


图 7-3 


由 此 看 出 ,用 位 移 法 计算 刚 架 , 结 点 位 移 是 处 于 关键 地 位 的 未 知 量 ,只 要 这 
个 关键 问题 解决 了 ,余下 的 问题 就 是 杆 件 的 计算 问题 。 

还 可 看 出 ,用 位 移 法 计算 刚 架 的 基本 思路 仍然 是 拆 了 再 搭 。 首 先 , 是 把 刚 架 
拆 成 杆 件 ,进行 杆 件 分 析 一 一 杆 件 在 已 知 端点 位 移 和 已 知 荷载 作用 下 的 计算 。 
这 相当 于 上 述 链 杆 体系 (图 7- 1) 中 的 第 一 步 , 即 式 (7- 1)。 但 是 ,现在 问题 要 
复杂 一 些 , 需 要 作为 预备 知识 在 8$7 - 2 中 详细 讨论 。 其 次 ,是 把 杆 件 再 合成 刚 
架 ,利用 刚 架 平衡 条 件 ,建立 位 移 法 基本 方程 ,借以 求 出 基本 未 知 量 。 这 相当 于 
上 述 链 杆 体系 中 的 第 二 步 , 这 个 问题 将 在 87-3 和 $7-4 中 详细 讨论 。 


8$87-2 等 截面 杆 件 的 刚度 方程 


为 了 给 用 位 移 法 计算 刚 架 作 好 准备 ,我 们 讨论 等 截面 杆 件 计算 的 两 个 问题 :一 
是 在 已 知 端点 位 移 下 求 杆 端 弯 矩 ,二 是 在 已 知 荷载 作用 下 求 固 端 弯 矩 。 

1. 由 杆 端 位 移 求 杆 端 弯 矩 

图 7- 4 所 示 为 一 等 截面 杆 件 AB ,截面 惯性 矩 为 常数 。 已 知 端点 A 和 B 的 角 
位 移 分 别 为 9、 和 ,两 端 垂直 杆 轴 的 相对 位 移 为 A, 拟 求 杆 端 弯 矩 Ma 和 Ma (注意 : 
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如 果 杆 件 沿 平行 或 垂直 杆 轴 方向 平行 移动 , 则 不 引起 杆 端 弯 矩 。 因 此 ,只 需 考虑 两 端 在 
垂直 杆 轴 方 向 发 生 相 对 位 移 A 的 情形 。 此 外 ,由 A TERREA, p=) 


在 位 移 法 中 ,采用 如 下 的 正 负 号 规则 : 结 点 转角 0, Ou , 弦 转 角 p, ETA E 
Man .Mu ,一 律 以 顺 时 针 转 向 为 正 。 

必须 注意 :这 里 ,关于 杆 端 弯 矩 的 正 负 号 规则 与 通常 关于 弯 矩 的 正 负 规 则 ( 例 
如 在 梁 中 , 弯 矩 使 梁 下 部 纤维 受 拉 者 规定 为 正 ) 有 所 不 同 。 第 一 ,这 里 的 规则 是 针 
对 杆 端 弯 矩 ,而 不 是 针对 杆 中 任 一 截面 的 弯 矩 。 第 二 , 当 取 杆 件 (或 取 结 点 ) 为 隔离 
体 时 , 杆 端 弯 矩 是 隔离 体 上 的 外 力 ,建立 隔离 体 平衡 方程 时 ,本 章 力矩 一 律 以 顺 时 
针 转 向 为 正 。 因 此 ,这 里 的 规则 是 把 杆 端 弯 矩 看 作 外 力 , 为 了 便于 建立 平衡 方程 
《位移 法 的 基本 方程 ) 而 规定 的 。 另 一 方面 ,在 作 弯 矩 图 时 ,我 们 把 奔 矩 看 作 杆 件 的 
AH ,因此 仍 应 遵守 通常 的 正 负 号 规则 。 总 之 , 杆 端 弯 矩 有 双重 身份 :既是 杆 件 的 
内 力 , 又 是 隔离 体外 力 , 要 注意 在 不 同 场合 按 相 应 的 正 负 号 规则 取 用 。 


首先 ,计算 简 支 梁 在 两 端 力 偶 Ma. Moa 作用 下 产生 的 杆 端 转角 (图 
7 一 5a)。 由 单位 荷载 法 ,得 


(a) 
” Ma 
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: (7-2) 
名 = 一直 | 


式 中 ;= 下, 称 为 杆 件 的 线 刚度 。 
其 次 ; 当 简 支 染 两 端 有 相对 竖 向 位 移 A 时 (图 7-5b) , 杆 端 转角 应 为 
n=n=F 0-3) 


综合 起 来 , 当 两 端 有 力 偶 Mns .Ma 作用 ,而 两 端 又 有 相对 竖 向 位 移 A 时 ， 
则 杆 端 转角 为 


= 二 Mu -在 Mm + 全 
_1 1 A 人 
bs = -gMmtz MutT 
解 联 立方 程 , 则 得 
Ma = 4i0, +2i0, -6i F- 
(7-5) 


Mi =2ið, + 4i0, -6i 全 
式 (7 -5) 就 是 由 杆 端 位 移 9, 、0, A 求 杆 端 弯 矩 的 公式 (习惯 上 称 为 转角 位 移 方 
程 )。 此 外 ,由 平衡 条 件 还 可 求 出 杆 端 前 力 如 下 : 
Fon = Fam = = +(Ma t Ma) 
再 将 式 (7- 5) 代 入 , 即 得 


Fau = Fam = -Sion -ffon + BLA (7-6) 
为 了 紧凑 起 见 ,可 以 把 式 (7- 5) 和 (7-6) 写 成 矩阵 的 形式 : 

Mu. 4 2i -$i A 

Mm |=] 2i 4i -6i 6, t=) 

Fons -$ z Si Ki A 


上 式 与 式 (7- 1) 具 有 类 似 的 性 质 , 称 为 弯曲 杆 件 的 刚度 方程 。 其 中 
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| A ps 292 
2e wa: < 61 


_6 6i Ri 
Mie; ES T 
称 为 弯曲 杆 件 的 刚度 矩阵 ,其 中 的 系数 称 为 出 度 系数 。 刚 度 系数 是 只 与 杆 件 的 
截面 尺寸 和 材料 性 质 有 关 的 常数 ,所 以 又 称 为 形 常数 。 
下 面 讨论 杆 件 在 一 端 具 有 不 同 支 座 时 的 刚度 方程 。 
(1) B 端 为 固定 支 座 (图 7- 6a) 


pia EI B| 
—— 4 
mh m 
sẹ 
— Y 
图 7-6 


在 式 (7-5) 中 令 0, =0, 则 得 


Mau = 40, -6 全 

(7-8) 
Mi =2i0, - 6; $ 

(2) B WARE (E 7-— 6b) 

在 式 (7- 4) 第 一 式 中 令 Ma =0, 则 得 


§7-2 等 截面 杆 件 的 刚度 方程 


Mw =3i0 -3i F 


(3) B 端 为 滑动 支 座 (图 7-6c) 
在 式 (7-6) 中 令 0,=0 和 Fors = Fom =0, 则 得 


再 代入 式 (7-5) ,得 


2. 由 荷载 求 固 端 弯 矩 
对 于 三 种 杆 件 :OD 两 端 固 定 的 梁 ;@ 一 端 固定 . 另 一 端 简 支 的 梁 ;G) 一 端 因 
定 . 另 一 端 滑 动 支承 的 梁 ; 表 7- 1 给 出 了 在 几 种 常见 荷载 作用 下 的 杆 端 弯 矩 和 
杆 端 剪 力 , 称 为 固 端 弯 矩 和 固 端 前 力 。 因 为 它们 是 只 与 荷载 形式 有 关 的 常数 ,所 
以 又 称 为 载 常数 。 固 端 弯 甜 用 Mis MMi RR o 


A_l 

TZA 
Mn = iða j 
Mam =- iñ, Í 


表 7-1 GREA HORREEN H 


(7= 9}: 


(7-10) 


编号 简 图 固 端 计 矩 (以 顺 时 针 转 向 为 正 ) 固 端 剪 力 
T - ` 
r F dl + = q 
pi Mu= -各 Fau = $ 
Í = : q 
Mu - 5 Fi =$ 
g 4 n 
3 
Mt = - 5 Fu- 
2 4 ， Bh 72 
— Ma- Fiu =- 
m" : Ç 
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简 图 


| 因 端 林 矩 (以 顺 时 针 转 向 为 正 ) 
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§7-2 等 截面 杆 件 的 刚度 方程 
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续 表 
编号 m m | BIB82538 (PUBB4 51568) IIE) CETE] 
pens | asal 
0 | Ferf 
ml u ypy Mm aa Fiu = Fp 
& je | Fi 0 
% SO 
1 a | m Ea: Tepes 
15 aoon 
x < mè, = - ElaAt PAT 
m=- Qa =0 
L 


在 两 端 固 定 的 梁 中 , 表 7- 1 中 编号 3 的 公式 是 基本 公式 ,利用 这 个 公式 , 根 
据 谷 加 原理 ,可 得 出 在 集中 力 系 Fw 和 分 布 荷载 4(w ) 作 用 下 的 固 端 弯 算 如 下 (图 
Fs 


I . (7-11) 
Mu = Fe e+ | glada (Ta), | 


RP a; 表示 荷载 Fw 与 A 端的 距离 ,a 表示 荷载 g(a)da 与 A 端的 距离 。 

此 外 ,三 种 梁 的 固 端 弯 矩 是 有 联系 的 ,例如 第 二 .三 种 梁 的 固 端 弯 垂 可 利用 
第 一 种 梁 的 结果 得 到 。 

如 果 等 截面 杆 件 既 有 已 知 荷 载 作用 ,又 有 已 知 的 端点 位 移 , 则 根据 合 加 原 
理 , 杆 端 弯 矩 的 一 般 公式 [对 照 式 (7- 5)》) 为 
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M, = 4i0 + 20, -6i + + MB 


(7-1) 
Mi, =2i + 4i0, -6i + + Mt, 
杆 端 剪 力 的 一 般 公 式 [ 对 照 式 (7 一 6)] 为 
Fass -Sio -95 十 a + PS 
e ye: 12; (7-13) 


Fam = = Sion = Sfo, + TRA + Fim | 
式 中 Faw 和 Fu 是 荷载 引起 的 固 端 剪 力 。 


本 节 解 决 了 一 个 杆 件 的 杆 端 力 与 杆 端 位 移 及 荷载 之 间 的 关系 问题 ,是 位 移 
法 的 基础 :与 第 9 章 矩 阵 位 移 法 中 的 单元 分 析 是 相对 应 的 内 容 。 


$7 一 3 无 侧 移 刚 架 的 计算 


如 果 刚 架 的 各 结 点 (不 包括 支 座 ) 只 有 角 位 移 而 没有 线 位 移 , 这 种 刚 架 称 为 


论 无 侧 移 刚 架 的 计算 。 连 续 染 的 计算 也 属于 这 类 问题 。 
图 7- 8a 所 示 为 一 连续 梁 , 在 荷载 作用 下 , 结 点 B 只 有 角 位 移 60, ,没有 线 位 
移 ,属于 无 侧 移 的 问题 。 


15.85 
对 图 (单位 KN-m) 


图 7-8 
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采用 位 移 法 计算 时 , 取 结 点 角 位 移 6, fE 3828 8 S 8k OE C 处 虽 有 和 角 
位 移 , 但 可 不 选 作 基本 未 知 量 )。 
tH 3& 7-1 可 求 出 各 杆 的 固 端 弯 矩 为 


_20 kNx6 m 


- Mi= Ma EN 


=15 kNm 


ME = z2 a m` o kN-m 


再 利用 式 (7-8) 和 (7-9)( 其 中 令 A=0) , n] P| ih & FF fr S š t T ( 2 & YF f) 
线 刚度 i 相等 ) : 
Mas =2i0, - 15 kNm) 
Mm = 40, + 15 kN mr (a) 
Mac = 3i0;, -9 kN:m 
由 此 看 出 ,一旦 求 出 0, , 杆 端 弯 矩 即 可 求 出 。 
下 面 建立 位 移 法 基本 方程 ,以 便 求 出 基本 未 知 量 bs 。 为 此 , 取 结 点 B 为 隔 
离 体 (图 7- 8b) ,可 列 出 力矩 平衡 方程 : 
>Ms=0, Mia + Mu = 0 (b) 
利用 式 (a) ,此 平衡 方程 可 写 为 
7igpt+t6kN'm=0 (c) 
式 (c) 就 是 用 位 移 0, 表示 的 平衡 方程 ,即位 移 法 的 基本 方程 ,由 此 可 求 出 基本 未 
知 量 


a = -m (O) 


至 此 ,位 移 法 的 关键 问题 已 得 到 解决 。 余 下 的 问题 是 将 式 (d) 代 入 式 (a), 即 可 求 
出 各 杆 杆 端 弯 矩 : 


Ma =2i x [ = mm) -15 kN-m= - 16.72 kN-m 
M. =4i x [ = 6 Sm) +15 kN-m=11.57 kN-m 
Mi =3ix( sim) -9 kN-m= = 11.57 kN-W 


PE, nr fE ER, E 7 - 8e 所 示 。 

一 般 说 来 ,用 位 移 法 解 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 时 ,在 每 个 刚 结 点 处 有 一 个 结 点 
转角 一 一 基本 未 知 量 ; 与 此 相应 ,在 每 个 刚 结 点 处 又 可 写 出 一 个 力矩 平衡 方 
程 一 一 基本 方程 。 央 此 ,基本 方程 的 个 数 与 基本 未 知 量 的 个 数 恰好 相等 ,因而 可 
解 出 全 部 基本 未 知 量 。 


286 


第 7 章 位 B 法 


位 移 法 的 基本 作法 是 先 拆散 ,后 组 装 。 组 装 的 原则 有 二 :首先 ,在 结 点 处 各 
个 杆 件 的 变形 要 协调 一 致 ;其 次 ,装配 好 的 结 点 要 满足 平衡 条 件 。 关 于 第 一 个 要 
求 .在 选 定 革 本 未 知 量 时 已 经 考虑 到 。 因 为 在 每 个 刚 结 点 处 只 规定 了 一 个 结 点 
转角 ,也 就 是 说 ,我 们 规定 了 刚 结 点 处 的 各 杆 杆 端 转角 都 彼此 相等 ,这 样 就 保证 
了 结 点 处 的 变形 连续 条 件 。 关 于 第 二 个 要 求 , 是 在 建立 某 本 方程 时 才 考虑 的 , 因 
为 基本 方程 就 是 根据 结 点 的 平衡 条 件 列 出 的 。 从 这 里 不 仅 看 到 位 移 法 的 解答 已 
经 满足 平衡 条 件 和 变形 连续 条 件 ,而且 还 看 到 经 过 什么 途径 才 使 这 两 方面 的 条 
件 得 到 满足 
例 7- 1 试 作 图 7 - 9a RRRS A o 


解 (1) 基本 未 知 量 

共有 两 个 基本 未 知 量 : 6, ,0 
(2) FW F di 
BW 25 8 fk 7 一 1 求 得 
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Mi = g g = 40 kN-m 
20 kN ' 
Mk = - # = -Nm .7 kNm 
Mîn = 41.7 kNem 
各 杆 刚度 取 相 对 值 计算 , 设 E1, = 19, WJ 
4EI, SET, 4EI, 
k sa yasa SE aou wkobsk) im= — =! 
. = 3Elb _ 3 -El _ 1 
本 


由 式 (7-5),(7-8),(7-9), 再 登 加 固 端 弯 矩 ,可 列 出 各 杆 杆 端 弯 矩 如 下 : 
Mus =3imbs + Min = 30, + 40 
My = 4imOs +2imOc + MY, =40, + 20, — 41.7 
Ma =2imbn + himO. + Min = 20, +40.+41.7 
Mo = 3i,n0e = 30, 
Mw =4iuebg =30,, Mee =2is0, = 1.50, 
Me =4ie0e=20., Me™ Zich = be 
(3) 位 移 法 方程 
结 点 B 平 衡 ( 图 7 一 9b): 
XM, =0, Mia t Mw + Mp = 0 
将 上 步 结 果 代 入 得 
100, +20.-1.7=0 (a) 
结 点 C 平衡 (图 7-9c): 
SMe=0, Mao+Mm+Mir=0 
将 上 步 结 果 代入 得 
20,+90.+41.7=0 (b) 
(4) 求 基本 未 知 量 
解 (a) .(b) 两 方程 ,得 
0,=1.15, 0.=—4.89 
(5) 求 杆 端 弯 矩 
将 求 得 的 位 移 代 入 上 述 各 杆 杆 端 弯 答 公式 ,得 


四 一 泊 赵 静 定 结构 内 力 计算 时 .车 各 杆 刚 度 均 按 相 对 值 取 用 .好 只 是 一 个 比例 关系 ,页 没有 取 真 值 ， 
则 中 间 返 算式 中 不 再 注 明 其 单位 .单位 只 在 壤 后 结果 中 给 南 。 下 同 ~ 
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Mm =43.5 kN-m 
Ma = -46.9 kN-m 
Ma =24.5 kN-m 
M. = -14.7 kN:m 
Ma =3.45 kN:m 
Ma = 1.73 kN-m 
Mer = -9.78 kN-m 
Mi = - 4.89 kN-m 
最 后 指出 ,因为 各 杆 用 的 是 相对 刚度 ,因而 例题 中 求 出 的 位 移 并 不 是 真 值 。 
如 果 要 求 位 移 的 真 值 , 则 刚度 也 必须 采用 真 值 。 


§7-4 有 侧 移 刚 架 的 计算 


刚 架 分 为 无 侧 移 和 有 侧 移 两 类 。 图 7- 10 中 刚 架 除 有 结 点 转角 外 ,还 有 结 

用 位 移 法 计算 有 侧 移 的 刚 架 时 ,基本 思路 与 无 侧 移 刚 架 基本 相同 ,但 在 具体 
作法 上 增加 了 一 些 新 内 容 : 

(1) 在 基本 未 知 量 中 ,要 包括 结 点 线 位 移 ; 

(2) 在 杆 件 计算 中 ,要 考虑 线 位 移 的 影响 ; 

(3) 在 建立 基本 方程 时 ,要 增加 与 结 点 线 位 移 对 应 的 平衡 方程 。 

在 下 面 的 讨论 中 将 着 重 讲解 上 述 新 内 容 。 

1. 基本 未 知 量 的 选取 

计算 有 侧 移 刚 架 时 ,位 移 法 的 基本 未 知 量 既 包括 刚 结 点 角 位 移 , 又 包括 结 点 
线 位 移 。 现 在 着 重 讨论 结 点 线 位 移 的 选取 问题 。 

如 果 不 忽略 杆 件 在 轴 力 作用 下 的 轴 向 变形 , 则 平面 刚 架 中 每 个 结 点 有 两 个 
线 位 移 。 例 如 ,图 7-10a、b.c 的 刚 架 各 有 2.3.4 个 结 点 , 故 分 别 有 4.6.8 个 结 
点 线 位 移 。 

结 点 线 位 移 的 个 数 越 多 , 则 位 移 法 的 计算 工作 量 越 大 。 为 了 减少 基本 未 知 
量 的 个 数 , 使 计算 得 到 简化 ,通常 在 位 移 法 中 忽略 轴 力 对 变形 的 影响 。 更 详细 地 
说 ,我 们 引入 如 下 假设 : 

(1) 忽略 轴 力 产生 的 轴 向 变形 。 

(2) 结 点 转角 9 和 各 杆 弦 转角 o 都 很 微小 。 

根据 假设 (1) , 杆 件 变形 前 的 直线 长 度 与 变形 后 的 曲线 长 度 可 认为 相等 。 根 
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据 假设 (2) ,变形 后 的 曲线 长 度 与 弦 线 长 度 可 认为 相等 。 综 合 起 来 ,可 得 出 如 下 
结论 :尽管 杆 件 发 生 弯曲 变形 ,但 杆 件 两 端 结 点 之 间 的 距离 仍 保持 不 变 。 
根据 上 述 假设 ,下 面 研究 独立 的 结 点 线 位 移 的 个 数 。 


图 7-10 


以 图 7- 10a 中 的 刚 架 为 例 。 由 于 各 杆 两 端 距离 假设 不 变 ,因此 在 微小 位 移 
的 情况 下 , 结 点 C 和 DD 都 没有 竖 向 位 移 ,而 且 结 点 C 和 D 的 水 平 位 移 也 彼此 相 
等 ,可 用 一 个 符号 A 来 表示 。 因 此 ,原来 两 个 结 点 的 4 个 线 位 移 现在 归结 为 一 
个 独立 的 结 点 线 位 移 A。 全 部 基本 未 知 量 只 有 三 个 , 即 6. .go 和 人 A。 

对 于 一 般 刚 架 ,独立 结 点 线 位 移 的 数目 常 可 由 观察 判定 。 图 7- 10b.c 所 示 
两 个 例子 ,虚线 表示 变形 后 杆 的 曲线 。 在 图 7 一 10b 中 ,只 有 一 个 独立 线 位 移 A， 
因为 由 水 平 梁 连 起 来 的 各 结 点 D.E F 其 水 平 线 位 移 必 然 相同 。 图 7- 10c 所 
示 为 由 水 平 梁 与 立柱 组 成 的 两 层 刚 架 ,4 个 刚 结 点 C.D E.F 有 4 个 转角 ;此 
外 ,还 有 两 个 独立 结 点 线 位 移 A. 和 A,。 显 然 ,每 层 有 一 个 线 位 移 ,因而 独立 结 
点 线 位 移 的 数目 等 于 刚 架 的 层 数 。 

由 于 在 刚 架 计算 中 ,不 考虑 各 杆 长 度 的 改变 ,因而 结 点 的 独立 线 位 移 的 数目 
还 可 以 用 几何 构造 分 析 的 方法 来 确定 。 如 果 把 所 有 的 刚 结 点 (包括 固定 支 座 ) 都 
改 为 铵 结 点 , 则 此 铵 结 体系 的 自由 度数 就 是 原 结构 的 独立 结 点 线 位 移 的 数目 。 
换 名 话说 ,为 了 使 此 铵 结 体系 成 为 几何 不 变 而 需 添加 的 链 杆 数 就 等 于 原 结构 的 
独立 结 点 线 位 移 的 数目 。 以 图 7- lla 所 示 刚 架 为 例 ,为 了 确定 独立 结 点 线 位 移 
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的 数目 ,把 所 有 刚 结 点 都 改 为 铵 结 点 ,得 到 图 7- 1lb 中 实 线 所 示 的 体系 。 添 加 
两 个 链 杆 (虚线 ) 后 ,体系 就 由 几何 可 变 成 为 几何 不 变 (实际 上 成 为 一 个 简单 术 
架 )。 由 此 可 知 ,图 7 一 11a 中 的 刚 架 有 两 个 独立 结 点 线 位 移 。 


(a) ©) 


图 7 n 


总 起 来 看 ,用 位 移 法 计算 有 侧 移 刚 架 时 ,基本 未 知 量 包括 结 点 转角 和 独立 结 
点 线 位 移 ， 结 点 转角 的 数目 等 于 刚 结 点 的 数目 ,独立 结 点 线 位 移 的 数 日 等 于 匀 
结 体系 的 自由 度 的 数目 。 在 选取 基本 未 知 量 时 ,由 于 既 保 证 了 刚 结 点 处 各 杆 杆 
端 转 角 披 此 相等 ,又 保证 了 各 杆 杆 端 距离 保持 不 变 。 因 此 ,在 拆 了 再 捞 的 过 程 
中 ,能 够 保证 各 杆 位 移 的 彼此 协调 ,因而 能 够 满足 变形 连续 条 件 。 

2. 基本 方程 的 建立 

基本 未 知 量 分 为 刚 结 点 角 位 移 和 和 独立 结 点 线 位 移 两 类 ,与 此 对 应 ,基本 方程 
也 分 为 两 类 。 下 面 举例 说 明 位 移 法 的 基本 方程 是 如 何 建立 的 。 

图 7- 12a 所 示 刚 架 , 柱 的 线 刚 度 为 i, 梁 的 线 刚度 为 2;。 基 本 未 知 量 为 刚 
结 点 B 的 转角 O, 和 柱 项 的 水 平 位移 人 ,如 图 7 12b 所 示 。 

进行 杆 件 计算 时 ,要 注意 AB 和 CD 两 杆 的 两 端 结 点 有 相对 侧 移 A ,但 杆 
BC 的 两 端 结 点 只 有 整体 的 水 平 位 移 , 而 没有 相对 的 垂直 位 移 。 利 用 式 (7 - 8). 
(7- 9) ,并 三 加 固 端 变 矩 后 ,可 列 出 各 杆 的 杆 端 弯 窍 如 下 


| 
Mu =2i0, -6i F - 5 X3x 4 
; Ah il : 
Mm =4i04 -6i tpi t 
Mw =3(2i)0, 
A 
Mw=-3iF 


下 面 建立 基本 方程 。 首 先 ,与 结 点 B 角 位 移 0, 对 应 , 取 结 点 B 为 隔离 体 
(图 7- 12c), 可 列 出 力矩 平衡 方程 : 
XM, =0, Mm +t My: = 0 (b) 
利用 式 (a) ,此 平衡 方程 可 写 为 


$7-4 有 侧 移 刚 架 的 计算 


291 


10;0, —1.5iA+4=0 (7-14a) 


其 次 ,与 横梁 水 平 位 移 A 对 应 , 取 柱 项 以 上 横梁 BC 部 分 为 隔离 体 (图 
7 一 12d), 可 列 出 水 平 投影 方程 : 


(e) My e 
8 Bo 
Ef F Foco 
3 gl g 
让 ° $ 
F. 
Se plae 
M, DC 
图 7-12 
>F,=0, Fona t Faw = 0 (ce) 


式 (c) 中 的 杆 端 剪 力 可 先 换 成 杆 端 弯 矩 。 为 此 , 取 柱 AB 作 隔 离 体 (图 7- 12e, 图 
中 杆 端 轴 力 未 画 出 ) ,得 


EMA=0,  Fam= -4 Mu t Ma) -6 
再 取 柱 CD 作 隔 离 体 (图 7- 120) ,得 


之 Mu=0， Fow= -下 Mr 
将 以 上 两 剪 力 的 表达 式 代 入 式 (c) ,得 
Mas + Mia + My: +24=0 (d) 
再 利用 式 (a) ,得 
6i0s -3.75iQA+24=0 (7- 14b) 


解 联 立 方程 (7 - 14a b), EDR BAE 0, 和 A, 然 后 代入 式 (a) 可 求 出 
杆 端 弯 矩 ,进而 可 以 作 刚 架 的 内 力图 。 
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一 般 说 来 ,位 移 法 的 基本 方程 都 是 根据 平衡 方程 得 出 的 。 基 本 未 知 量 中 每 
一 个 转角 有 一 个 相应 的 结 点 力矩 平衡 方程 ,每 个 独立 结 点 线 位 移 有 一 个 相应 
的 截面 平衡 方程 。 平 衡 方程 的 个 数 与 基本 未 知 量 的 个 数 彼此 相等 ,正好 解 出 全 
部 基本 未 知 量 。 


例 7-2 RER 7- 13a 所 示 刚 架 的 弯 邱 图 ,忽略 横梁 的 轴 向 变形 。 


B D ” 
|: i 5 Fih Frifh Feil 


Eilh? Eilh? Zi/h? 


图 7-13 


解 (1) 基本 未 知 量 

柱 AB .CD .EF 是 平行 的 ,因而 变形 时 横梁 只 有 水 平移 动 ,横梁 在 变形 前 后 
保持 平行 (图 7- 13b) ,所 以 各 柱 顶 的 水 平 位 移 是 相等 的 ,只 有 一 个 独立 线 位 移 
4。 本 例 没 有 刚 结 点 ,没有 转角 基本 未 知 量 。 

(2) 各 柱 的 杆 端 弯 矩 和 剪 力 

各 柱 的 线 刚度 为 


由 式 (7 一 9) 可 知 杆 端 弯 矩 为 
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Ma = -3i E 
M= -3 É 
Mr = -3i E 
由 每 柱 的 平衡 求 得 杆 端 剪 力 为 
Fom =3⁄, Ë 
Fa =3i Ë 


Fae=3i Ë 
(3) 位 移 法 方 各 
取 柱 项 以 上 横梁 部 分 为 隔离 体 (图 7 - 13c), 由 水 平方 向 的 平衡 条 件 


XF, =0, 得 
Fp ~ (Fons + Foon + Farr) =0 


求 得 


RPL NAE ZM, 
(4) 杆 端 弯 矩 和 剪 力 
将 4 代入 第 (2) 步 各 式 得 


—, Fan = 一- 二， Far = 一 一 
=i Pç; zi 
> >= 之 大 
(5) 根据 什 端 弯 矩 可 画 出 M 图 ,如 图 7- 13d 所 示 。 

(6) 讨论 
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计算 结果 表明 , 排 架 仅 在 柱 顶 荷载 作用 时 ,各 柱 柱 项 剪 力 Fu SREK 
根据 这 个 性 质 , 可 以 用 下 述 方法 求 此 排 架 的 内 力 :荷载 F, 作为 各 柱 总 剪 力 , 按 
各 柱廊 的 比例 分 配给 各 柱 ,得 各 柱 剪 力 , 根 据 柱 顶 剪 力 , 即 可 画 出 弯 矩 图 (图 


7-13d)。 疡 称 为 排 架 柱 的 侧 移 刚度 ,这 种 解法 称 为 前 力 分 配 法 。 
例 7-3 试 作 图 7- 14a 所 示 刚 架 的 内 力图 。 


四 q=20 kN/m 四 © 


图 7-14 


解 (1) 基本 未 知 量 
本 例 与 例 7- 1 不 同 处 是 结 点 B,C 除 转角 6, 和 0b. 外 ,还 有 水 平 线 位 移 A。 
(2) fF E 
MGEN 7 一 1 中 已 求 出 。 仍 假设 各 杆 刚度 取 相 对 值 ,由 式 (7 - 5). 
(7 一 8) (7-9) 谷 加 固 端 弯 矩 后 ,各 杆 杆 端 弯 矩 为 
Mm = 3imbn + Mia = 30, + 40 
Mw = bimby + Ribe + Mie = 46, + 20e -41.7 
Mon = iwn + 4iwOe + Mo = 20 + 40e + 41.7 
M = Jinbe = 30. 
Mie = 4ins0s — 6 EA = 30, — 1.125A 


{se 


Ma = 2im0n = 6 SA = 1.50, — 1.1254 
m 


Me = bigbe - 6 A = 20. — 0.5A 
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Me = 2io0, = 6 JA = Oe ~ 0.5A 
(3) 位 移 法 方程 
考虑 结 点 B 的 平衡 (图 7- 14b)， 

XM, =0, Mm + Mie + Mi = 0 


得 
108, +26 -1.1254 -1.7=0 (a) 
考虑 结 点 C 的 平衡 (图 7- 14c): 
2Mce=0, Mn+ Mn+ Mer=0 
得 


2b +90. -0.5A+41.7=0 (b) 
以 截面 切断 柱 项 ,考虑 柱 顶 以 上 横梁 ABCD 部 分 的 平衡 (图 7- 141): 
2F,=0, — Fam + Far=0 
再 考虑 柱 BE MHE CF 的 平衡 (图 7- 14d 和 e): 


+ Mi 
> M, =0， Fuu = Me + Ma 
Mer + M, 
之 Mr=0， Fa s — Cs 


故 截面 平衡 方程 可 写 为 
Mw s. Mm , a an zi 
6.750, + 30. -4.374 = 0 (o) 
(4) 求 基本 未 知 量 
联 立 解 (a) .(b) (ce) 三 个 方程 ,得 
04=0.94, 0.= -4.94，A= -1.94 
(5) RERA E 
将 求 得 的 位 移 代 入 第 (2) 步 各 式 ,得 
Mia = 42.82 kN - m 
Mw =- 47.82 kN + m 
Ma, = 23.82 kN + m 
Mo =- 14.8 kN © m 
Mie = 5.0 kN +m 
Ma = 3.59 kN m 
Ma = - 8.91 kN -m 
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Me =-3.97 kN - m 
(6) 作 内 力图 
由 杆 端 弯 矩 作出 的 M 图 ,如 图 7 一 15a 所 示 。 由 每 杆 的 隔离 体 图 ,用 平衡 方 
程 可 求 出 杆 端 剪 力 ,然后 作 Fu 图 (图 7- 15b)。 由 结 点 的 平衡 方程 可 求 出 杆 端 
轴 力 ,然后 作 N 图 (图 7- 15c)。 


(a) 


四 . © 

es y kN.m c 14.8 kN-m 

T 23.8 

M: `— 

S kN.m kN.m 85 kN.m 
20 kN/m 
D 

fosi Ž.ISkN į2.15 KN kas 


105.5kN 148.9 kN 


图 7-15 


(7) 校 核 
在 力 法 中 曾经 详细 讨论 过 超 静 定 结构 计算 的 校 核 问题 ,其 中 许多 作法 这 里 


仍然 适用 。 但 是 要 注意 一 点 :在 位 移 法 中 ,一 般 以 校 核 平衡 条 件 为 主 ;与 此 相反 ， 
在 力 法 中 ,一 般 以 校 核 变形 连续 条 件 为 主 。 这 是 因为 在 选取 位 移 法 的 基本 未 知 
量 时 已 经 考虑 了 变形 连续 条 件 ,而 且 刚度 系数 的 计算 比较 简单 ,不 易 出 错 ,因而 
变形 连续 条 件 在 位 移 法 中 不 作为 校 核 的 重点 。 

图 7- 15 中 的 内 力图 可 进行 平衡 条 件 校 核 如 下 :首先 ,由 图 7- 15d\e 看 出 ， 
结 点 日 和 C 处 的 力矩 平衡 条 件 是 满足 的 。 其 次 ,在 网 7- 15f 中 取 柱 项 以 上 梁 
ABCD 部 分 为 隔离 体 ,可 校 核 水 平和 竖 向 平衡 条 件 : 

XF, =0, 2.15 kN-2.15 kN=0 

XF, =0, 29.3 kN+ 105.5 kN +48.9 kN-20 kN/mx9 m-3.7 kN 

=183.7 kN - 183.7 kN=0 
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在 上 面 的 讨论 中 ,介绍 了 位 移 法 的 基本 未 知 量 和 基本 方程 ,基本 方程 是 直接 
由 平衡 条 件 建立 的 。 本 节 介绍 通过 位 移 法 的 基本 体系 建立 位 移 法 典型 方程 的 解 
法 。 这 种 方法 解 题 程序 与 力 法 相对 应 ,有 助 于 进一步 理解 位 移 法 基本 方程 的 意 
义 , 另 外 也 为 以 后 将 要 介绍 的 矩阵 位 移 法 打下 一 些 基础 。 

结合 图 7- 16a 所 示 的 刚 架 加 以 说 明 。 这 个 刚 架 前 面 在 8S7- 4 的 图 7- 12 
中 已 经 讨论 过 ,可 以 前 后 对 了 照 学 习 。 


图 7-16 


这 个 刚 架 有 两 个 基本 未 知 量 : 结 点 B 的 转角 A， 和 结 点 C 的 水 平 位 移 A;。 
这 里 ,位 移 法 的 基本 未 知 量 ,不 管 是 角 位 移 还 是 线 位 移 ,统一 用 A 表示 ,以 便 与 
力 法 中 使 用 的 基本 未 知 量 X 相对 照 。 

图 7- 16b 所 示 为 位 移 法 采用 的 基本 体系 :在 刚 结 点 B 加 约束 控制 结 点 B 
的 转角 (注意 ,不 控制 线 位 移 ) ,在 结 点 C 加 水 平 支 村 控制 结 点 C 的 水 平 位 移 。 

基本 体系 与 原 结构 的 区 别 在 于 :增加 了 与 基本 未 知 量 相应 的 人 为 约束 ,从 而 
使 基本 未 知 量 由 被 动 的 位 移 变 成 受 人 工控 制 的 主动 的 位 移 。 

在 位 移 法 基本 体系 中 ,如 果 不 看 其 中 作用 的 力 系 ,而 只 看 其 中 的 结构 , 则 得 
到 图 7 一 16c 所 示 的 结构 , 称 为 位 移 法 基本 结构 。 位 移 法 基本 结构 就 是 在 原 结构 
中 增加 了 与 位 移 法 基本 未 知 量 相应 的 可 控 约 束 而 得 到 的 结构 。 

基本 体系 是 用 来 计算 原 结构 的 工具 或 桥梁 。 一 方面 , 它 可 以 转化 成 原 结构 ， 
可 以 代表 原 结构 ; 另 一 方面 , 它 的 计算 又 比较 简单 。 因 为 加 了 人 工控 制 的 约束 之 
后 ,原来 的 政体 结构 被 分 隔 成 许多 杆 件 (这 些 杆 件 各 自 单独 变形 , 互 不 干扰 ; 且 已 
经 知道 了 它们 的 转角 位 移 方程 ) ,结构 的 整体 计算 拆 成 许多 单个 杆 件 的 计算 ,从 
而 使 计算 简化 。 应 该 注意 ,在 力 法 中 是 用 撤除 约束 的 办 法 达到 简化 计算 的 目的 。 
在 位 移 法 中 是 用 增加 约束 的 办 法 达到 简化 计算 的 目的 。 措 施 相反 ,效果 相同 。 

现在 利用 基本 体系 来 建立 基本 方程。 
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分 析 : 在 什么 条 件 下 ,基本 体系 才能 转化 成 原 结构 。 这 个 转化 条 件 就 是 位 移 
法 的 基本 方程 。 下 面 利用 基本 结构 分 两 步 来 考虑 - 

第 一 步 ,控制 附加 约束 ,使 结 点 位 移 A, 和 A. 全 部 为 零 ,这 时 基本 结构 处 于 
锁 住 状态 ,施加 荷载 后 ,可 求 出 基本 结构 中 的 内 力 (图 7- 17a) ,同时 在 附加 约束 
中 会 产生 约束 力矩 Fe 和 约束 水 平 力 Fe。 这 些 约束 力 在 原 结构 中 是 没有 的 。 

第 二 步 ,再 控制 附加 约束 ,使 基本 结构 发 生 结 点 位 移 A, 和 A, ,这 时 附加 约 
束 中 的 约束 力 F, 和 F, 将 随 之 改变 。 如 果 控 制 结 点 位 移 A, 和 A, 使 与 原 结构 
的 实际 值 正好 相等 , 则 约束 力 F, 和 F, 即 完全 消失 , 即 得 到 如 图 7- 16b 所 示 的 
基本 体系 。 这 时 ,基本 体系 形式 上 虽然 还 有 附加 约束 ,但 实际 上 它们 已 经 不 起 作 
用 ,因而 基本 体系 实际 上 处 于 放松 状态 ,而 与 原 结构 完全 相同 。 

由 此 看 出 ,基本 体系 转化 为 原 结构 的 条 件 是 :基本 结构 在 给 定 荷载 及 结 点 位 
É A, 和 A, 共同 作用 下 ,在 附加 约束 中 产生 的 总 约束 力 F, 和 F, 应 等 于 零 。 
即 


F,=0) 
F,=0Í 
这 就 是 建立 位 移 法 基本 方程 的 条 件 。 
下 面 利用 营 加 原理 ,把 基本 体系 中 的 总 约束 力 F, 和 F. 分 解 成 儿 种 情况 分 
别 计算 : 
(1) 荷载 单独 作用 一 一 相应 的 约束 力 为 Fe 和 Fx( 图 7-17a)。 
(2) 单位 位 移 A = 1 单独 作用 一 一 相应 的 约束 力 为 Ah 和 k. (图 7- 17b)。 


(SY 


(a) 
Chan 


W 72.47 


(3) 单位 位 移 As = 1 单独 作用 一 相应 的 约束 力 为 As 和 As:( 图 7- 176)。 
得 加 以 上 结果 , 则 总 约束 力 为 

F, Sku A, t kos t Fu} 

H 02464 

F.=ka A tkn: + Faf 


PEERI - 15) ,得 位 移 法 的 基本 方程 为 
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kuAi + kes + Fr=0L 
kað t kp; A, +Fp=0] 

利用 基本 方程 式 (7 一 17) 即 可 求 出 基本 未 知 量 A, 和 A,。 

从 基本 体系 来 看 ,基本 方程 具有 明确 的 意义 , 即 基本 体系 应 当 实际 上 处 于 放 
松 状态 ,附加 约束 中 的 约束 力 应 当 全 部 为 零 ; 实 质 上 是 要 求 原 结构 满足 平衡 方程 。 

由 此 可 见 ,位 移 法 的 基本 思路 仍然 是 过 渡 法 , 即 由 基本 体系 过 渡 到 原 结构 。 
过 渡 的 步骤 是 先 锁 住 后 放松 ,根据 放松 的 条 件 建立 位 移 法 的 基本 方程 。 这 里 讲 
的 “ 先 锁 后 松 " 与 前 面 讲 的 “ 先 拆 后 拱 " ,是 从 不 同 的 角度 对 位 移 法 的 基本 思路 加 
以 概括 ;同时 ,两 种 说 法 也 是 相通 的 ,“ 锁 住 "实际 上 是 把 结构 的 整体 变形 * 拆 成 
孤立 的 杆 件 变形 ,放松 "是 要 求 附加 约 东 实际 上 不 起 作用 ,也 就 是 要 求 各 个 杆 件 
综合 在 一 起 时 能 够 满足 平衡 条 件 。 

下 面 按照 上 述 步骤 进行 具体 计算 。 

(1) 基本 结构 在 荷载 作用 下 的 计算 。 

先 分 别 求 各 杆 的 固 端 弯 矩 ,作出 弯 甜 图 如 图 7 — 18a 所 示 。 基 本 结构 在 荷载 
作用 下 的 弯 甜 图 称 为 Ms 图 。 

取 结 点 B 为 隔离 体 (图 7 一 18b) , 求 得 Fe=4 kN'mo 

取 柱 顶 以 上 横梁 BC 部 分 为 隔离 体 (图 7 一 18c) ,已 知 立柱 BA 的 固 端 前 力 
qh _ _ 34 


Ot) 


Fom NE=6 kN ,因此 F,,= -6kN。 
(a) ©) © 
OFr F, 
2? Fip B C Fe 
$ ) — — 
4 Sh 6kN ° 
4 
M, m 4kN-m 
图 7-18 


(2) 基本 结构 在 单位 转角 A, = 1 作用 下 的 计算 。 

当 结 点 B 转角 A, = 1 时 ,分 别 求 各 杆 的 杆 端 弯 矩 ,作出 弯 矩 图 (M, 图 ) 如 图 
7-19a 所 示 。 

由 图 7- 19b.e, 得 

AN =4i+3(21)=101， ky = -1.5i 

(3) 基本 结构 在 单位 水 平 位 移 A,= 1 作用 下 的 计算 。 

当 结 点 B.C 的 水 平 位 移 A; = 1 时 ,分 别 求 各 杆 的 杆 端 弯 矩 ,作出 弯 矩 图 
(M, 图 ) 如 图 7- 20a 所 示 。 
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Cb) (c) 
ku b 
~> B C ka 
B | rm 
< y. Eisi _ 
而 
图 7-19 


图 7-20 


(4) 基本 方程 
由 式 (7- 17) , 列 出 基本 方程 如 下 : 
10iA, -1.5iA:+4=0 


-1.5i4, + Hia, -6=0 
这 里 得 出 的 基本 方程 与 前 面 在 $7 -4 中 得 出 的 式 (7 一 14a、b) 相 同 。 
由 基本 方程 可 求 出 : 
A,=0.737 1, A,=7.58 + 


利用 下 列 生 加 公式 作 刚 架 的 M 图 : 
M=MiA+M:A:+M (7-18) 
杆 端 弯 矩 如 下 : 


)-4=-13.62 KN - m 


)+4 54.42 KN © m 
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Myx =— 0.75i x (17.58 地)=-5.69 KN . m 
根据 杆 端 弯 矩 作出 刚 架 的 M 图 如 图 7- 21 所 示 。 


MM 图 
(单位 kN.m) 


图 7-21 


上 面 对 具 有 两 个 基本 未 知 量 的 问题 ,说 明了 位 移 法 的 基本 体系 和 基本 方程 
的 意义 。 对 于 具有 n 个 基本 未 知 量 的 问题 ,位 移 法 的 基本 方程 可 参照 式 (7 - 
17) 写 成 如 下 形式 ; 
ku ô, tkpâ t+ kA, + Fip=0 
ka A, tkn A t + ka A, + F = 0 


< (7-19) 
k, A. + k.A, t + k,,A, t F, = 0 
上 式 与 力 法 典型 方程 是 对 应 的 , 称 为 位 移 法 典型 方程 ,这 里 
ku ka o kn 
kn kn e ka 
kh. k, = k. 


称 为 结构 的 刚度 矩阵 ,其 中 系数 称 为 结构 的 刚度 系数 。 由 反 力 互 等 定理 可 知 
ky= ky 
因此 ,结构 刚度 矩阵 也 是 一 个 对 称 矩阵 , 主 对 角 线 上 的 系数 , 称 为 主 系数 , 恒 大 于 
零 ;其 他 系数 称 为 副 系数 ,可 为 正 ,可 为 负 , 也 可 为 零 。 
8$7-3.87- 4 和 本 节 以 不 同 的 表现 形式 解决 了 位 移 法 中 把 拆 开 的 杆 件 组 


装 成 原 结构 的 问题 ,是 位 移 法 的 主体 内 容 ; 这 与 第 9 章 矩 阵 位 移 法 中 的 整体 分 析 
是 相对 应 的 。 
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$7-6 对 称 结构 的 计算 


对 称 的 连续 梁 和 刚 架 在 工程 中 应 用 很 多 。 作 用 于 对 称 结构 上 的 任意 荷 
载 , 可 以 分 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 两 部 分 分 别 计算 。 在 对 称 荷载 作用 下 , 变 
形 是 对 称 的 , 弯 矩 图 和 轴 力 图 是 对 称 的 ,而 剪 力 图 是 反对 称 的 。 在 反对 称 荷载 
作用 下 ,变形 是 反对 称 的 , 弯 和 矩 图 和 轴 力 图 是 反对 称 的 ,而 前 力图 是 对 称 的 。 
利用 这 些 规则 ,计算 对 称 连续 梁 或 对 称 刚 架 时 ,只 需 计 算 这 些 结构 的 半边 
结构 。 

下 面 讨论 半边 结构 的 取 法 。 

1. 奇数 跨 对 称 结构 

(1) 对 称 荷 载 (图 7- 22a) 


8. 2-2 


在 对 称 轴 上 的 截面 C 没有 转角 和 水 平 位 移 , 但 可 有 竖 向 位 移 。 计 算 中 所 取 
半边 结构 如 图 7- 22b 所 示 ,C 端 取 为 滑动 支承 端 。 

(2) 反对 称 荷 载 (图 7 一 22c) 

在 对 称 轴 上 的 截面 C 没有 竖 向 位 移 ,但 可 有 水 平 位 移 和 转角 。 计 算 中 所 取 
的 半边 结构 如 图 7 一 22d 所 示 ,C 端 为 辊 轴 支 座 。 

2. 偶数 跨 对 称 结构 

(1) 对 称 荷载 (图 7- 23a) 

在 对 称 轴 上 ,截面 C 没有 转角 和 水 平 位 移 , 柱 CD 没有 弯 矩 和 剪 力 。 因 为 
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忽略 杆 CD 的 轴 向 变形 , 故 半边 结构 如 图 7 — 23b 所 
示 。C 端 为 固定 支 座 。 

(2) 反对 称 荷载 (图 7 -24a) 

在 对 称 轴 上 , 柱 CD 没有 轴 力 和 轴 向 位 移 ,但 有 
完 矩 和 弯曲 变形 。 可 将 中 间 柱 分 成 两 根 分 柱 ,分 柱 
的 抗 弯 刚 度 为 原 柱 的 一 半 , 这 样 问题 就 变 为 奇数 跨 
的 问题 ,如 图 7- 24b 所 示 , 其 中 在 两 根 分 柱 之 间 增 
加 一 跨 ,但 其 跨度 为 零 。 半 边 结构 如 图 7- 24c 所 示 。 
因为 忽略 轴 向 变形 的 影响 ,C 处 的 竖 向 支 杆 可 取消 ， 
半边 结构 也 可 按 图 7- 24d 选取 。 中 间 柱 CD 的 总 
内 力 为 两 根 分 柱 内 力 之 和 。 由 于 两 根 分 柱 的 弯 矩 、 
剪 力 相同 , 故 总 奔 矩 和 总 剪 力 为 分 柱 弯 符 和 剪 力 的 2 
倍 。 又 由 于 两 根 分 柱 的 轴 力 绝对 值 相同 而 正 负 号 相 
反 , 改 总 轴 力 为 零 。 

最 后 说 明 一 下 ,对 取得 的 半边 结构 ,可 以 用 任何 适宜 的 方法 进行 计算 。 


m 7-23 


(a) F, F, Ó r, F, 
c z 2 CiC: = 
了 | | 
d 引导 
D,| |D: 
F a) F; 
(0) fe >: o7 c, 
工 1l 
2 2 
D D, 
图 7-24 


例 7-4 WERT -25a 所 示 吊 桥 结 构 的 内 力图 。 吊 杆 的 EA 与 横梁 El 之 
ae: 

比 为 50 m 
解 (1) 基本 末 知 量 


图 7- 25a 是 一 个 受 对 称 荷载 的 对 称 结构 ,在 对 称 轴 上 的 截面 C 没有 转角 。 
计算 时 取 半 边 结构 如 图 7 一 25b 所 示 。 


取 结 点 D 的 转角 9 和 竖 向 位 移 A 为 基本 未 知 量 (图 7- 25c)。 
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(2) 求 固 端 力 


在 结 点 B 加 约束 ,固定 转角 9 和 位 移 A( 图 7- 25d)。 查 表 7-1 求 出 在 荷 
载 作 用 下 的 固 端 弯 矩 和 固 端 前 力 如 下 : 


Mt. = 了 (0m) = -333 kN-m 
Mt = -于 ~ 10 kima U0 m) = -167 kN.m 


Fow = ql = 10 kN/m x 10 m = 100 kN 
Fu = 0 
(3) 求 杆 端 力 


先 求 由 位 移 0 和 A 所 产生 的 杆 端 力 。 对 有 荷载 作用 的 杆 , 再 辣 加 上 固 端 
力 , 即 得 杆 端 力 如 下 : 


村 AB: 


Man = Rianð — bian 


Mi = iu -biss 
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- M. t Mi. _ _6El,, 12E1 
Fa T S 200 t 30 4 


为 C 端 为 滑动 支承 端 ,B 端 有 线 位 移 时 31 88 FF 385 Mi , A 


杆 BC: 
EL, 
Mu = 09 - 333 


Ma = - 0 -167 


Fonc = 100 kN 


杆 BD: 当 B 端 有 竖 向 位 移 A EEB 时 (图 7-25e), 杆 BD Mkia. 所 


以 , 链 杆 BD 的 轴 力 为 
El 


EA. 13 y. Soia aR 
Fw = q x[ 4)= 35 x (54) 305 


(4) 列 位 移 法 方程 
考虑 结 点 B 的 平衡 (图 7 一 251, 其 中 横梁 轴 力 未 画 出 ): 


SMs=0, Mu+Mu=0 
s= 3 : 
SF,=0, — Fam + Fam ~ Fow =0 
将 上 面 求 出 的 杆 端 力 代入 ,得 
4EL ， 6EI ， El, 343 
200 04t T0’ 333=0 


4-100=0 


3 3EI _6E1,, 12EI 
(5230225) 20: W0 
整理 后 ,得 


0.39-0.0154 =F | 
-0.0150 + 0.002 2a=-1%] 


(5) 解 位 移 法 方程 
得 
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(6) 求 杆 端 力 

将 求 得 的 0、A 代 国 第 (3) 步 ,得 
Ms = - 683 kN'm 
Mia = -175 kN-m 
Fom = 42.8 kN 
Mw = 175 kN-m 
Mas = - 675 kN-m 
Fonc = 100 kN 
Fw = 95.2 kN 


(7) 绘 内 力图 
内 力图 如 图 7 一 26 所 示 。 


(a) 


Fy 单位 KN) 
Fa 图 (单位 kN) 


图 7-26 


*87-7 支 座 位 移 和 温度 改变 时 的 计算 


1. 支 座 位 移 时 的 计算 

超 静 定 结构 当 支 座 产生 已 知 的 位 移 ( 移 动 或 转动 ) 时 ,结构 中 一 般 会 引起 内 
力 。 用 位 移 法 计算 时 ,基本 未 知 量 和 基本 方程 以 及 作 题 步骤 都 与 荷载 作用 时 一 
样 ,不同 的 只 有 固 端 力 一 项 , 即 由 荷载 产生 的 固 端 弯 矩 改变 成 由 已 知 支 座位 移 产 
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生 的 固 端 弯 矩 。 具 体 计算 通过 下 面 的 例题 说 明 。 
例 7-5 试 作 图 7-27a 所 示 连 续 梁 支 座 C 下 沉 Ac 时 的 弯 矩 图 。 设 两 杆 
的 i 相等 。 


图 7-27 


R (1) 基本 未 知 量 为 0。 
(2) REWA AE 
Mm = 3i0, 


Mx: = 30, -3:75 
因为 没有 荷载 作用 ,只 有 支 座 C 下 沉 Ac, 上 式 中 第 二 项 { -3i tenem 
下 沉 A。 引起 的 固 端 栖 矩 。 

(3) 列 位 移 法 方程 


Ac 
Mi + My = 0, 30, + 3⁄0, -3i =0 


得 bs = 


AE RR 7 一 27b 所 示 。 

2. 温度 改变 时 的 计算 

温度 改变 时 的 计算 ,与 支 座位 移 时 的 计算 基本 相同 ,不 同 的 仍 是 固 端 力 计 
算 。 这 里 ,只 作 一 点 补充 :除了 杆 件 内 外 温差 使 杆 件 弯曲 ,因而 产生 一 部 分 固 端 
弯 矩 外 ;温度 改变 时 杆 件 的 轴 向 变形 不 能 忽略 ,而 这 种 轴 向 变形 会 使 结 点 产生 已 
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知 位 移 , 从 而 使 杆 端 产生 相对 横向 位 移 , 又 产生 另 一 部 分 固 端 变 矩 。 具 体 计 算 通 
过 下 面 的 例题 说 明 。 

例 7-6 试 求 图 7-28 所 示 排 架 由 于 温度 均匀 升 高 上 所 产生 的 弯 矩 。 各 
横梁 截面 尺寸 相同 ,各 立柱 截面 也 相同 ,温度 膨胀 系数 为 a。 

解 图 7-28a 为 奇数 跨 情况 ,图 7- 28b 为 偶数 跨 情况 。 因 为 排 架 是 对 称 
的 ,荷载 (温度 变化 也 是 一 种 广义 荷载 ) 也 是 对 称 的 ,因此 在 对 称 轴 上 的 C 点 没 
有 转角 和 水 平 侧 移 。 温 度 升 高 : 时 的 变形 如 图 中 虚线 所 示 。 立 柱 伸 长 时 ,由 于 
不 受 约 东 , 故 不 产生 内 力 。 横 梁 伸 长 时 ,使 柱 项 各 点 产生 的 水 平 线 位 移 为 


A= aiL 


其 中 工 为 结 点 到 对 称 轴 的 距离 。 
根据 结 点 位 移 , 由 式 (7-9) 可 求 出 柱 底 弯 矩 如 下 : 


M= -3i 4A= -3i SE 
弯 矩 图 在 图 7 一 28 中 的 右 半 部 画 出 。 计 算 结果 表明 , 排 架 愈 长 ,温度 变化 产 
生 的 内 力也 愈 大 。 所 以 , 当 结构 长 度 过 大 时 ,应 设置 温度 缝 ,将 结构 分 开 , 以 城 小 
温度 内 力 。 
例 7-7 试 求 图 7- 29a 所 示 刚 架 由 于 温度 改变 而 产生 的 弯 矩 。 图 中 所 标 
温度 为 温度 变化 值 ,各 杆 截面 尺寸 相同 。 
解 ” 本 题 原 有 三 个 结 点 角 位 移 和 一 个 独立 的 结 点 线 位 移 。 由 于 结构 是 对 称 
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的 ,温度 也 是 对 称 分 布 的 ,因此 半边 结构 可 取 如 图 7 — 29b 所 示 , 其 中 只 有 一 个 基 
本 未 知 量 9 。 这 里 ,因为 要 考虑 轴 向 变形 的 影响 ,所 以 图 7- 29b 中 CD 杆 仍 要 
画 出 。 

为 了 求 固 端 弯 矩 ,可 将 温度 变化 分 为 两 部 分 :轴线 平均 温度 变化 to( 图 
7 一 29c) 和 杆 两 侧 温度 差 变 化 Az (EI 7 — 29d)。 杆 轴线 平均 温度 变化 使 杆 长 发 生 
变化 ,但 变化 值 为 已 知 值 (图 7- 29c): 


人 04 ma 
p HE +a 


柱 AB 缩短 aty H = 40a 
tE CD fh K: at, H = 40a 
W BC 缩短 at l = 60a 
这 些 长 度 变化 使 各 杆 端 结 点 产生 相对 线 位 移 : 
A = 60a 


Ape = ~ (40a +40a)= -80a 
EREE 8 FF 302 E 09 E D E 29 
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Mi, = MU = —6 ñA = -6 Bx (60a) = - 22. SaEl 
I (a) 
Mie = Mia = -6 A= -6 BEX (80a) = 13.3aEI 


杆 件 两 侧 的 温度 差 At ER ERS EA ERT- 1): 
(b) 


最 后 固 端 弯 矩 等 于 式 (a) ROZM, 
FASEA 
Ma =2inða + Mi, =2 Elo, + ( -22.S5aEl — 66.7aE1) =0.5E19; — 89.2aEl 


Mn = innba + Msa = 4 Ha + ( —22.S5aEl + 66.7aE1) =1.0El9p + 44.2aET 


He, + (13.3aEl ~ 66.7aE1) =0.67El0s — 53.3aET 


Ele, + (13.3aEl + 66.7aE1) = 0.33EI6,, +80.0aET 


(o) 
Muc = ims + My: =4 


Mos =2iw@, + Mh =2 
位 移 法 方程 为 
Me + Mw =0， 1.67ElI0s -9.1aEI=0 
由 此 求 得 
0, =5.4a 
代 回 式 (c) (9 FF 38028 E 39 
Ma = (0.5X5.4~89.2)aEI = - 86.5aET 
Mm = (5.4 + 44.2)aEl = 49.6aE1 
Mu = (0.67x5.4- 53.3)aE1 = -49.7aET 
Ma = (0.33 X 5.4 +80.0)aEl =81.8aEI 
弯 矩 图 如 图 7- 29e 所 示 。 


97=8 F 结 


力 法 和 位 移 法 是 计算 超 静 定 结构 的 两 个 基本 方法 。 由 杆 端 位 移 和 荷载 推算 
杆 端 弯 矩 的 公式 是 位 移 法 的 基本 公式 ,对 它 的 物理 意义 应 了 解 清楚 。 由 此 可 以 
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了 解 在 位 移 法 中 为 什么 可 以 取 结 点 位 移 作 为 基本 未 知 量 。 这 里 ,要 特别 注意 关 
于 杆 端 弯 矩 新 的 正 负 号 规定 。 

在 位 移 法 中 ,用 以 解 算 基本 未 知 量 的 是 平衡 方程 。 对 每 一 个 刚 结 点 的 未 知 角 
位 移 , 可 以 写 一 个 结 点 力矩 平衡 方程 。 对 每 一 个 独立 的 结 点 线 位 移 ,可 以 写 一 个 截 
面 平衡 方程 。 平 衡 方程 的 数目 与 基本 未 知 量 的 数目 正好 相等 。 

位 移 法 的 另 一 种 演算 形式 是 利用 基本 体系 进行 计算 。 这 样 可 使 位 移 法 与 力 
法 之 间 建 立 更 加 完整 的 对 应 关系 ,因而 有 助 于 对 两 种 方法 的 深入 了 解 。 采 用 基 
本 体系 后 ,不 仅 使 得 基本 方程 中 的 每 项 系数 和 自由 项 都 具有 独立 的 力学 意义 ,而 
且 可 以 与 第 9 章 的 矩阵 位 移 法 相 呼 应 。 学 习 时 对 两 种 解法 可 以 有 所 侧重 。 对 前 
一 解法 应 熟练 掌握 ;对 后 一 解法 重 在 理解 力学 意义 ,为 学 习 和 矩阵 位 移 法 打下 
基础 。 

对 称 结构 的 计算 ,可 以 取 半 边 结构 进行 。 这 里 ,关键 的 是 要 了 解 清楚 半边 结 
构 的 取 法 , 即 了 解 清楚 在 对 称 荷载 或 反对 称 荷 载 下 结构 有 哪些 独立 的 结 点 位 移 。 

最 后 想 提 一 下 :学 习 了 力 法 与 位 移 法 之 后 ,如 果 再 把 二 者 加 以 联系 和 对 比 ， 
将 是 很 有 兴味 的 。 实 际 上 ,这 两 个 方法 可 以 说 是 天 生 的 一 对 ,相反 互补 ,有 许多 
对 偶 关 系 : 

从 基本 未 知 量 看 , 力 法 取 的 是 力 一 一 多 余 约束 力 ,位 移 法 取 的 是 位 
移 一 一 独立 的 结 点 位 移 。 

从 基本 体系 看 , 力 法 是 去 约束 ,位移 法 是 加 约束 。 

从 基本 方程 看 , 力 法 是 写 位 移 协调 方程 ,位移 法 是 写 力 系 平衡 方程 。 
这 些 对 偶 关 系 简直 就 像 一 幅 对 会 工整 的 对 联 , 体 现 了 一 种 内 在 的 科学 美 。 人 掌握 
了 这 个 对 侦 关 系 ,就 可 以 学 一 知 二 ,达到 融会 贯通 的 境界 。 还 应 看 到 , 力 法 只 是 
用 于 分 析 超 静 定 结构 ,位 移 法 则 通用 于 分 析 静 定 和 超 静 定 结构 。 这 也 许 是 相反 
互补 的 另 一 表现 。 

本 章 习题 7- 1 一 7- 3 供 辅导 课 选 用 参考 。 习 题 7 - 21 以 后 的 习题 是 借助 
于 求解 器 求解 的 综合 题 , 供 参考 。 


87-9 思考 与 讨论 


$7-2 思考 题 

7-1 为 什么 饮 支 座 及 匀 结 点 处 的 角 位 移 可 不 选 作 基 本 未 知 量 ? IL 42 9 k R 2 
结 点 处 角 位 移 选 作 与 不 选 作 基本 未 知 量 时 两 种 算法 的 优 缺 点 。 

7-2 为 什么 滑动 支 座 处 的 线 位 移 可 不 选 作 基本 未 知 量 ? 试 比 较 当 滑 动 支 座 处 线 位 移 
选 作 与 不 选 作 基本 未 知 量 时 两 种 算法 的 优 缺 点 。 
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讨论 :从 以 上 两 思考 题 可 以 知道 , 当 只 有 两 端 刚 结 杆 的 转角 位 移 方程 式 (7 - 5) 和 两 端 因 
SEE 00 138 85 AE (B B4 , 匀 支 座 和 匀 结 点 处 的 角 位 移 必 须 选 作 基本 未 知 量 , 滑 动 支 座 处 的 线 位 
移 也 必须 选 作 基本 未 知 量 , 方 可 用 位 移 法 求解 。 

当 有 了 一 端 刚 结 另 端 饮 结 的 转角 位 移 方程 式 (7 - 9) 和 一 端 固定 另 端 饮 支 的 固 端 弯 矩 值 
后 , ASE BE fl EBE KA 55 ab 0056 fh Sk E 3E k R IE HJ (2 ADR RAE o 

同 理 , 当 有 了 一 端 刚 结 另 端 为 滑动 支 座 的 转角 位 移 方程 式 (7 - 10) 和 一 端 固定 另 端 为 滑 
动 支 座 的 固 端 杰 矩 值 后 , 则 滑动 支 座 处 的 线 位 移 不 选 作 基本 未 知 量 ,用 位 移 法 亦 可 求解 。 

由 此 可 知 , 用 位 移 法 能 否 求解 ,以 及 选取 哪些 量 作为 基本 未 知 量 ,取决 于 事先 已 知 的 条 
件 , 即 从 已 知 求 未 知 这 一 总 的 方法 中 已 知 的 程度 。 

$7-4 思考 题 

7-3 图 示 弹 性 支 座 上 的 梁 , 用 位 移 法 求解 ,弹性 支 座 A 的 转角 0, 与 支 座 C 的 线 位 移 
是 否 应 取 为 基本 未 知 量 ? 为什么? 相应 地 ,位 移 法 


ke F, Fy 
方程 应 该 怎么 写 ? 弹性 支 座 的 刚度 系数 分 别 为 B Tie 
与 ha。 ka 
讨论 : 若 预先 不 知道 弹性 支 座 杆 的 转角 位 移 方 ” 上 一 十 一 一 一 
程 和 弹性 支 座 杆 的 固 端 杰 矩 值 , 则 根据 思考 是 
7- 1 和 7- 2 的 讨论 ,基本 未 知 量 应 怎么 取 ? 相应 的 BIAT 


位 移 法 平衡 方程 有 几 个 ? 建议 读者 自己 完成 此 题 。 

7-4 为 什么 求 内 力 时 可 采用 刚度 的 相对 值 ,而 求 位 移 时 则 需 采用 刚度 的 真 值 ? 

7-5 在 什么 条 件 下 独立 的 结 点 线 位 移 的 数目 等 于 匀 结 体系 自由 度 的 数目 ? 

7-6 在 力 法 和 位 移 法 中 ,各 以 什么 方式 满足 平衡 条 件 和 变形 连续 条 件 ? 

7-5 思考 题 

7-7 位 移 法 的 基本 体系 和 基本 结构 有 什么 不 同 ? 它们 各 自在 位 移 法 的 计算 过 程 中 起 
什么 作用 ? 

7-8 将 $7-3、$7-4 直接 写 平衡 方程 的 方法 与 $7-5 基本 体系 典型 方程 的 方法 加 
以 比较 。 两 种 计算 方法 的 位 移 法 方程 是 否 相 同 ? 它们 的 关系 是 什么 ? 


思考 题 7-8 图 


讨论 :直接 写 平衡 方程 的 方法 可 概括 为 两 步 : 
(1) 先 利用 疏 加 原理 写 出 含 基本 未 知 基 的 杆 端 力 表达 式 。 
(2) 根据 平衡 条 件 列 出 位 移 法 方程 。 


§7-9 思考 与 讨论 
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基本 体系 典型 方程 的 方法 也 可 概括 为 两 步 : 

(1) 先 分 别 用 平衡 条 件 求 出 位 移 法 方程 的 刚度 系数 ,和 自由 项 Fw 

(2) 再 按司 加 原理 写 出 含 基本 未 知 量 的 位 移 法 平衡 方 程 。 

读者 可 按照 上 述 概括 的 步骤 ,用 图 中 所 示 两 个 基本 未 知 基 的 刚 架 为 例 , 试 分 别 写 出 两 种 
方法 的 位 移 法 方程 ,分 析 二 者 间 的 关系 ,最 后 结果 是 否 相同 。 

7-9 将 力 法 与 位 移 法 加 以 比较 。 二 者 的 基本 未 知 其. 基本 体系 和 基本 方程 有 什么 
不 同 ? 

87-6 思考 题 

7- 10 为 什么 对 称 结构 在 对 称 和 反对 称 荷载 作用 时 可 以 取 半边 结构 计算 ? 荷载 不 对 称 
时 还 能 不 能 取 半 边 结构 计算 ? 

7- 11 对 称 结构 如 不 取 半边 结构 .而 直接 利用 原 结构 用 位 移 法 进行 计算 ,是 否 也 能 利用 
对 称 性 简化 计算 ? 

7-12 对 具有 刚性 横梁 (E1 为 co ) 的 结构 ,用 位 移 法 求解 时 应 注意 些 什么 问题 ? 

7-7 思考 题 

7-13 对 图 中 所 示 无 结 点 线 位 移 的 刚 架 (图 ab) uh fi Pd c) , 当 忽略 杆 轴 向 变形 
的 影响 时 ,在 结 点 荷载 作用 下 ,各 杆 的 弯 矩 是 否 均 为 零 ? 试 说 明 原因 。 


@ p 


(9) 


F F, Fy 


思考 题 7- 13 图 


讨论 :试用 本 题 的 理由 说 明 符 架 结构 虽然 其 结 点 并 不 是 理想 贸 , 但 可 按 匀 结 点 计算 的 依 
据 。 

7-14 图 中 所 示 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,因为 荷载 的 特殊 性 ,在 什么 情况 下 各 标的 硒 矩 均 
为 零 ? 
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思考 题 7-14 图 


7-73 试 确定 图 中 基本 未 知 量 。 


w EL 
EA 
(1) 当 ELEA 为 无 限 大 时 (1) 当 ax0 时 
(2) 当 ENEA 为 有 限 值 时 (2) 当 a=0 时 
(° (d) 
a 
(1) 当 不 考虑 轴 向 变形 时 G) 当 ax0 时 
(2) 当 考虑 轴 向 变形 时 (2) 当 a=0 时 
题 7-1 图 


7-2 ， 试 写 出 图 示 杆 端 弯 矩 表达 式 及 位 移 法 基本 方程 。 
7-3 试 对 图 示 对 称 结构 确定 基本 未 知 基 和 选取 半边 结构 。 
7-4 图 示 刚 性 承 台 ,各 杆 EA 相同 ,试用 位 移 法 求 各 杆 轴 力 。 
7-5 试 作 图 示 刚 架 的 弯 答 图 .假设 各 杆 El 相同 。 
7-6 ， 试 作 图 示 刚 架 的 奔 矩 图 , 设 各 杆 Fl 相同 。 
7-7 试 作 图 示 刚 架 的 M .Fa Fs 图 。 

7-8 试 作 图 示 排 架 的 M 图 。 

7-9 试 作 图 示 刚 架 的 ME. RAH FI 为 常数 。 

7-10 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 

7 一 11 试 作 图 示 刚 架 的 内 力图 。 

7-12 试 利用 对 称 , 作 图 示 刚 架 的 M 图 


习 = 
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7-13 试 利用 对 称 , 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 
7-14 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。! = 10 m, E 为 常数 , 均 布 荷载 的 集 度 为 9 


w 
2.5 kN/m porn 
1 EE 常数 中 


4m 4m 
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om imlimiim|im|j0sm 


题 7-4 图 


q=2.4kN/m 


15m 


57-8 A 


q=20kN/m 


题 7-5 图 


El~% 


4m 


题 7-10 图 题 7-11 图 
D 
一 
50xN 
| 至 -常数 
10m 2 
题 7- 12 图 题 7- 13 图 


7-15 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。E1 = 常数。 
一 十 生生 


380kN/m 
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7-16 设 支 座 B 下 沉 As=0.5 cm。 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 


EI=3X 10 kN.m2 


10m 
题 7- 16 图 


7-17 图 示 连 续 梁 , 设 支 座 C 下 沉 1 em。 试 作 M 图 。 


EI=1.4X10 kNm 


题 7-17 图 


7-18 试 作 图 示 弹 性 支 座 上 刚 架 的 弯 矩 图 。; 为 杆 的 线 刚度 ,弹性 支 座 刚度 k = 4 li. 


题 7-18 图 


7-19 图 示 等 截面 正方 形 .正六 边 形 .正八 边 形 刚 架 ,内 部 温度 升 高 1 , 杆 截面 厚度 为 6， 
温度 膨胀 系数 为 =。 试 作 M 图 


四 四 Da 放下 


题 7 .19 图 


i a 
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7-20 RØERARA RRE EENH FER, W E=1.5x10 MPa,a=1x10 Ct, 
各 杆 截 面 尺寸 均 为 500 mm x 600 mm, 


a À, B -30c C 


题 7- 20 图 


7~21 图 a 所 示 2 跨 2 层 刚 架 , 梁 的 线 刚 度 i, 为 柱 的 线 刚度 i 的 s 售 , 即 i,=si.。 试 
求 *=0.1,0.5,1,5,10 五 种 * 情况 时 , 柱 的 侧 向 位 移 和 诸 算 。 

图 b 是 * 一 co 时 的 极限 情况 ,图 < 是 — 0 时 的 极限 情况 。 试 问 s 的 数值 大 (或 小 ) 到 什么 
程度 时 , 即 可 认为 趋向 极限 值 ? 


题 7-21 图 
7-22 上 题 图 a 所 示 2 跨 2 层 刚 架 , 试 比较 以 下 三 种 情况 ( 均 为 杆 线 刚度 相对 值 ) 的 计 
(a) i= l, i.=1 (正常 比较 情况 )。 


= 10 (加 大 柱 刚度 情况 )。 
(c) 六 =10, i.=1 (加 大 梁 刚 度 情况 )。 
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试问 为 了 减 小 刚 架 的 侧 向 位 移 . 哪 种 情况 较 好 ? 为 了 改善 刚 架 的 受 力 情况 , 哪 种 情况 较 
有 利 ? 

7-23 图 示 2 跨 2 层 刚 架 , 梁 的 线 刚度 i,, 柱 的 线 刚度 i. 在 以 下 三 种 情况 下 ( 均 为 杆 
线 刚度 相对 值 ); 

(DD i= i 

(2) i= 1. i= 104 

(3) i= 10. i, = 1 
s(a) 忽略 结 点 侧 移 时 M13695 E. 

g2=10kN/m 


fe q=10kN/m 
[i 
a 


(b) 4 84525 Maj. 3809 gs PEI 
(e) 比较 以 上 三 种 情况 下 .忽略 结 点 侧 移 与 考 虐 结 


#8 = 
渐 近 法 及 其 他 算法 简 述 


本 章 介 绍 属 于 位 移 法 类 型 的 渐 近 解法 一 一 力矩 分 配 法 和 无 剪 力 分 配 法 。 力 
和 矩 分 配 法 适用 于 连续 梁 和 无 结 点 线 位移 的 刚 架 ;无 剪 力 分 配 法 适用 于 刚 架 中 除 
杆 端 无 相对 线 位 移 的 杆 件 外 ,其 余 杆 件 都 是 剪 力 静 定 杆 件 的 情况 , 它 是 力矩 分 配 
法 的 一 种 特殊 的 形式 。 对 于 一 般 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,可 用 力矩 分 配 法 和 位 移 
法 联合 求解 。 

渐 近 法 是 本 章 讨论 的 重点 ,此 外 ,还 简略 地 介绍 了 联合 法 .近似 法 ,各 类 方法 
比较 及 利用 挠 度 图 作 超 静 定 力 影响 线 的 方法 。 


$8-1 力矩 分 配 法 的 基本 概念 


力矩 分 配 法 的 理论 基础 是 位 移 法 , 解 题 方法 采用 渐 近 法 ,适用 范围 是 无 结 点 
线 位 移 的 刚 架 和 连续 梁 。 下 面 先 解释 力矩 分 配 法 中 使 用 的 儿 个 名 词 。 杆 端 弯 和 矩 
的 正 负 号 规定 与 位 移 法 相同 。 

1. 名 词 解释 

(1) 转动 刚度 

转动 刚度 表示 杆 端 对 转动 的 抵抗 能 力 。 杆 端的 转动 刚度 以 S 表示 , 它 在 数 
值 上 等 于 使 杆 端 产生 单位 转角 时 需要 施加 的 力矩 。 图 8 一 1a、b、e,d 给 出 了 等 截 
面 杆 件 在 A 端的 转动 刚度 Sas 的 数值 。 关 于 Sw 应 当 注意 下 列 几 点 : 

1) 在 SaPA 点 是 施 力 端 ,B 点 称 为 远 端 。 当 远 端 为 不 同 支承 情况 时 , Se 
数值 也 不 同 。 

2) Sms 是 指 施 力 端 A 在 没有 线 位 移 的 条 件 下 的 转动 刚度 。 在 图 8-1 中 ,A 
端 画 成 匀 支 座 ,其 目的 是 为 了 强调 A 端 只 能 转动 .不 能 移动 这 个 特点 。 

如 果 把 A 端 改 成 辊 轴 支 座 , 则 Sw 的 数值 不 变 ,也 可 以 把 A 端 看 作 可 转动 
(但 不 能 移动 ) 的 刚 结 点 。 这 时 SA 就 代表 当 刚 结 点 产生 单位 转角 时 在 杆 端 A 引 
起 的 杆 端 弯 矩 。 

3) 图 8- la.b.c.d 中 的 转动 刚度 可 由 位 移 法 中 的 杆 端 守 矩 公 式 导 出 。 汇 
总 如 下 : 
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图 8-1 图 8-2 
远 端 固定 ， S=4i (8-1) 
远 端 简 支 S=3i (8-2) 
远 端 滑动 S=; (8-3) 
远 端 自由 ， S=0 (8-4) 


式 中 i= 早 。 
(2) 分 配 系数 
图 8- 2a 所 示 三 杆 ABAC 和 AD 在 刚 结 点 A 连接 在 一 起 。 为 了 便于 说 明 
问题 , 设 B 端 为 固定 端 ,C 端 为 滑动 支 座 ,D 端 为 铵 支 座 。 
设 有 力 偶 M 加 于 结 点 A ,使 结 点 A 产生 转角 0, ,然后 达到 平衡 。 试 求 杆 端 
WR MAs .MA 和 MaAn 。 由 转动 刚度 的 定义 可 知 : 
Ms Sor = 410, 
Mre = Suba = inba (a) 
Mav = Sanba =3innb ] 
取 结 点 A 作 隔 离 体 (图 8 - 2b) ,由 平衡 方程 之 M =0, 得 
M = Saeba + Suða + Sanba 


8$8 -1 力 答 分 配 法 的 基本 概念 
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De S 
STS Ss ys 
sup >s 表示 各 杆 A 端 转动 刚度 之 和 。 


将 0 值 代入 式 (a) ,得 


Sm 
Me = SM 
a 
Sac 
Mw = SSM (b) 
a 
Sav 
Mo= SM 


由 此 看 来 ,各 杆 A 端的 弯 矩 与 各 杆 和 端的 转动 刚度 成 正比 。 可 以 用 下 列 公 
式 表示 计算 结果 : 


My = uM (8-5) 
S 

Pe (8-6) 
>s 


jw 称 为 分 配 系数 。 其 中 j 可 以 是 B、C 或 D ,如 pn 称 为 杆 AB 在 A 端的 分 配 系 
数 。 杆 AB 在 结 点 A 的 分 配 系数 pa TFH AB 的 转动 刚度 与 交 于 A 点 的 各 杆 
的 转动 刚度 之 和 的 比值 。 
同一 结 点 各 杆 分 配 系数 之 间 存 在 下 列 关系 : 
之 pw = Man + ae $ pap = 1 
总 之 ,加 于 结 点 A 的 力 偶 M , 按 各 杆 的 分 配 系数 分 配 于 各 杆 的 A 端 。 
(3) 传递 系数 
在 图 8- 2a 中 , 力 偶 M 加 于 结 点 A ,使 各 杆 近 端 产生 诸 矩 ,同时 也 使 各 杆 远 
端 产生 弯 矩 。 由 位 移 法 中 的 刚度 方程 可 得 杆 端 弯 矩 的 具体 数值 如 下 : 
Mas =4iug Mos = Zinha 
Mac=incgs， Ma = ~ inba 
Mao =3ianða, Mpa =0 
由 上 述 结果 可 知 : 
Mm 
Me Cus 


这 个 比值 Co = 村 称 为 传递 系数 。 传 递 系数 表示 当 近 端 有 转角 时 , 远 端 订 矩 与 近 庙 
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弯 矩 的 比值 。 对 等 截面 杆 件 来 说 ,传递 系数 C 随 远 端 的 支承 情况 而 异 ,数值 如 下 : 


远 端 固定 ， GE (8-7) 
远 端 滑动 ， C= -1 (8-8) 
WRL, C=0 (8-9) 
用 下 列 公式 表示 传递 系数 的 应 用 : 

Ma = CaMa (8-10) 


系数 Cw 称 为 由 A WE B 端的 传递 系数 。 

现在 把 图 8- 2a 所 示 问 题 的 计算 方法 归纳 如 下 : 

结 点 A 作用 的 力 偶 M , 按 各 杆 的 分 配 系数 分 配给 各 杆 的 近 端 ; 远 端 弯 矩 等 
于 近 端 变 矩 乘 以 传递 系数 。 

2. 基本 运算 ( 单 结 点 的 力矩 分 配 ) 

力矩 分 配 法 的 物理 概念 可 用 实物 模型 来 说 明 。 图 8 - 3 所 示 为 一 连续 梁 的 
模型 。 连 续 梁 ABC 为 薄 钢 片 ,用 硅 码 加 荷载 F, 后 ,连续 梁 的 变形 如 图 8 - 3a 中 
虚线 所 示 。 伴 随 着 这 个 变形 出 现 的 杆 端 变 矩 ,是 计算 的 目标 。 


P 


在 力矩 分 配 法 中 ,我 们 直接 计算 各 杜 的 杆 端 弯 矩 。 杆 端 弯 矩 以 顺 时 针 转 向 
为 正 。 计 算 步 骤 表 述 如 下 : 

(1) 设想 先 在 结 点 巨 加 一 个 阻止 转动 的 约束 (如 用 螺栓 夹 紧 ) 阻 止 结 点 B 
转动 ,然后 再 加 硅 码 。 这 时 ,只 AB 一 跨 有 变形 ,如 图 8- 3b 中 虚线 所 示 。 这 表 
明 结 点 约束 把 连续 梁 ABC 分 成 为 两 个 单 跨 梁 AB 和 BC。AB 一 段 受 荷载 F, 作 
用 后 产生 变形 ,相应 地 产生 固 端 弯 窃 。 结 点 B 的 约束 施加 的 力矩 Ms ( 称 为 约束 
力矩 ) 可 以 通过 结 点 B 的 平衡 方程 求 得 。 从 图 8- 3b 可 以 看 出 , 杆 BC 的 固 端 


$8-1 力 算 分配 法 的 基本 概念 
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B Mi =0, 杆 BA HERSE Mao HM, =0, 可 知 结 点 B ARE 
M, = Mk + Ma = Mia 。 约 束 力 抢 等 于 固 端 计算 之 和 ,以 顺 时 针 转 向 为 正 。 

(2) 连续 梁 的 结 点 B 本 来 没有 约束 ,也 不 存在 约束 力矩 Ms 。 因 此 ,图 8 - 3b 
所 示 的 解答 必须 加 以 修正 。 为 了 达到 这 个 目的 ,我们 放松 结 点 B 处 的 约束 , 梁 即 
回复 到 原来 的 状态 (图 8 一 3a), 结 点 B 处 的 约束 力矩 即 由 Ms 回复 到 零 , 这 相当 于 
在 结 点 B 原 有 约束 力矩 M, 的 基础 上 再 新 加 一 个 力 偶 (一 Ms )。 力 偶 一 Ms 使 梁 
新 产生 的 变形 如 图 8 - 3c 中 虚线 所 示 。 这 时 , 结 点 B 处 各 杆 在 B 端 新 产生 恋 矩 
Ma 和 Ma , 称 为 分 配 力矩 ;在 远 端 A MESE Mis , 称 为 传递 力矩 。 

(3) 把 图 8-3b.c 所 示 两 种 情况 蠢 加 ,就 得 到 图 8 - 3a 所 示 情 况 。 因 此 ,把 
图 8-3b,c 中 的 杆 端 弯 矩 矫 加 ,就 得 到 实际 的 杆 端 弯 矩 (图 8 一 3a) ,例如 MB + 
Min = Mmo 

现在 把 力矩 分 配 法 的 物理 概念 简 述 如 下 : 先 在 刚 结 点 B 加 上 阻止 转动 的 约 
束 , 把 连续 梁 分 为 单 跨 梁 , 求 出 杆 端 产生 的 固 端 变 矩 。 结 点 B 各 杆 固 端 弯 矩 之 
和 即 为 约束 力矩 Ms。 去 掉 约 束 ( 即 相当 于 在 结 点 B HIMM, ), 求 出 各 杆 B 


端 新 产生 的 分 配 力矩 和 远 端 新 产生 的 传递 力矩 。 辣 加 各 杆 端 记 下 的 力矩 就 得 到 
实际 的 杆 端 弯 矩 。 


下 面 通过 例题 说 明 力 矩 分 配 法 的 基本 运算 步 又。 
例 8-1 图 8-4 所 示 为 一 连续 梁 , 试 用 力矩 分 配 法 作 弯 矩 图 。 
00 kN 


图 8-4 


解 (1) 先 在 结 点 B 加 上 约束 (图 8 一 5a) 
计算 由 荷载 产生 的 固 端 弯 矩 ( 顺 时 针 转 向 为 正 号 ) , 写 在 各 杆 端的 下 方 : 


Mh = - 290 RN m. -150 kN-m 
Mia = 200 YS M Z 150 kN-m 


Mi= -20 EN Gm qL 


在 结 点 B b. AFEA 8 Ü RB M, = 150 KN: m — 90 kN-m = 60 kNms My 
即 为 结 点 B 的 约束 力矩 。 
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(2) 放松 结 点 B 
这 等 于 在 结 点 B 新 加 一 个 外 力 偶 矩 - 60 kN*m( 图 8- Sb)。 此 力 偶 按 分 配 
系数 分 配 于 两 杆 的 B 端 ,并 使 A 端 产生 传递 力矩 。 具 体 演 算 如 下 ， 


fr AB 和 BC 的 线 刚度 相等 ,i= El, 


转动 刚度 : 
Sa = 4i 
Sæ =3i 
分 配 系数 : 
magn? 3 
3i 
ie gaa V. 
校 核 : 
Hon + pe = 1 
分 配 系数 写 在 结 点 B 上面 的 方 框 内 。 
分 配 力矩 : 


MA =0.571 x ( -60 kN'm)= - 34.3 kN'm 
M'sc = 0.429x ( -60 kN'm)= -25.7 kN'm 
分 配 力矩 下 面 画 一 横 线 ,表示 结 点 已 经 放松 ,达到 平衡 。 


传递 力矩 ( 远 端 固定 时 ,传递 系数 为 1/2; u YW JJ 8 X Dj, f 8 # 
HE): 


z% (734.3 kNm) = - 17.2 kNem 
M'a = 0 

将 结果 按 图 8 - Sb( 图 中 弯 矩 力矩 单位 为 kN'*m) 写 出 ,并 用 箭头 表示 力矩 
传递 的 方向 。 

(3) 将 以 上 结果 又 加 , 即 得 到 最 后 的 杆 端 弯 矩 ,其 单位 为 kN*m( 图 8 一 5c)。 

实际 演算 时 ,可 将 以 上 计算 步骤 汇集 在 一 起 , 按 图 8 一 5c 的 格式 演算 。 下 面 
画 双 横 线 表示 最 后 结果 。 注 意 在 结 点 B 应 满足 平衡 条 件 : 

>M=115.7 kN-m- 115.7 kN:m=0 
根据 杆 端 弯 矩 ,可 作出 M 图 ,如 图 85d 所 示 。 
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(©) 


分 配 系数 
maga fso 150 2-90 07%% 
PEH -17.2 — -343 -2571— 0 


及 传递 力矩 
FMRE -1612 — 1152 -115.7 g 


$8-2 £ 2 5 05 J 3E 2 B 


上 节 已 经 说 明了 力矩 分 配 法 的 基本 概念 。 对 于 有 多 个 结 点 的 连续 梁 和 无 侧 
移 刚 架 , 只 要 逐次 对 每 一 个 结 点 应 用 上 节 的 基本 运算 ,就 可 求 出 杆 端 弯 矩 。 

先 用 一 个 三 跨 连 续 梁 的 模型 来 说 明 逐 次 渐 近 的 过 程 。 连 续 梁 ABCD 在 中 
间 跨 加 硅 码 后 的 变形 曲线 如 图 8 - 6a 所 示 , 相 应 于 此 变形 的 弯 和 矩 是 要 计算 的 目 
标 。 下 面 说 明 渐 近 过 程 。 

第 一 步 , 先 在 结 点 B 和 C 加 约束 ,阻止 结 点 转动 ,然后 再 加 砖 码 (图 
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8 一 6b)。 这 时 , 约 东 把 连续 梁 分 成 了 三 根 单 跨 梁 , 仅 BC 一 跨 有 变形 ,如 图 中 虚 
线 所 示 。 


O 


图 8-6 

第 二 步 ,去 挤 结 点 B 的 约束 (图 8- 6c, 注 意 此 时 结 点 C 仍 夹 紧 ), 这 时 结 点 
将 有 转角 ,累加 的 总 变形 如 图 8 - 6c 中 虚线 所 示 。 

第 三 步 ,重新 将 结 点 B 夹 紧 ,然后 去 挤 结 点 C 的 约束 。 累 加 的 总 变形 将 如 
图 8 - 6d 中 虚线 所 示 。 从 模型 中 可 以 看 出 ,此 时 变形 已 比较 接近 实际 
变形 。 

以 此 类 推 ,再 重复 第 二 步 和 第 三 步 , 即 轮流 去 控 结 点 B 和 结 点 C 的 约束 。 
连续 梁 的 变形 和 内 力 很 快 就 达到 实际 状态 ,但 每 次 只 放松 一 个 结 点 , 故 每 一 步 均 
为 单 结 点 的 分 配 和 传递 运算 。 最 后 ,将 各 项 步骤 所 得 的 杆 端 兹 矩 ( 弯 甜 增 量 ) 愉 
加 , 即 得 所 求 的 杆 端 村 垂 (总 村 矩 )。 实 际 上 ,只 需 对 各 结 点 进行 两 到 三 个 循环 的 
运算 ,就 能 达到 较 好 的 精度 。 

例 8~2 WHER S- Ja 所 示 连 续 当 的 夺 矩 图。 

解 ”通过 此 例 给 出 多 结 点 力矩 分 配 法 的 演算 格式 ,如 图 8- Tb 所 示 。 

现 按 演算 程序 说 明 如 下 : 

O 求 各 结 点 的 分 配 系 数 

由 于 在 计算 中 只 在 B.C 两 个 结 点 施加 约束 并 进行 放松 ,所 以 只 需 计算 B. 
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C 两 结 点 的 分 配 系数 。 


人 20 kN/m 100 KN 
# EFI bz El=2 [6 EFT D 


M GR Ë: KN:m) 

图 8-7 
i 1 

Sm =4im =4X 厂 =0.667 

Si =4ip=4X 名 =1 

所 以 
0 
PORE SNS N 
xe 1+0.667 


O 本 例 中 EL 用 的 是 相对 值 . 帮 转动 刚度 S 已 非 真 值 .只 是 一 个 比例 关系 . 故 不 注 明 单位 。 下 同 。 
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所 以 


1 
pn = yyy 0667 


0.5 
pn = TF 5= 0.333 


分 配 系 数 分 别 写 在 图 8 - 7b 中 结 点 上 端的 方 格 内 。 
(2) 镇 住 结 点 B,C RAAT H INS E 


MoE 20 kNim (6 WD 


< 人 
$ 
Mia =60.0 kN-m 
Mi = -Nm _ (00.0 kN-m 
Mt, = 100.0 kN-m 

将 计算 结果 记 于 图 8- 7b 中 第 一 行 。 

(3) 放松 结 点 C( 此 时 结 点 B 仍 被 锁 住 ), 按 单 结 点 问题 进行 分 配 和 传递 ; 
结 点 C 的 约束 力矩 为 100.0 kN*m, 放 松 结 点 C ,等 于 在 结 点 C 新 加 力 偶 荷载 
(一 100.0 kN*m),CB .CD 两 杆 的 相应 分 配 力 和 矩 为 

0.667x(- 100) kN:m= -66.7 kNm 
0.333x(- 100) kN:m= -33.3 kN:m 

杆 BC 的 传递 力矩 为 


x(-66.7) KN-m= -33.4 kN:m 


经 过 分 配 和 传递 , 结 点 C 已 经 平衡 ,可 在 分 配 力矩 的 数字 下 画 一 横 线 ,表示 
横 线 以 上 的 结 点 力矩 总 和 已 等 于 零 。 
(4) 重新 锁 住 结 点 C ,并 放松 结 点 B 
结 点 B 的 约束 力矩 为 
60.0 kN-m- 100.0 kN-m- 33.4 kN-m = -73.4 kN-m 
放松 结 点 日 ,等 于 在 结 点 B 新 加 一 力 偶 (73.4 kN.m)。BA 、BC 两 杆 的 分 
配 力矩 为 
0.4x73.4 kN-m=29.4 kN-m 
0.6x73.4 kN-m=44.0 kN-m 
传递 力矩 为 


T 29.4 Nm= 14.7 kNm, + 244.0 KN-m= 22.0 kNem 


此 时 , 结 点 B 已 经 平衡 ,但 结 点 C 又 不 平衡 了 。 以 上 完成 了 力矩 分 配 法 的 
第 一 个 循环 。 


§8-2 %# # 652 E 2 EE 
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(5) 进行 第 二 个 循环 

再 次 先后 放松 结 点 C 和 B, 相应 的 结 点 约束 力矩 分 别 为 22 kNm, 
-7.3 kN-m 

(6) 进行 第 三 个 循环 

相应 的 结 点 约 东 力矩 分 别 为 2.2 kN-m, -0.7 kN-m 
由 此 可 以 看 出 , 结 点 约束 力矩 的 衰减 过 程 是 很 快 的 。 进 行 三 次 循环 后 , 结 点 约束 
力矩 已 经 很 小 ,结构 已 接近 恢复 到 实际 状态 , 故 计算 工作 可 以 停止 。 


(7) 将 固 端 杜 矩 ,历次 的 分 配 力矩 和 传递 力矩 相 加 , 即 得 最 后 的 杆 端 弯 矩 ， 
其 单位 为 kN*m( 图 8 一 7b)。 


(8) IRS FF MA E, [im iH M 图 ,如 图 8-7c 所 示 。 
例 8-3 WER 8-8 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 .前 力图 和 轴 力 图 。 
=20 kN/m 


Fm | 
图 8-8 

解 (1) 转动 刚度 

取 相 对 值 计算 , 设 El =19， 
in = Er 1 Sm =3im=3 
im =-1 Su = Sen =4ig =4 
i= = Sm=3im=3 
lesa s Soe =4iss =4X3=3 
jim 


(2) 分 配 系数 


O 直 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 只 与 各 杆 El 的 相对 值 有 关 , 与 各 杆 EI 的 绝对 值 ( 真 值 ) 无 关 ， 
为 了 计算 的 简单 , 常 采用 相对 值 ,本 例题 中 的 有 关 刚 度 均 是 相对 值 . 故 不 注 明 其 单位 。 下 同 。 
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结 点 B: BS=Sm+ St+Sm=3+4+3=10 
3 4 
pm=i0=03, e= y4 
3 
næ = 070 
结 点 C 


XS=Se+tSe+Se=4+3+2=9 


pn = 可 =0.445， pp = 言 =0.333 
mer= 音 =0.222 
(3) MHD 
a gi 20 kta e (d mt =40 kN-m 
M=- 20 kN/m X (5 m)? Z -41.7 kN-m 


12 
MI =41.7 kN:m 


(a) 


BABEBC CB CF CD 
[0.4] [0.44510.22310.333 


(单位 KN-m) 


© (d) 


天 图 (单位 kN) 239 


(4) 力矩 分 配 


§8-2 多 结 点 的 力矩 分 配 
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按 C.B 顺序 分 配 两 轮 ,计算 如 图 8 - 9a 所 示 。 放 松 结 点 的 次 序 可 以 任 取 ， 
并 不 影响 最 后 的 结果 。 但 为 了 缩短 计算 过 程 , 最 好 先 放松 约束 力矩 较 大 的 结 点 。 
在 本 例 中 , 先 放松 结 点 C 较 好 。 

(5) 作 弯 矩 图 如 图 8- 9b 所 示 。 

(6) 作 Fu 图 

取 各 杆 为 隔离 体 , 用 平衡 方程 求 杆 端 前 力 。 利 用 杆 端 剪 力 可 作 每 杆 的 Fu 
El Fa 图 如 图 8 一 9c 所 示 。 

(7) 作 Fs 图 

取 结 点 为 隔离 体 ,已 知 各 杆 对 结 点 的 剪 力 ,根据 平衡 条 件 可 求 出 各 杆 对 结 点 
的 轴 力 。 轴 力图 如 图 8- 9d 所 示 。 

例 8-4 图 8-10a 所 示 为 一 带 悬 臂 的 等 截面 连续 梁 , 试 作 M 图 。 

150kN 


"A MM 图 (单位 kN-m) 


图 8-10 


解 (1) 锁 住 结 点 B 和 C , 写 出 固 端 变 矩 。 
其 辟 梁 的 固 端 弯 和 矩 是 静 定 的 , Miw = - 50 kN*m 
(2) 放松 结 点 C 


Se=4 F> Sa = 0 


pen =l, pen=0 
记 下 分 配 力矩 和 传递 力矩 (图 8- 10b)。 
(3) 结 点 C 不 再 锁 住 ,保持 为 匀 支 端 


334 


第 8 章 渐 近 法 及 其 他 算法 简 述 


放松 结 点 B 
Sa -3 时，Sw=3 轩 
5 1 
pm 二 6， te" ç 
只 记分 配 力矩 ,无 传递 力矩 。 至 此 力矩 分 配 过 程 即 告 结 束 。 
(4) HSER 


弯 矩 图 如 图 8 - 10c 所 示 。 

图 8- 10a 所 示 的 梁 ,也 可 以 将 伸 避 CD 部 分 及 其 荷载 简化 为 一 个 作用 于 结 
点 C 的 力 偶 M=50.0 kN'm( 这 时 C 为 铵 结 点 ) 进 行 计算 。 读 者 可 按 这 种 计算 
程序 重 算 此 例题 。 

本 节 介绍 了 多 结 点 力矩 分 配 法 计算 的 全 过 程 。 

与 上 述 方法 相近 的 还 有 一 种 力矩 迭代 法 ( 常 简称 为 选 代 法 ) ,也 是 以 位 移 法 
为 基础 的 一 种 渐 近 解法 ,也 是 以 杆 端 变 矩 作为 运算 对 象 。 杆 端 变 矩 也 采用 相同 
的 正 负 号 规定 。 二 者 的 区 别 是 :在 每 次 渐 近 运算 中 ,力矩 分 配 法 计算 的 是 杆 端 弯 
矩 新 添 的 增 量 ,力矩 迭代 法 计算 的 是 杆 端 弯 矩 全 量 的 新 一 轮 近 似 解 。 此 外 ,力矩 
分 配 法 一 般 只 用 于 解 无 侧 移 刚 架 ,力矩 迭代 法 可 用 于 解 无 侧 移 和 有 侧 移 的 刚 架 。 
有 关 力矩 迭代 法 的 详细 内 容 可 参见 龙 驭 球 , 包 世 华 主编 《结构 力学 》, 上 册 ,第 二 
版 ,高 等 教育 出 版 社 ,1994 年 。 

最 后 指出 ,无 论 力矩 分 配 法 还 是 力矩 迭代 法 ,都 是 线性 方程 组 迭代 解法 在 结 
构 力 学 中 的 具体 运用 。 按 结构 的 受 力 状 态 , 从 开始 时 的 近似 状态 ,逐步 调整 ,最 
后 收敛 于 真实 状态 ;把 计算 过 程 中 的 每 个 步骤 都 给 以 明确 的 物理 (力学 ) 意 义 , 因 
而 便于 理解 和 掌握 ;是 数学 方法 与 力学 应 用 问题 结合 得 很 好 的 一 个 范例 。 
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实际 工程 中 的 连续 梁 和 刚 架 常 是 对 称 的 。 作 用 在 对 称 结构 上 的 任意 荷载 ， 
可 以 分 解 为 对 称 葡 载 和 反对 称 荷载 两 部 分 分 别 计算 。 在 对 称 荷载 作用 下 , 弯 甜 
图 和 轴 力 图 是 对 称 的 ,而 前 力图 是 反对 称 的 ;在 反对 称 荷载 作用 下 , 弯 矩 图 和 轴 
力图 是 反对 称 的 ,而 前 力图 是 对 称 的 。 利 用 这 些 性 质 , 在 对 称 结构 中 可 只 到 半边 
结构 进行 计算 。 下 面 通 过 例题 说 明 力 矩 分 配 法 在 对 称 结构 中 的 应 用 。 

例 8-5 图 8-11a 所 示 刚 架 , 试 作 M 图 。 

解 (1) 计算 中 取 半 边 结构 

如 图 8 一 1lc 所 示 ,G 和 日 为 滑动 端 。 
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Mce) Mon) 


(单位 KN-m) 
图 8-1 


(2) 计算 分 配 系 数 


~ _2EI ~ _4El 
So 
结 点 A 
pac =0.5, pae=0.5 
结 点 C: 


pen=0.2， gc =0.4 pe=0.4 
各 杆 分 配 系数 记 于 结 点 周围。 
(3) 计算 固 端 弯 矩 
梁 AB 的 固 端 弯 矩 可 以 根据 原 结构 或 半边 结构 计算 , 见 表 7- 1。 
据 原 结构 ,MY = -十 X20 kN/m x (3 m)? = -15 kN*m 


据 半边 结构 ,M5 = — y X20 kNImx (1.5 m) = = 15 kNm 


(4) 放松 结 点 , 按 A.C.A.C.A 次 序 进行 
各 杆 端的 因 端 弯 邱 ,分 配 力矩 和 传递 力矩 , 写 于 此 杆 端的 一 旁 。 注 意 :放松 
结 点 C 时 ,分配 力 矩 Men 应 向 柱 AC 的 上 端 传递 。 
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(5) 作 M 图 

图 8- ilb 所 示 为 刚 架 的 M 图 。 

例 8-6 试 求 图 8 - 12a 所 示 和 矩形 衬砌 在 上 部 土 压力 作用 下 的 弯 第 图 。 

解 ” 衬砌 上 部 土 压力 为 均匀 分 布 , 集 度 为 a kN/m。 底 面 反 力 假 设 为 均 布 ， 
则 由 竖 向 平衡 条 件 , 竖 向 反 力也 为 q kN/im。 计 算 简 图 如 图 8 一 12b 所 示 。 

本 题 中 的 结构 和 荷载 对 zx 轴 和 y 轴 都 是 对 称 的 。 对 称 轴 y 上 面 的 E 点 只 
有 竖 向 位 移 , 没 有 水 平 位 移 和 转角 。 同 样 对 称 轴 x 上 面 的 点 只 有 水 平 位 移 ， 
没有 竖 向 位 移 和 转角 。 因 此 ,只 需 截取 结构 的 EAF 一 段 进行 计算 ,在 王 点 和 下 
点 取 为 滑动 支 座 , 如 图 8- 12c 所 示 。 

本 题 只 有 一 个 结 点 A ,转动 刚度 和 分 配 系数 如 下 : 

转动 刚度 : 

El, 
ti 
这 里 ,i .i 为 横梁 和 竖 柱 原 来 的 线 刚度 


S 


图 8-12 
分 配 系数 : 
25 ° Z N 
Pa RAR) Ht: 
2; i 


Pa IG +R) nth 


Bl 25 8( Ok 7 一 1): 


§8-3 对 称 结构 的 计算 


337 


a th 2 bus 
Mie = -二 4 人 (全 ) = 
分 配 过 程 如 图 8 一 13 所 示 。 


图 8-13 


求 得 结 点 A 的 弯 矩 后 ,再 利用 对 称 性 ,可 知 其 他 结 点 弯 甜 也 相同 。 最 后 的 
弯 矩 图 如 图 8- 12d 所 示 。 

讨论 : 

(1) 当 竖 柱 比 横梁 的 刚度 大 很 多 时 , 即 bi MW EET 1( 如 i, 三 
20; ,误差 在 5% 以 内 )。 RAS EROE F BRA O. 此 时 , 竖 柱 对 横梁 而 
言 ,起 固定 支 座 的 作用 。 

(2) 当 横梁 比 竖 柱 的 刚度 大 很 多 时 , 即 i >i Min FA. IRS 
矩 接近 于 零 。 此 寺 , 竖 柱 对 横梁 而 言 ,起 铵 支 座 的 作用 。 

从 这 个 例子 可 以 看 出 :结构 中 相 邻 部 分 (如 这 里 的 梁 和 柱 ) 是 互 为 支承 的 , 支 
承 的 作用 不 仅 决定 于 构造 作法 ,也 与 相对 刚度 有 关 。 在 本 例 中 ,只 要 竖 柱 线 刚 度 
超过 横梁 线 刚 度 i 的 20 倍 ,横梁 即 可 按 两 端 固 定 的 梁 计 算 ,此 时 梁 端 弯 矩 的 
误差 在 5% 以 内 。 反 之 ,只 要 横梁 线 刚度 i, 超过 竖 柱 线 刚度 二 的 20 售 (如 4= 


3 
hi 


1a B020, A, 2. Th, ) BE BB aT HETI RA DEBIR S P 85 4E h iR 26 fE 
5% 以 内 。 
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8$8-4 无 剪 力 分 配 法 


在 位 移 法 中 , 刚 架 分 为 无 侧 移 畏 架 与 有 侧 移 刚 架 两 类 ， 它 们 的 区 别 是 :在 位 
移 法 的 基本 未 知 最 中 ,前 者 只 包含 结 点 角 位 移 , 后 者 则 还 但 售 结 点 线 位 移 ， 

力矩 分 配 法 是 无 侧 移 刚 架 的 渐 近 法 ,不 能 直接 用 于 有 侧 移 刚 则 。 但 对 某 些 特 
殊 的 有 侧 移 刚 架 ,可 以 用 与 力矩 分 配 法 类 似 的 无 前 力 分 配 法 进行 计算 

1. 无 药力 分 配 法 的 应 用 条 件 

无 前 力 分 配 法 不 能 直接 用 于 有 有 侧 移 的 一 般 刚 架 ,而 只 能 用 于 某 些 特殊 刚 时 。 
图 8- 14a 所 示 有 便 移 的 半 刚 架 是 一 个 典型 例子 ( 单 跨 对 称 刚果 在 反对 称 荷载 作 
用 下 的 计算 可 归结 为 这 类 问题 ) 

在 图 8- 14a 中 ,各 梁 的 两 端 结 点 没有 相对 线 位 移 ( 即 没有 垂直 杆 轴 的 相对 
位 移 ) ,这 种 杆 件 称 为 两 端 无 相对 线 位 移 的 杆 什 。 各 柱 的 两 端 结 点 虽然 有 侧 移 ， 
但 前 力 是 静 定 的 (图 8 14b 所 示 为 各 柱 的 前 力图 ,可 根据 平衡 条 件 直接 求 出 ) 
这 种 枉 件 称 为 剪 力 静 定 杆 件 


(a) (b) 

p 
F; P 

c 

2Fp 
B 

3Fp 

4 


图 8-14 


无 前 力 分 配 法 的 应 用 条 件 是 : 同 架 中 除 杆 端 无 相对 线 位 移 的 枉 件 外 ,其 余 杆 
件 都 是 剪 力 静 定 杆 件 。 

在 图 8- 15 所 示 有 侧 移 的 刚 架 中 , 竖 标 AB 和 CD 既 不 是 杆 端 无 相 对 线 位 移 
的 杆 件 ,也 不 是 前 力 静 定 杆 件 。 这 种 刚 架 不 能 直接 用 无 前 力 分 配 法 求解 。 

任 力矩 分 配 法 中 ,我 们 讨论 过 杆 端 无 相对 线 位 移 的 杜 件 ,也 讨论 过 剪 力 静 定 
杆 件 的 某 些 简单 情况 (例如 图 8- 12c 中 的 村 AE MAF) 这 时 ,将 珍重 对 前 力 
静 定 杆 件 的 各 种 情况 作 更 详细 的 讨论 


$8-4 X35225 
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2. Dh EEFE Bl sa g E 

采用 无 剪 力 分 配 法 计算 图 8 - 16a 所 示 半 边 刚 架 时 ,计算 过 程 仍 分 两 步 :第 
一 步 是 锁 住 结 点 (只 阻止 结 点 的 角 位 移 ,但 不 阻止 线 位 移 ), 求 各 杆 的 固 端 弯 和 矩 
(图 8 一 16b)。 第 二 步 是 放松 结 点 ( 结 点 产生 角 位 移 ,同时 也 产生 线 位 移 ), 求 各 
杆 的 分 配 蛮 矩 和 传递 弯 矩 (图 8 - 16c)。 将 两 步 所 得 的 结果 盈 加 , 即 得 出 原 刚 架 
的 杆 端 弯 矩 。 


图 8- 16 


现在 求 图 8 -~ 16b 中 杆 AB 的 固 端 弯 垂 。 此 杆 的 变形 特点 是 :两 端 没 有 转 
角 , 但 有 相对 侧 移 。 受 力 特点 是 : 整 根 杆 件 的 剪 力 是 静 定 的 ,例如 顶点 A 处 的 前 
力 已 知 为 零 。 因 此 ,图 8- 16b 中 杆 AB 的 受 力 状态 与 图 8 - 16d 所 示 下 端 固定 、 
上 端 滑 动 的 杆 AB 相同 。 它 的 固 端 弯 垂 可 根据 表 7- 1 查 出 。 

图 8 一 17a 所 示 为 附 层 半边 刚 架 处 于 锁 住 状态 。 其 中 杆 ABC 的 受 力 状态 可 
用 图 8 一 17b 表示 。 根 据 平衡 条 件 可 知 ,A 点 下 边 截 面 的 剪 力 为 Fa, B 点 下 边 截 
面 的 剪 力 为 Fa + F 因此 , 杆 AB 和 BC 的 轩 端 弯 矩 可 分 别 由 图 8- 17c 和 d 
所 示 情 况 求 出 。 
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图 8-17 


总 之 ,对 于 刚 架 中 任何 形式 的 剪 力 静 定 杆 件 , 求 固 端 弯 矩 的 步骤 是 : 先 根据 
静 力 条 件 求 出 杆 端 前 力 ,然后 将 杆 端 前 力 看 作 杆 端 荷载 , 按 该 端 滑动 , 另 端 固定 
的 枉 件 进行 计算 ， 

3. 零 剪 力 杆 件 的 转动 刚度 和 传递 系数 

人 Sus 点 A 时 所 引起 的 附加 内 力 。 放 松 结 


结 
点 A 的 约束 ,相当 于 在 结 点 A 加 一 个 与 图 8 一 16b 中 约束 力 偶 相 反 的 力 偶 荷载 
(图 8 一 18a)。 


"= 


图 8-18 


在 图 8- 18a 中 , 杆 AB 的 变形 特点 是 : 结 点 A 既 有 转角 ,同时 也 有 侧 移 。 
受 力 特点 是 :各 截面 剪 力 都 为 零 ,因而 各 截面 的 弯 矩 为 一 常数 。 这 种 杆 件 称 为 零 
剪 力 杆 件 。 因 此 ,图 8- 18a 所 示 杆 AB 受 力 状态 与 图 8- 18b 所 示 基 臂 杆 相同 。 
当 A 端 转动 9, 时 , 杆 端 力 偶 为 
Mu = ia, Mia = - Ma: 
由 此 可 知 , 零 前 力 杆 件 的 转动 刚度 为 


San = ian (= tD 
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传递 系数 为 
Cs=-1 (8- 12) 

应 当 指 出 ,在 图 8- 18b 中 ,固定 端 B 的 水 平反 力 为 零 。 因 此 ,不 妨 把 固定 
端 B 换 成 滑动 支 座 , 如 图 8 - 18c 所 示 。 二 者 相 比 ,内 力 状 态 、 杆 轴 的 弯曲 形状 
和 端点 转角 都 彼此 相同 ,只 是 水 平 位 移 可 能 相差 一 个 常数 As。 因 此 ,二 者 的 转 
动 刚度 和 传递 系数 也 是 彼此 相同 的 。( 注 意 ,图 8 一 18c 中 B 点 的 水 平 位 移 Ar 
是 一 个 待定 值 ,应 考虑 额外 的 位 移 条 件 才能 确定 。) 

下 面 再 考虑 图 8 - 17 所 示 刚 架 在 放松 结 点 B 时 的 情形 。 为 此 ,考虑 图 
8 - 19a 所 示 在 结 点 B 施加 力 偶 荷 载 的 情形 。 


(b) (e) (8) 
Fs 
0, H 
isc dj 
(Y Ph 
j e, 
lo 


图 8-19 


现 只 讨论 图 8 一 19a 中 杆 ABC 变形 状态 , 它 可 用 图 8 一 19b 来 表示 。 由 于 杆 
ABC 为 零 剪 力 杆 件 , 因 此 其 中 BC 段 的 受 力 情况 如 图 8 一 19c 所 示 , 即 ， 


Sw = iw» Cu= -1 
同时 , 杆 ABC 中 的 AB 段 的 受 力 状态 如 图 8- 19d 所 示 , 即 ， 
Sm = im» Cm= -1 


至 于 图 8 一 19d 中 的 水 平 位 移 可 根据 图 8- 19c 和 d 中 B 点 水 平 位 移 彼 此 相等 的 
条 件 来 确定 。 

总 之 ,在 结 点 力 偶 作 用 下 , 刚 架 中 的 剪 力 静 定 杆 件 都 是 零 剪 力 杆 件 。 因 此 ， 
当 放 松 结 点 时 ( 结 点 既 转 动 .又 侧 移 ) ,这 些 杆 件 都 是 在 零 剪 力 的 条 件 下 得 到 分 配 
FEMER D E , 故 称 为 无 前 力 分 配 。 它 们 的 转动 刚度 和 传递 系数 都 按 式 (8 - 
11) 和 式 (8 - 12) 确 定 。 

例 8-7 试 作 图 8- 20 Pr SM13092 ER, 

解 ” 刚 架 中 的 杆 BC 为 杆 端 无 相对 线 位 移 杆 件 , 杆 AB 为 剪 力 静 定 杆 件 ,可 
采用 无 前 力 分 配 法 计算 。 


342 第 8 章 渐 近 法 及 其 他 算法 简 述 


1 kN/m 


图 8-20 
固 端 弯 矩 ; 
Mi=- 35 kNx4m= -3.75 kNm 
i? 1 kN/m x (4 m)? 
mast Lee a = -2.67 kN:m 
È 
Mia = -二 = - 5.33 kNm 
转动 刚度 和 分 配 系 数 : 
， ee 
Z31512,  Jmes-s 
下 ) 1 
2 3， [rm a 


FF BA 的 传递 系数 为 -1 
无 剪 力 分 配 的 计算 过 程 如 图 8- 21a 所 示 , M 图 如 图 8- 21b 所 示 。 


@ 


-3.35 
5.14 
1.39 


(单位 KN-m) 


图 8-21 


例 8-8 试 作 图 8 一 22a 所 示 刚 架 在 水 平 力 作用 下 的 弯 矩 图 。 
解 ” 由 于 刚 架 为 对 称 结构 ,将 荷载 分 成 对 称 和 反对 称 两 部 分 。 对 称 荷载 对 弯 
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HERH, FEE. (CEI 8- 22b 所 示 反 对 称 荷载 作用 下 ,可取 图 8 — 22c 所 示 半 
边 刚 架 计 算 。 基 中 横梁 长 度 减少 一 半 , 故 线 刚度 ;= 十 增 大 1 倍 。 


(b) (a) 
PT a 4 
B 
ESEN 8.5 KN 12'5kN 
c c 
图 8- 22 
(1) 固 端 弯 矩 


立柱 AB 和 BC 为 剪 力 静 定 杆 ,由 平衡 方程 求 得 前 力 为 
Fom=4 kN, Fax=12.5 kN 
将 杆 端 剪 力 看 作 杆 端 荷载 , 按 多 8 - 22d 所 示 杆 件 可 求 得 固 端 弯 矩 如 下 ( 见 
&7- l): 
X4kNX3.3 m= -6.6kN'm 


EN 
F: 
O AE ENE 


(2) 分 配 系数 
以 结 点 B 为 例 ， 


Xx12.5kNx3.6m= -22.5 kN-m 
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Su =3ine =3X54= 162 
XS =170.5 
故 结 点 B 的 分 配 系数 为 


同 理 , 可 求 出 结 点 A 的 分 配 系数 , 写 在 图 8 一 23 的 方 格 内 。 

(3) 力矩 分 配 和 传递 

计算 过 程 如 图 8 - 23 所 示 。 结 点 分 配 次 序 为 B.A 、B ,A。 注 意 ,立柱 的 传 
递 系数 为 - 1。 最 后 作 M 图 ,如 图 8 一 24 所 示 。 


以 上 讨论 了 无 剪 力 分 配 法 及 其 在 单 跨 对 称 刚 架 计算 中 的 应 用 ,对 于 其 进 一 
步 的 推广 应 用 可 参见 龙 驭 球 . 包 世 华 编 ,《 结 构 力学 教程 》, 高 等 教育 出 版 社 ,1988 
年 ; 龙 驭 球 ` 包 世 华 主编 ,人 《结构 力学 》, 上 册 ,第 二 版 ,高 等 教育 出 版 社 ,1994 年 。 
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$8-5 力 给 分 配 法 与 位 移 法 的 联合 应 用 


对 于 一 般 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,上 述 的 力矩 分 配 法 和 无 剪 力 分 配 法 均 不 适 
用 。 为 此 ,可 联合 应 用 力矩 分 配 法 与 位 移 法 求解 ,用 力矩 分 配 法 考虑 角 位 移 的 影 
响 , 用 位 移 法 考虑 线 位 移 的 影响 。 现 在 以 图 8 - 25a 所 示 刚 架 为 例 说 明 计 算 的 
原理 。 

首先 ,用 位 移 法 求解 ,但 所 取 的 基本 体系 只 控制 结 点 线 位 移 ,而 不 控制 角 位 
移 ,基本 体系 的 两 个 分 解 状 态 示 于 图 8 一 25c、d。 基 本 结构 如 图 8 - 25b 所 示 。 
换 句 话 说 ,这 里 只 取 结 点 线 位 移 A, 作 基 本 未 知 量 , 至 于 结 点 角 位 移 则 不 算 作 基 
本 未 知 量 。 此 时 ,相应 的 位 移 法 方程 为 


(a) 
4 B Ë “i B Sy 
人 | | 
基本 结构 
(a) 
n B cyr A B Ch ahi 
=4 十 
图 8-25 
ka A, + Fi = 0 (a) 
ARTT & 5 3 
M=M,4, +M. (b) 


式 中 Fip Mp 是 基本 结构 在 荷载 作用 下 的 附加 反 力 和 弯 矩 ,Ai 、M, 是 基本 结构 
由 于 单位 位 移 A, = 1 而 产生 的 附加 反 力 和 恋 冠 。 

其 次 ,用 力矩 分 配 法 计算 基本 结构 , 求 出 ka 、Fi,、M, Mpo H FEIRE 
构 中 , 结 点 线 位 移 是 给 定 的 ,只 有 结 点 角 位 移 是 未 知 量 , 因 此 用 力矩 分 配 法 求解 
是 很 方便 的 。 

按 式 (a) 求 出 结 点 线 位 移 A, = ~ TE ,然后 接 式 (b) 可 求 得 枯 算 图。 

例 8-9 试 求 图 8 - 26 所 示 刚 架 的 内 力 。 
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=20 kN/m 


4m 
6m 


4m Sm 4m 
图 8- 26 


解 (1) 在 DD 处 加 水 平 链 杆 ,然后 作 荷载 作 内 下 的 弯 矩 图 M. 
这 时 ,由 于 没有 结 点 线 位 移 ,可 用 力矩 分 配 法 计算 ,得 出 的 弯 矩 图 如 图 8 一 27 
所 示 ( 参 见 例 8 一 3)。 


图 (单位 kN-m) 
图 8-27 


由 杆 端 守 矩 可 求 出 柱 底 剪 力 ; 
3.45 kN:m + 1.7 kN:m 


Fam — 


= - 1.29 kN 


_ 9.8 kN:m+4.9 kN:m 
Fr- 6m 


再 由 整个 刚 架 的 平衡 条 件 之 下 , = 0, 求 得 
FEip=(2.45-1.29) kN=1.16 kN (>) 
(2) 作 支 座 D 向 右 产 生 单位 位 移 时 刚 架 的 弯 矩 图 M. 
这 时 结 点 线 位 移 已 知 为 A, = 1 .可 用 力矩 分 配 法 计算 , 设 El. =1 ,得 到 的 
#s B: el kn EI 8 — 28 所 示 


=2.45 kN 


O RWA, = 1.) PEN BUZ) M, Fakat 3, tb I tii MC e OB ASE Y f 
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图 8-28 


由 杆 端 弯 矩 求 出 的 柱 底 前 力 为 : 


Fons = 0905+ 0-806 _ 0.443 


再 由 整体 平衡 条 件 求 出 : 

ka =0.443+0.151=0.594 (一 ) 
(3) 求 结 点 水 平 位 移 A， 
由 位 移 法 方程 求 得 


(4) f š Bš Bl 
将 图 8-28 中 M, 图 的 标 距 乘 以 A, = - 1.95, 58 8 - 27 中 M, 图 的 标 
BEED, BIHE RUS DER M ,如 图 8 一 29 所 示 。 


4.08 
M 图 (单位 kN-m) 


图 8-29 


当 结 点 线 位 移 多 于 一 个 时 ,也 可 用 类 似 的 方法 进行 计算 。 现 在 以 具有 两 个 
线 位 移 未 知 量 A A 的 刚 架 为 例 , 写 出 其 计算 步骤 如 下 : 
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(1) 在 原 结构 上 设置 两 个 附加 支 村 ,以 控制 线 位 移 A, A ,并 以 这 个 无 线 位 
移 的 体系 作为 基本 结构 。 
(2) 用 力矩 分 配 法 求 出 基本 结构 在 荷载 作用 下 的 M, Fis Foro 
(3) 在 基本 结构 中 令 A =1, 用 力矩 分 配 法 求 出 M, kukao 
(4) 在 基本 结构 中 令 A = 1, 用 力矩 分 配 法 求 出 M, .ki ko 
(5) 位 移 法 方程 为 
ka Aí tkoeA, + Fn=0 
ky A tknô: +t Fp=0 
由 此 解 出 A, 和 A:。 
(6) 用 车 加 公式 M= M.A, + M,A; + My WAFER 
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以 前 讨论 的 都 是 精确 法 。 如 果 在 计算 中 忽略 一 些 次 要 影响 , 则 可 得 到 各 种 
近似 法 。 近 似 法 以 较 小 的 工作 量 , 取 得 较为 粗略 的 解答 ,可 用 于 结构 的 初步 设 
计 , 也 可 用 于 对 计算 结果 的 合理 性 进行 判断 。 下 面 举 出 近似 法 的 一 些 例子 。 

1. 忽略 剪 力 和 轴 力 引起 的 变形 

计算 梁 和 刚 架 的 位 移 时 ,经 常 略 去 状 力 和 轴 力 产生 的 变形 ,而 只 考虑 弯 和 矩 产 
生 的 变形 ,计算 拱 的 位 移 时 ,也 常 略 去 剪 切 变形 。 

超 静 定 梁 和 超 静 定 刚 架 的 内 力 计算 ,由 于 只 考虑 弯 矩 引起 的 变形 而 大 为 简 
化 。 通 常 在 位 移 法 .力矩 分 配 法 中 都 采用 这 个 简化 假定 。 如 不 采用 这 个 假定 , 计 
算 方 法 将 极为 复杂 。 

计算 中 忽略 轴 力 或 剪 力 所 引起 的 变形 ,实质 上 就 是 在 计算 简 图 中 假设 杆 件 
的 抗 拉 刚度 或 抗 剪 刚 度 为 无 限 大 。 

在 高 层 建筑 结构 中 (例如 结构 的 高 宽 比 大 于 4 时 ), 轴 力 引起 的 变形 将 不 容 忽 
视 ; 在 截面 尺寸 大 而 杆 长 很 小 的 粗 杆 中 ,前 力 引起 的 变形 也 不 容 忽视 。 

2. 在 坚 向 荷载 作用 下 忽略 刚 架 的 侧 移 

对 于 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,虽然 竖 向 荷载 也 可 以 引起 侧 移 ,但 侧 移 数值 一 般 
比较 小 。 多 层 多 跨 刚 架 在 紧身 荷载 作用 下 的 分 层 计算 法 就 是 忽略 侧 移 影响 的 - - 
种 近似 法 , 它 采 用 了 两 个 近似 假设 : 

第 一 ,忽略 侧 移 的 影响 ,用 力矩 分 配 法 计算 - 

第 二 每 层 梁 的 竖 向 入 载 对 其 他 各 层 的 影响 ,把 多 层 刚 架 分 解 成 一 层 一 
层 地 单独 计算 。 
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例如 ,图 8 — 30a 所 示 为 一 个 四 层 刚 架 ,可 按 层 分 为 图 8- 30b 所 示 的 四 个 分 
层 刚 架 分 别 计算 。 除 底层 外 ,每 个 柱 同 属于 相 邻 两 层 删 架 ,因此 柱 的 弯 矩 应 由 两 
部 分 和 琶 加 得 出 


(a) 


图 8-30 


为 了 说 明 第 二 个 假设 , 现 来 分 析 某 层 的 竖 向 荷载 对 其 他 各 层 的 影响 问题 ， 
首先 ,荷载 在 本 层 结 点 产生 不 平衡 力矩 ,经 过 分 配 和 传递 , 才 影 响 到 本 层 柱 的 运 
端 。 然 后 ,在 柱 的 远 端 再 经 过 分 配 , 才 影响 到 相 邻 的 楼 层 , 这 里 ,经 历 了 "分 配 一 
传递 一 分 配 "三 道 运算 ,余下 的 影响 已 经 较 小 ,因而 可 以 忽略 。 

在 各 个 分 层 刚 架 中 , 柱 的 远 端 都 假设 为 固定 端 。 除 底层 柱 底 外 ,其 余 各 柱 实 
际 上 应 看 作 弹 性 固定 端 。 为 了 反映 这 个 特点 ,可 将 上 层 各 柱 的 线 刚度 乘 以 折 减 
系数 0.9, 传 递 系数 由 方 改 为 卫 。 


分 层 计算 的 结果 ,在 刚 结 点 上 变 和 矩 是 不 平衡 的 ,但 一 般 误差 不 会 很 大 。 如 有 
需要 ,可 对 结 点 的 不 平衡 弯 矩 ,再 进行 一 次 分 配 。 

3. 在 水 平 荷载 作用 下 忽略 刚 架 的 结 点 转角 

对 于 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,如果 梁 的 线 刚度 比 柱 的 线 刚度 大 得 多 , 则 在 水 平 
荷载 作用 下 , 结 点 侧 移 是 主要 位 移 , 而 结 点 转角 是 次 要 位 移 。 在 这 种 情况 下 ,和 忽 
略 结 点 转角 ,将 使 计算 大 为 简化 。 多 层 多 跨 刚 架 在 水 平 结 点 荷载 作用 下 的 反 弯 
点 法 就 是 忽略 刚 架 结 点 转角 的 一 种 近似 法 。 

反 弯 点 法 的 基本 假设 是 把 刚 架 中 的 横梁 简化 为 刚性 梁 。 

图 8- 31a 所 示 横 梁 为 刚性 梁 的 理想 刚 架 , 刚 架 变形 的 特点 是 结 点 有 侧 移 而 
无 转角 , 弯 矩 图 的 特点 是 立柱 中 点 的 弯 矩 为 零 (图 8 一 31b)。 图 中 左 柱 线 刚度 为 
KOREA h ; 右 柱 线 刚度 为 i, ,高 度 为 h,。 由 于 两 柱 侧 移 A 相等 ,因此 两 柱 的 
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剪 力 应 为 (图 8 一 31c): 


Fu = Duna ki a] 
. (a) 
Fu = ua = k, va] 
这 里 ,= 2; i * 是 柱 的 侧 移 刚度 系数 , 即 柱 项 有 单位 侧 移 时 所 引起 的 剪 力 。 
PEREN ,两 柱 前 力 的 和 应 等 于 Fp, B 
Fa + Fa = F, (b) 
由 式 (a) 和 式 (b) 可 求 出 : 
Fa = 如 "| 
> | 
ot t (c) 
TEE 
Z | 


k 

由 此 看 出 ,各 柱 的 剪 力 与 该 柱 的 侧 移 刚度 系数 k, 成 正比 ,Ss 称 为 六 力 分 
筷 系 数 。 因 此 ,荷载 F, 按 剪 力 分 配 系 数 分 配给 各 柱 。 

求 出 各 柱 的 剪 力 后 ,再 利用 反 弯 点 在 各 柱 中 点 这 个 特性 ,可 知 各 柱 两 端 准 矩 
为 M= Fu ,由 此 可 画 出 立柱 的 弯 矩 图 。 根 据 结 点 的 力矩 平衡 条 件 ,可 求 出 
梁 端 弯 矩 , 画 出 横梁 的 次 和 矩 图 ,如 图 8 一 31b 所 未 

综 上 所 述 , 反 寄 点 法 的 要 点 可 归纳 如 下 : 

(1) 刚 梨 在 结 点 水 平 荷载 作用 下 , 当 梁 柱 线 刚度 比值 较 大 (例如 闻 关 3) 时 ， 
可 采用 反 弯 点 法 计算 。 
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(2) 反 赤 点 法 假设 横梁 相对 线 刚度 为 无 限 大 ,因而 网 架 结 点 不 发 生 转 角 ,只 
HNE 

(3) ATE A fe EEAS PAN BEDES M, LA 5 tE DY J) 5 AE (9885 RHE 8 BURE 
比 。 每 层 杆 革 回 承受 该 层 以 上 的 水 平 荷 载 作用 。 各 层 的 总 前 力 按 各 柱 侧 移 刚度 
所 十 的 比例 分 配色 各 桂 。 所 以 , 反 厅 点 法 又 可 称 为 前 力 分 配 法 。 

(4) 性 的 检 邱 是 由 便 移 引 起 的 ,所 以 柱 的 反 赤 点 在 柱 中 点 处 。 在 多 层 刚 架 
中 ,底层 柱 的 反 赤 点 常设 在 柱 的 也 高度 处 。 

(S) 柱 端 生 根据 柱 的 剪 力 和 反 弯 点 位 置 确定 。 梁 端 林 矩 由 结 点 力矩 平生 
条 件 确定 ,中 间 结 点 的 两 侧 梁 端 寺 短 , 按 染 的 转动 刚度 分 配 不 平衡 力 短 求 得 。 


例 8-10 用 反 弯 点 法 计算 图 8 一 32 所 示 刚 架 , 并 画 出 弯 矩 图 。 圆 圈 内 数 
字 为 杆 件 线 刚度 的 相对 值 。 


pasim | C 458 | ， 


图 8-32 
解 ” 设 桩 的 反 弯 点 在 高 度 中 点 。 在 反 弯 点 处 将 柱 切 开 , 隔 离 体 如 图 8 - 33 
所 示 
7 k, 
RKR J yñ 83 fw = <E 
T ma 2 
Ti): fa = e = yX2+3 =0.286 
km = ys =0.428 
ehi OTET ET 
底层 : me = e= zzy? 
E. NEES P. 
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(2) 计算 各 柱 剪 力 
Foun = Fai = 0.286 x8 kN=2.29 kN 
Fom =0.428x8 kN=3.42 kN 
Famn = Far =0.3x25 kN=7.5 kN 
Fow =0.4x25 kN= 10 kN 


(3) iF fra By ki 


以 名 为 例 说 明 杆 端 厅 矩 的 计算 。 
HN 
Mi=- Pun X 2 = -3.42 KNX SFM 5.64 kN*m 
h 
Mis = - Fow X = -10 kN x ČSM 18 kN-m 


FIERA Mi D, JER 8 Sa tE30 5 E 2 Rl SN 


M = M t Men = 


23.64 kNm 
按 梁 刚度 分 配 : 
Mm = 55 x23. 64 kN-m = 10.51 kN'm 
Mir = 53 * 23.64 kN-m= 13.13 kN-m 


图 8 一 34 WDR SF EE. ME A BE RE 8 Tr YES 3025 Mi 


8$8-7 3382 5 D 2 25 885 65 rt s 36 39 i JR 
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MM 图 {单位 KN.m) 


图 8-34 
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超 静 定 结构 问题 的 解法 可 以 从 不 同 角度 加 以 分 类 和 比较 。 下 面 列 出 四 种 : 

从 选取 基本 未 知 量 的 方案 来 看 ,可 分 为 力 法 和 位 移 法 两 类 。 

从 基本 方程 的 表述 形式 来 看 ,可 分 为 传统 形式 (直接 用 平衡 方程 和 几何 协调 
方程 表述 的 形式 ) 和 能 量 形式 ( 见 本 书卷 芽 ) 两 类 。 

从 线性 方程 组 的 解法 来 看 ,可 分 为 直接 解法 和 崭 近 解法 两 类 。 

从 所 采用 的 计算 手段 来 看 ,可 分 为 手 算 方法 和 计算 机 方法 两 类 。 

本 节 只 就 后 两 种 分 类 和 比较 , 作 些 补充 讨论 。 此 外 ,还 对 各 种 解法 的 合理 选 
用 问题 加 以 简 述 。 

1. 基本 方程 直接 解法 和 渐 近 解法 的 比较 

第 6.7 两 章 介绍 的 力 法 和 位 移 法 ,都 是 首先 建立 基本 方程 ,通常 是 一 组 线性 
代数 方程 ,然后 采用 直接 法 求解 这 组 线性 代数 方程 。 这 种 作法 属于 直接 解法 。 

另 一 类 解法 是 渐 近 解法 。 渐 近 解 法 又 可 分 为 两 种 :第 一 种 作法 仍 是 首先 建立 
基本 方程 ,但 解 方程 组 时 却 采用 迭代 解法 ,这 是 一 种 后 半截 的 渐 近 法 。 第 二 种 作法 
是 不 去 建立 线性 代数 方程 组 ,而 是 根据 力学 概念 ,使 结构 的 受 力 变形 状态 以 渐 近 方 
式 逼近 真实 的 受 力 变形 状态 ,这 是 一 种 全 过 程 的 渐 近 法 。 本 章 介 绍 的 力矩 分 配 法 
和 无 剪 力 分 配 法 属于 后 一 种 渐 近 解法 。 

渐 近 过 程 既 可 按照 位 移 法 的 思路 进行 ,也 可 按照 力 法 的 思路 进行 。 力 矩 分 
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配 法 和 无 剪 力 分 配 法 是 以 位 移 法 为 基础 的 渐 近 法 ,实质 上 都 是 以 独立 的 结 点 位 
移 作为 基本 未 知 量 , 不 过 改 用 杆 端 力矩 进行 运算 。 在 渐 近 过 程 中 的 每 一 步 ,结构 
的 几何 协调 条 件 自始至终 都 得 到 满足 ,而 结构 的 平衡 条 件 则 是 以 渐 近 方式 在 最 
后 一 步 才 在 允许 误差 范围 内 得 到 满足 。 这 种 渐 近 过 程 是 根据 位 移 法 思路 进行 
的 。 此 外 ,以 力 法 为 基础 的 浙 近 法 在 理论 上 是 成 立 的 ,但 在 实际 实施 时 ,由 于 收 
敛 速度 一 般 较 慢 , 没 有 得 到 广泛 的 应 用 。 

2. 手 算 方法 和 计算 机 方法 的 比较 

结构 力学 学 科 是 在 手 算 条 件 下 逐步 形成 的 ,经 典 结构 力学 讲 的 都 是 手 算 方 
法 。 计 算 结构 力学 是 20 世纪 中 叶 才 逐步 形成 的 ,计算 结构 力学 是 借助 计算 机 采 
用 数值 方法 解决 结构 力学 问题 的 一 个 分 支 学 科 。 

经 典 结构 力学 的 基本 概念 ,原理 和 方法 是 学 科 的 基础 内 容 。 这 些 基 础 内 容 
通常 是 靠 手 算 来 理解 和 掌握 的 。 因 此 , 手 算 方 法 仍然 是 不 可 缺少 的 学 习 内 容 。 
但 是 , 手 算 只 能 解 算 小 型 问题 ,要 解 算 大 型 问题 必须 采用 计算 机 和 计算 机 方法 。 
因此 ,计算 机 方法 在 结构 力学 中 的 地 位 日 益 显得 重要 。 此 外 ,在 结构 力学 的 学 习 
过 程 中 ,计算 机 软件 也 有 其 独特 作用 。 本 书 中 引入 结构 力学 求解 器 这 个 新 工具 ， 
也 是 基于 这 个 考虑 。 

手 算 方法 和 计算 机 方法 有 各 自 的 着 眼 点 : 手 算 怕 繁 ,机 算 怕 乱 。 在 手 算 方 法 
中 ,总 是 希望 计算 工作 量 尽 量 少 一 点 ,而 基本 未 知 量 的 多 少 则 是 影响 计算 工作 量 
的 主要 因素 。 凡 是 多 余 约束 多 而 结 点 位 移 少 的 结构 ,位 移 法 优 于 力 法 ,势能 法 优 
于 余 能 法 (能 量 法 见 本 书卷 卫 ); 反 之 , 则 力 法 优 于 位 移 法 , 余 能 法 优 于 势能 法 。 
在 机 算 方 法 中 ,侧重 点 是 着 眼 于 计算 过 程 的 程序 化 并 采用 矩阵 的 形式 。 抢 阵 位 
移 法 有 使 计算 过 程 易 于 实现 程序 化 的 优点 ,因而 得 到 广泛 的 应 用 ;反之 ,矩阵 力 
法 则 应 用 较 少 。 

3. 超 静 定 结构 中 计算 方法 的 合理 选用 

关于 计算 方法 的 合理 选用 问题 ,从 手 算 和 机 算 的 角度 看 ,观点 并 不 相同 。 

从 机 算 角度 来 看 ,一 般 都 选用 矩阵 位 移 法 ,用 一 个 通用 程序 就 可 对 各 种 形式 
的 静 定 和 超 静 定 结构 进行 计算 。 机 算 看 重 程序 化 和 通用 性 。 

从 手 算 角 度 来 看 ,省事 且 能 满足 精度 要 求 的 方法 就 是 好 方法 ,就 是 合理 的 方 
法 。 手 算 看 重工 作 量 ,欣赏 机 智 .灵气 和 多 样 性 - 

下 面 主 要 从 手 算 角度 ,针对 不 同 的 结构 形式 ,说 明 计算 方法 的 合理 选用 方 
案 。 

(1) HEHE 

超 静 定 栓 架 由 于 结 点 位 移 太 多 , 宜 于 使 用 力 法 。 但 计算 术 架 次 应 力 时 ,以 力 

(2) 超 静 定 拱 


$8 一 7 赵 静 定 结构 各 类 解法 的 比较 和 合理 选用 
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两 铵 拱 和 无 铵 拱 需 用 力 法 计算 。 计 算 连 续 拱 时 ,可取 曲 杆 为 单元 ,使 用 位 移 
法 或 力矩 分 配 法 。 

(3) 连续 梁 

刚性 支 座 上 的 连续 梁 , 最 宜 于 采用 力矩 分 配 法 。 弹 性 支 座 上 的 连续 梁 , 宜 用 
力 法 或 位 移 法 。 

(4) 刚 架 

无 结 点 线 位 移 的 刚 架 (图 8- 35a) ,可 采用 力矩 分 配 法 。 无 结 点 角 位 移 的 刚 
架 ( 图 8 一 35b、c), 可 采用 位 移 法 或 前 力 分 配 法 。 超 静 定 次 数 少 而 结 点 位 移 较 多 
的 刚 架 (图 8- 35d) 可 采用 力 法 。 多 层 刚 架 可 采用 无 剪 力 分 配 法 力矩 分 配 法 或 


近似 法 。 
@ e 
© 人 
T TU i F 


m 5=35 


可 以 考虑 几 种 方法 的 联合 应 用 。 例 如 , 力 法 与 位 移 法 的 联合 应 用 ,位 移 法 与 
力矩 分 配 法 的 联合 应 用 (8$8- 5) ,力矩 分 配 法 与 无 前 力 分 配 法 的 联合 应 用 , 力 法 
与 力矩 分 配 法 的 联合 应 用 ,等 等 。 

对 称 结构 受 任意 荷载 作用 时 ,可 以 把 荷载 分 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 两 部 
分 。 这 时 ,在 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 作用 下 的 结构 ,可 以 采用 各 自 适 宜 的 方法 进 
行 计 算 。 如 图 8 - 36a 和 图 8 - 37a 所 示 的 结构 ,在 对 称 荷载 作用 下 (图 8- 36b 
和 图 8- 37b) ,可 用 力矩 分 配 法 进行 计算 ;在 反对 称 荷 载 作用 下 (图 8- 36c 和 图 
8 一 37c) ,可 用 力 法 或 无 前 力 分 配 法 进行 计算 。 这 是 几 种 方法 联合 应 用 的 另 一 种 
例子 。 
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(b) 


koba 
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图 8-36 图 8-37 


$8-8 超 静 定 力 的 影响 线 


赵 静 定 力 的 影响 线 有 两 种 作法 :一 种 作法 是 用 力 法 (或 位 移 法 力矩 分 配 法 等 ) 直 
接 求 出 影响 系数 的 方法 , 见 例 6 一 7; 另 一 种 作法 是 利用 超 静 定 力 影响 线 与 挠 度 图 间 
的 比拟 关系 。 它 们 分 别 与 静 定 力 影响 线 的 静 力 法 和 机 动 法 相应 。 

本 节 介 绍 后 一 种 方法 ,因为 它 可 以 极 方便 地 绘 出 影响 线 的 形状 ,这 对 判断 不 


利 荷载 的 分 布 是 很 有 用 的 。 
图 8- 38a 所 示 为 一 超 静 定 梁 。 现 以 B 点 支 座 反 力 Z, 的 影响 线 为 例 , 说 明 
影响 线 与 找 度 图 之 间 的 比拟 关系 。 


设 荷载 Fe = 1 作用 于 任 一 位 置 zx ,采用 力 法 求 所 引起 的 支 座 反 力 2,。 
取 Z, 作 基 本 未 知 力 , 基 本 体系 如 图 8- 38b 所 示 。 显 然 ,这 个 基本 体系 仍 是 超 静 定 
的 ,是 n -1 次 超 静 定 结构 。 基 本 结构 如 图 8- 38c 所 示 。 力 法 方程 为 
ŠZ +ó, = 0 
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由 此 解 得 
Z= - (a) 
RP bp 和 6， 都 是 单位 力 在 基本 结构 中 产生 的 位 移 ,在 图 8 - 38d e 中 都 已 
标明 。 
@ Pi-1 
m I B c 
k, 
x _jFe=1 
©, a £ 
应 用 位 移 互 等 定理 
š ip = Ôp 
式 (a) 可 写 为 
-和 


6nm 所 代表 的 位 移 如 图 8 - 38e 所 示 , 它 是 单位 力 Z, = 1 在 基本 结构 中 引起 的 沿 
荷载 F, 作用 点 的 竖 向 位 移 。 

在 上 式 中 , 支 座 反 力 Z, 和 位 移 Sr 都 随 荷载 Fo 的 移动 而 变化 ,它们 都 是 荷 
载 位 置 参数 z 的 函数 。5,, 则 是 一 个 常数 ,不 随 荷 载 位 置 x 变化 。 因 此 ,上 式 可 
以 更 明确 地 写成 如 下 的 形式 : 
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Z,(z)= -ôn (z) (b) 
i 


式 中 当 x+ 变化 时 ,函数 Z,(z) 的 变化 图 形 就 是 Z, 的 影响 线 ; 而 函数 6, (z) 的 
变化 图 形 就 是 由 Z = 1 引起 的 荷载 作用 点 的 挠 度 图 。 由 此 可 以 看 出 ,影响 线 与 
挠 度 图 之 间 的 关系 。 根 据 这 个 关系 ,可 利用 挠 度 图 来 作 超 静 定 力 的 影响 线 。 其 
步骤 与 用 机 动 法 作 静 定 结构 影响 线 是 类 似 的 ,可 归纳 如 下 : 

(1) 撤去 与 所 求 约束 力 Z, 相应 的 约束 。 

(2) 使 体系 沿 Z, 的 正方 向 发 生 位 移 , 作 出 荷载 作用 点 的 挠 度 图 , 即 为 影响 
线 的 形状 。 

(3) 将 Sm 图 除 以 常数 Su (或 在 Sn 图 中 令 a = 1) , 便 确定 了 影响 线 的 数值 。 

(4) 横 坐 标 以 上 图 形 为 正 号 , 横 坐 标 以 下 图 形 为 负 号 。 

图 8- 39 为 连续 梁 的 几 个 影响 线 图 形 的 形状 。 其 中 ,图 8 一 39b HE C 左右 


(a) À 


§8-8 超 静 定 力 的 影响 线 
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有 相对 转角 时 的 挠 度 图 ,图 8 一 39c 为 Me 的 影响 线 ; 图 8 - 39d HEE K 左右 有 
相对 转角 时 的 挠 度 图 ,图 8 一 39e 为 Mk 的 影响 线 ; 图 8 - 39f 为 Fax 影响 线 ;图 
8 一 39g 为 F&. 的 影响 线 。 

应 当 指出 :上 述 作法 与 机 动 法 作 静 定 内 力 ( 支 座 反 力 ) 影 响 线 虽然 相似 ,但 它 
们 之 间 也 有 区 别 :对 静 定 内 力 ( 支 座 反 力 ) 来 讲 , 位 移 图 是 几何 可 变 体系 的 位 移 
图 ,因而 是 折线 图 形 。 对 超 静 定 内 力 ( 支 座 反 力 ) 来 讲 , 位 移 图 是 几何 不 变 体系 的 
挠 度 图 ,因而 是 曲线 图 形 。 

下 面 给 出 单 跨 梁 的 挠 度 和 转角 公式 ,以 供 计算 6p, 和 6 时 参考 。 

图 8- 40 所 示 为 一 简 支 梁 AB ,两 端 作用 力 偶 M, 和 Ms , 则 两 端 转角 0, 和 
0, 为 


图 8-40 


Fi (QM + M.) 


-6E 


(c) 
On = gpr 2 M: + MA) 


任 一 点 zx Bb 016 E A 


s(x) = [M GI z) + M+ z)) (d) 


以 上 公式 读者 可 用 图 乘法 自行 导出 。 

例 8-11 试 求 图 8 - la 所 示 连 续 梁 支 座 弯 拓 Ms 的 影响 线 。 

解 在 截面 B 加 铵 ,并 施加 一 对 力 偶 Ms = 1 kN*m, 这 时 挠 度 Sr 图 如 图 
8 一 41b 中 的 虚线 所 示 。 又 8， 为 B 点 两 侧 截 面 转角 6 与 8 之 和 。 

为 了 求 fw 和 ó, ,可 先 用 力矩 分 配 法 求 出 力 偶 Ms = 1 kN*m 所 引起 的 弯 矩 
图 ,如 图 8- 41c 所 示 。 然 后 ,根据 以 下 每 跨 的 杆 端 弯 矩 即 可 求 出 各 跨 的 挠 度 方 
程 ,并 求 出 Su 。 

第 一 跨 :两 端 弯 矩 分 别 为 -0.5 kN-m 和 1.0 kN.m, 代 入 式 (d) ,得 


zi(6m- z) 
Ia) Re X [0.5 kN-mX (12 m- x1) + 1 kNemx (z, +6 m)] 


_1.5 kNx(6m- xi)zt 
Ksa 36ET 
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=1 


好 图 (单位 kN.m) 


图 8-41 


- 跨 :两 端 弯 矩 分 别 为 1.0 kN-m 和 - 0.25 kN'm, 挠 度 方程 为 


m- x) 


第 


x[lkN'mx(l2m-xza)-0.25kNmx(zz+6m)] 


x(10.5KNm-1.25 kN- x3) 
第 三 跨 :两 端 弯 矩 分 别 为 - 0.25 kN*m #l O, EEN PEA 
z,(6 m- xz; 
xG a= a) [ 0.25 kN:mx (12 m- x3)] 


- _ zr (6 m r, )X0.25 kNX (12 m- r) 


36F[_ 
将 相应 的 + 值 代入 后 , 求 得 Ely(z) 图 如 图 8- 42a 所 示 , 此 即 Elp Elo 
由 式 (c) ,可 求 得 du H 


Ən =a t'u = SRI [(2 kN-m - 0.5 kN-m) + 


(2 kN:m 0.25 kN-m)] = 3:25 KN mi 


将 òm BRE ó, 即 得 Ms 的 影响 线 如 图 8 一 42b 所 示 。 
等 跨度 等 截面 连续 梁 各 截面 弯 矩 的 影响 线 和 支 座 截面 剪 力 的 影响 线 在 一 些 
设计 手册 中 均 有 制 成 的 表格 ,设计 时 可 以 直接 查 用 。 


ly sl 


0.346038 049724 0281 


Ms 的 影响 线 (单位 m) 


图 8-42 


“$8 一 9 用 求解 器 求解 一 般 的 超 静 定 结 构 


对 于 一 般 的 平面 超 静 定 结构 ,求解 器 不 仅 可 以 求解 各 种 荷载 下 的 位 移 和 内 力 ， 
而 且 可 以 包括 弹性 支 座 , 支 座 移动 温度 改变 等 因素 ,以 及 影响 线 的 计算 。 本 节 具 体 
介绍 了 求解 器 的 这 些 功 能 。 

详细 内 容 见 所 附 光盘 相应 章节 。 


$8-10 小 结 


力矩 分 配 法 和 无 剪 力 分 配 法 从 原理 上 看 ,是 位 移 法 的 一 种 渐 近 解法 。 从 应 
用 范围 上 看 ,前 者 适用 于 连续 梁 和 无 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,后 者 适用 于 刚 架 中 除 杆 
端 无 相对 线 位 移 的 杆 件 外 ,其 余 杆 件 都 是 剪 力 静 定 杆 件 的 情况 。 它 们 的 优点 是 : 
无 需 建 立 和 解 算 联 立方 程 ,收敛 速度 快 (一 般 只 需 分 配 两 轮 或 三 轮 ) ,力学 概念 明 
确 , 直 接 以 杆 端 弯 矩 进行 运算 等 。 因 而 ,在 工程 计算 中 ,被 作为 一 种 简便 的 实用 
解法 而 乐于 使 用 。 

在 力矩 分 配 法 计算 过 程 中 ,总 是 重复 一 个 基本 运算 一 一 单 结 点 的 力矩 分 配 。 
其 中 又 分 三 个 环节 : 

(1) 根据 荷载 求 各 杆 的 固 端 变 矩 和 结 点 的 约束 力矩 。 

(2) 根据 分 配 系数 求 分 配 力矩 。 

(3) 根据 传递 系数 求 传递 力矩 。 

这 三 个 环节 的 物理 意义 要 了 解 透彻 ,然后 才能 灵活 运用 。 在 位 移 法 和 力矩 
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分 配 法 中 规定 : 杆 端 弯 矩 以 顺 时 针 转 向 为 正 ,这 是 应 该 注意 的 。 

对 于 一 般 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 ,联合 用 力矩 分 配 法 和 位 移 法 求解 ,发 挥 了 两 
个 方法 的 长 处 。 

多 层 多 跨 刚 架 在 竖 向 荷载 作用 下 的 分 层 计算 法 和 水 平 荷载 作用 下 的 反 弯 点 
法 ,是 工程 中 常用 的 近似 方法 。 

利用 超 静 定 力 影响 线 与 找 度 图 间 的 比拟 关系 ,可 以 极 方便 地 给 出 影响 线 的 
形状 ,可 用 来 判断 不 利 荷载 的 分 布 。 这 在 工程 中 是 很 有 用 的 方法 。 

习题 8-1~8-3 可 供 辅导 课 选 用 参考 。 习 题 8 一 19 和 8 - 20 是 综合 性 的 
习题 , 供 参考 。 


8$8-11 思考 与 讨论 


$8-1 思考 题 

8-1 什么 称 为 固 端 弯 矩 ? 约束 力矩 如 何 计算 ? 为 什么 要 变 号 才 进行 分 配 ? 

8-2 什么 称 为 转动 刚度 ? 分 配 系数 与 转动 刚度 有 何 关系 ? 为 什么 每 一 结 点 的 分 配 系 
数 之 和 等 于 1? 

8-3 什么 称 为 传递 力矩 ? 传递 系数 如 何 确定 ? 

8-4 试 求 图 示 梁 A 端的 转动 刚度 Sw 及 自 A H B AIEEE R Can o 

讨论 :图 a 为 一 两 跨 梁 ,在 A 点 施加 Sw 使 9, =1,8B 点 无 外 加 约 东 。 

图 b 为 一 单 跨 梁 ,在 A 点 施加 Sw 使 9, = 1. B 端 为 弹性 支 座 , 抗 转 刚度 系数 为 lv 

本 问题 已 将 $8- 1 的 单个 杆 的 转动 刚度 及 力矩 转 递 系数 的 概念 扩大 到 了 两 跨 梁 和 远 端 
为 弹性 支 座 的 梁 。 

读者 可 以 用 位 移 法 或 传统 的 力矩 分 配 法 求解 本 问题 ,从 而 求 出 本 问题 的 转动 刚度 Su 及 
力矩 传递 系数 Cw。 


(8) Sa Oa 


思考 题 8- 4 图 


8-5 力矩 分 配 法 的 基本 运算 有 哪些 步骤 ? 每 一 步 的 物理 意义 是 什么 ? 

$8-2 思考 题 

8-6 在 多 结 点 的 力矩 分 配 过 程 中 ,为 什么 每 次 只 放松 一 个 结 点 ? 可 以 同时 放松 多 个 结 
点 吗 ? 在 什么 条 件 下 可 以 同时 放松 多 个 结 点 ? 
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讨论 :在 多 结 点 的 力矩 分 配 过 程 中 ,每 次 只 放松 一 个 结 点 是 因为 , 当 只 放松 一 个 结 点 时 ， 
其 分 配 系数 及 传递 系数 是 已 知 的 ,可 以 据 以 求解 。 

当 同 时 放松 多 个 结 点 时 ,其 分 配 系 数 及 传递 系数 已 不 同 于 单 结 点 的 放松 ;只 有 当 其 分 配 
系数 及 传递 系数 均 为 已 知 时 , 才 可 由 之 求解 。 

思考 题 8- 10 是 一 种 多 结 点 放松 的 例子 ,可 以 参考 。 

8-7 力矩 分 配 法 直接 计算 出 每 杆 的 杆 端 弯 矩 。 如 果 还 要 求 出 结 点 的 转角 ,应 当 如 何 进 
行 计算 ? 

讨论 : 设 有 由 杆 AB、AC .AD 相交 的 刚 结 点 A 无 线 位 移 , 在 第 n 轮 放松 结 点 A 时 ,各 杆 近 端 
相应 的 分 配 力矩 为 M' ;与 之 相应 地 , 结 点 A 的 转角 增 量 d 
为 和 ,如 图 所 示 。 设 各 杆 的 转动 刚度 为 Sw , 则 有 kush 

Mh = Sah 

结 点 A MEME O 为 相交 于 该 结 点 的 任 一 杆 杆 M 如 
端 在 第 n 轮 所 获 分 配 力矩 与 转动 刚度 之 比 : 
My 

结 点 A 的 角 位 移 应 等 于 各 次 放松 结 点 所 得 角 位 移 
增 其 之 和 ,好 


0, = 26 = -EM 思考 题 8-7 图 
由 上 式 可 知 ,只 需 将 杆 Aj 的 A 端 各 次 所 得 分 配 力矩 相 加 ,再 除 以 该 杆 的 转动 刚度 , 即 得 结 点 
角 位 移 的 渐 近 值 。 
8-8 用 力矩 分 配 法 计算 连续 梁 和 出 架 时 ,为 什么 结 点 的 约束 力矩 会 趋 于 0, 即 为 什么 
计算 过 程 是 收敛 的 ? 
8-9 试 按 另 一 种 计算 程序 重 算 例题 8 - 4。 思 考题 8- 9 图 中 当 B 结 点 锁 住 时 , 杆 BC 
的 B WS 36 9 T £ Jp? 


M=50kN-m 


BZ h 


思考 题 8-9 图 


§8-3 思考 题 

8-10 用 力矩 分 配 法 计算 对 称 结构 时 ,如 不 取 半 边 结构 ,而 直接 利用 原 结构 进行 计算 ， 
如 何 利用 对 称 性 简化 计算 ? 

讨论 :用 力矩 分 配 法 计算 对 称 结构 时 ,也 可 以 不 取 半边 结构 ,而 直接 利用 原 结构 的 对 称 性 
以 简化 计算 。 

当 对 称 侧 架 受 对 称 荷载 作用 ,用 力矩 分 配 法 进行 计算 时 ,其 镇 (加 约束 求 固 端 弯 矩 和 结 点 
不 平衡 力矩 ) 和 松 (分 配 不 平衡 力矩 及 传递 ) 均 应 保持 对 称 的 进行 。 此 时 应 注意 , 跨 过 对 称 轴 
的 杆 , 当 A.B 两 端 同 时 按 对 称 变形 放松 时 的 转动 刚度 为 Sw = Sm =2i; 另 外 ,此 杆 在 杆 端 有 
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思考 题 8- 10 图 


分 配 计 矩 后 ,将 不 向 远 端 传递 ,因为 是 两 端 保持 对 称 的 分 配 的 。 

建议 读者 用 此 方法 重 作 例 8 - 5, 讨 论 二 者 的 异同 。 

8-1 支 座 移 动 和 温度 改变 时 ,可 以 用 力矩 分 配 法 进行 计算 吗 ? 什么 情况 下 可 以 ? 什 
么 情况 下 不 可 以 ? 可 以 计算 的 情况 下 ,怎么 计算 ? 

$8-4 思考 题 

8-12 什么 称 为 无 前 力 分 配 法 ? 它 的 应 用 条 件 是 什么 ? 

8-13 无 前 力 分 配 法 为 什么 能 用 于 单 跨 对 称 刚 架 ? 单 跨 不 对 称 刚 架 直接 用 无 勇力 分 配 
法 有 什么 问题 ? 

$8-5 思考 题 

8-14 §8-5 中 实际 上 是 采用 有 结 点 角 位 移 而 没有 结 点 线 位 移 的 结构 体系 作为 位 移 
法 的 基本 结构 求解 的 ,为 什么 这 种 无 结 点 线 位 移 , 但 有 结 点 角 位 移 的 结构 体系 也 可 以 作 基本 
结构 ? 

$8-6 思考 题 

8-15 在 多 层 刚 架 的 分 层 计 算法 和 反 普 点 法 中 ,各 引入 了 哪些 近似 假设 ? 它们 可 应 用 
于 什么 情况 ?如 何 估计 误差 范围 ? 

$8-7 思考 题 

8~ 16 结构 计算 方法 往往 是 成 对 出 现 的 。 试 从 不 同 的 视角 , 列 出 相应 的 对 偶 方法 ,并 进 
行 对 比 。 

8-17 在 计算 机 方法 中 ,为 什么 位 移 法 (势能 法 ) 受 到 偏爱 , 力 法 ( 余 能 法 ) 受 到 冷遇 ? 

8~18 为 什么 把 力矩 分 配 法 说 成 是 位 移 法 类 型 的 渐 近 法 ? 为 什么 力 法 类 型 的 渐 近 法 受 
到 冷遇 ? 

8-19 对 力 法 、 位 移 法 .其 近 法 等 进行 选用 时 , 试 总 结 出 自己 的 经 验 和 心得 。 在 什么 情 
况 下 , 力 法 ,位移 法 , 渐 近 法 分 别 成 为 首选 方法 ? 试 分别 列 出 相应 的 极端 例子 。 图 示 两 个 极端 
例子 应 首选 包 种 方法 ? 

(a ©) 


á 


Fe 


思考 题 8- 19 图 
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8-20 试 举 出 联合 法 最 适用 的 几 个 典型 例子 。 
$8-8 思考 题 
8-21 试 说 明 超 静 定 内 力 影响 线 与 静 定 内 力 影响 线 的 区 别 。 
8-22 试用 力 法 ,力矩 分 配 法 和 乒 曲 线 比拟 方法 作 两 跨 等 截面 等 跨 连 续 梁 中 间 支 座 弯 
矩 的 影响 线 。 总 结 一 下 各 种 作法 的 步骤 。 
8-23 本 章 中 使 用 了 超 静 定 结构 作 基本 结构 ,为 什么 超 静 定 结构 也 可 以 作 基 本 结构 ? 
3 = 


8-1 试用 力矩 分 配 法 计算 图 示 结构 ,并 作 M 图 。 


(8) 


/C55xN.m g 


,2m 2m 


题 8-1 图 


8-2 试 判断 图 示 结 构 可 否 用 无 剪 力 分 配 法 计算 ,说 明理 由 。 


(a) @) (9) 


题 8-2 图 


8-3 试 讨论 图 示 结构 的 解法 。 用 什么 方法 ? 各 杆 的 固 端 弯 矩 .转动 刚度 和 传递 系数 如 
何 确定 ? 
8-4 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 (图 中 El 为 相对 值 )。 


8-5 试 作 图 示 连 续 梁 的 M .Fa 图 ,并 求 CD 跨 的 最 大 正 弯 矩 和 反 力 。 
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题 8-3 图 


8-6 图 示 某 水 电站 高 压 水 管 , 受 管内 水 重 及 管道 自重 作用 。 试 作 水 管 的 夸 矩 图 和 
前 力图 。 设 Fl 为 常数 。 


Wk hh di 国定 台 


习 a 367 


8-7 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 设 ET= 常 数 。 


8-8 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 


题 8-8 图 


8-9—8-10 试 作 图 示 刚 架 的 内 力图 。 设 E1 = 常数。 
20 kN/m 


B8i8-10 m 
8 一 11 试 作 图 示 刚 架 的 M .Fu .F、 图 (图 中 1 HARE). 
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8-12 试 作 图 示 刚 架 的 M 图 。 


250kN 195kN195kN 250kN 


ARIZ a I EN 


442 kN/m | 
BEE 


到 1.78 


16.3m 


题 8- ua 题 8-12 图 
8-13 BPFE RU AR AY A E pE 


10 kN/m 


题 8- 13 图 
8-14 试 作 图 未 刚 架 的 M 图 
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8-15 bUfEEBLFRIEA EE, 


题 8-15 图 


8-16~8-18 试 联合 应 用 力矩 分 配 法 和 位 移 法 计算 图 示 刚 架 。 


20kN/m 


题 8-18 图 


8-19 试 作 图 示 4 FLE MRR E E 
8-20 ”剧院 姚 台 结构 如 图 a 所 示 , 其 计算 简 图 如 图 b 所 示 , 杆 旁 数 字 为 杆 的 线 刚度 io 


在 竖 向 荷载 q 作用 下 , 试 作 M 图 。 注 意 : 本 题 有 结 点 线 位 移 。 
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题 8-20 图 
8-2 试用 反 弯 点 法 作 图 示 刚 架 M 图 


ə 题 
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8-2 试 作 图 示 两 端 固 定 梁 AB 的 杆 端 弯 矩 M. 的 影响 线 。 荷 载 F, = ! 作用 在 何 处 
时 ,Ma 达到 极 大 值 ? 


x 1 
z 4 
F 一 一 一 一 一 
Es - 22 M 


8-23 试 作 图 示 两 跨 等 跨 等 截面 连续 梁 Fr, Mn .Fan 的 影响 线 。 
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$9-1 概 述 


结构 短 阵 分 析 方法 是 电子 计算 机 进入 结构 力学 领域 而 产生 的 一 种 方法 。 它 
是 以 传统 结构 力学 作为 理论 基础 .以 矩阵 作为 数学 表述 形式 、 以 电子 计算 机 作为 
计算 手段 ,三 位 一 体 的 方法 。 

结构 力学 传统 方法 与 结构 矩阵 分 析 方 法 ,二 者 同 源 而 有 别 :在 原理 上 同 源 ， 
在 作法 上 有 别 。 简 单 地 说 ,前 者 在 * 手 算 " 的 年 代 形成 ,后 者 则 着 眼 于 * 电 算 ”, 计 
算 手 段 的 不 同 ,引起 计算 方法 的 差异 。 手 算 怕 繁 , 电 算 怕 乱 。 手 算 讨厌 重复 性 的 
大 量 运 算 , 电 算 则 偏爱 计算 过 程 的 程序 化 和 通用 性 。 本 章 将 采用 一 些 新 作法 , 例 
如 矩阵 符号 的 运用 ,刚度 集成 规则 的 阐述 ,等 等 。 这 些 新 作法 都 是 针对 计算 过 程 
的 程序 化 这 一 新 目标 而 提出 来 的 。 因 此 ,学 习 本 章 时 , 既 要 了 解 它 与 传统 方法 的 
共同 点 ,更 要 着 重 了 解 它 的 一 些 新 手法 和 新 的 着 眼 点 。 

与 传统 的 力 法 ,位 移 法 相对 应 ,在 结构 矩阵 分 析 中 也 有 矩阵 力 法 和 矩阵 位 条 
法 ,或 者 称 柔 度 法 与 刚度 法 。 和 矩阵 位 移 法 由 于 具有 易于 实现 计算 过 程 程序 化 的 
优点 而 广 为 流 传 , 本 章 只 对 矩阵 位 移 法 进行 讨论 。 

矩阵 位 移 法 是 有 限 元 法 的 雏形 ,因此 结构 垂 阵 分 析 有 时 也 称 为 杆 件 结构 的 
有 限 元 法 。 在 本 章 中 将 使 用 有 限 元 法 中 的 一 些 术语 和 提 法 。 

有 限 元 法 的 要 点 是 : 先 把 结构 整体 拆 开 ,分 解 成 若干 个 单元 (在 杆 件 结构 中 ， 
一 般 把 每 个 杆 件 取 作 一 个 单元 ) ,这 个 过 程 称 为 离散 化 。 然 后 ,再 将 这 些 单元 按 
一 定 的 条 件 集合 成 整体 。 在 一 分 一 合 , 先 拆 后 搭 的 过 程 中 ,把 复杂 结构 的 计算 问 
题 转化 为 简单 单元 的 分 析 和 集合 问题 。 因 此 ,有 限 元 法 包含 两 个 基本 环节 :一 是 
单元 分 析 , 二 是 整体 分 析 

在 矩阵 位 移 法 中 ,单元 分 析 的 任务 是 建立 单元 刚度 方程 ,形成 单元 刚度 答 
阵 ;整体 分 析 的 主要 任务 是 将 单元 集合 成 整体 ,由 单元 刚度 矩阵 按照 刚度 集成 规 
则 形成 整体 刚度 逢 阵 ,建立 整体 结构 的 位 移 法 基本 方程 ,从 而 求 出 解答 。 

在 单元 分 析 方面 ,单元 的 刚度 方程 在 第 7 章 中 已 经 导出 ,在 本 章 中 只 是 将 忆 
有 结果 表示 为 矩阵 形式 ,并 讨论 在 任意 坐标 系 中 单元 刚度 方程 的 通用 形式 。 
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在 整体 分 析 方面 ,将 根据 计算 过 程 程序 化 的 要 求 ,提出 直接 由 单元 刚度 导出 
整体 刚度 的 集成 规则 ,这 个 集成 规则 是 矩阵 位 移 法 的 核心 内 容 。 
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本 节 和 下 一 节 对 平面 结构 的 杆 件 单元 进行 单元 分 析 ,得 出 单元 刚度 方程 和 
单元 刚度 矩阵 。 

第 7 章 给 出 的 转角 位 移 方程 实际 上 就 是 梁 单 元 的 刚度 方程 。 梁 单元 是 杆 件 
单元 的 特例 。 

本 节 推 导 单 元 刚度 方程 时 所 用 的 方法 不 是 新 的 ,但 有 几 点 新 的 考虑 :重新 规 
定 正 负 号 规则 ,讨论 杆 件 单元 的 一 般 情 况 ,采用 矩阵 表示 形式 。 

1. 一 般 单 元 

图 91 所 示 为 平面 刚 架 中 的 一 个 等 截面 直 杆 单元 e。 设 杆 件 除 弯曲 变形 
外 ,还 有 轴 向 变形 。 左 右 两 端 各 有 三 个 位 移 分 量 (两 个 移动 .一 个 转动 ), 杆 件 共 
有 六 个 杆 端 位 移 分 量 , 这 是 平面 结构 杆 件 单元 的 一 般 情况 。 设 杆 长 为 ,截面 面 
积 为 A ,截面 惯性 矩 为 1, 弹性 模 量 为 E。 单 元 的 两 个 端点 采用 局 部 编码 1 和 2。 
由 端点 1 到 端点 2 的 方向 规定 为 杆 轴 的 正方 向 ,在 图 中 用 箭头 标明 。 


图 中 采用 坐标 系 zy, 其 中 z 轴 与 杆 轴 重合 。 这 个 坐标 系 称 为 单元 坐标 系 或 
局 部 坐标 系 。 字 母 .5 的 上 面 都 划 上 一 横 , 作 为 局 部 坐标 系 的 标志 。 

在 局 部 坐标 系 中 ,一 般 单 元 的 每 端 各 有 三 个 位 移 分 量 .5、9 和 对 应 的 三 个 
力 分 量 F, F, Mo 图 92 中 所 示 的 位 移 、 力 分 量 方向 为 正方 向 。 

单元 的 六 个 杆 端 位 移 分 量 和 六 个 杆 端 力 分 量 按 一 定 顺 序 排列 ,形成 单元 杆 
端 位 移 向 量 4” 和 单元 杆 端 力 向 量 天 如 下 : 

F =o ao Ao Ao Se iw)" 
二 0, s, 0,)” 
Fa Fo Fo Fs Fe)” 

=(F,. Fa M, F, F, M)" 


or 
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向 量 中 的 六 个 元 素 的 序 码 记 为 (1),(2),… ,(6)。 由 于 它们 是 在 每 个 单元 中 各 自 . 
编码 的 (不 是 在 刚 架 所 有 单元 中 统一 编码 的 ) ,因此 称 为 局 部 码 一 一 杆 端 位 移 分 
量 ( 或 杆 端 力 分 量 ) 的 局 部 码 。 数 码 (1),(2),… 都 加 上 括号 ,作为 局 部 码 的 标志 。 

现在 讨论 单元 的 刚度 方程 。 

单元 刚度 方程 是 指 由 单元 杆 端 位 移 求 单 元 杆 端 力 时 所 建立 的 方程 一 一 记 为 
“AF HRO, 

为 了 建立 单元 刚度 方程 ,我 们 按照 位 移 法 基本 体系 的 作法 ,在 杆 件 两 端 加 上 
人 为 控制 的 附加 约束 ,使 基本 体系 在 两 端 发 生 任 意 指定 的 位 移 4 ,如 图 9- 3 所 
示 。 然 后 根据 A 来 推算 相应 的 杆 端 力 FF 。 


忽略 轴 向 受 力 状态 和 弯曲 受 力 状态 之 间 的 相互 影响 ,分 别 推导 轴 向 变形 和 
弯曲 变形 的 刚度 方程 。 
首先 ,由 杆 端 轴 向 位 移 a, a 可 推算 出 相应 的 杆 端 轴 向 力 .FF,, Fa: 


© 这 时 ,不 是 讨论 它 的 反问 题 一 建立 "FP 一 2" 方程 。 轩 为 让 问题 与 反问 题 是 性 质 术 尽 相同 的 两 
个 问题 。 例 如 ,可 能 出 现 如 下 情况 :下 问题 成 立 ( 上 问题 有 解 ) .而 反问 题 不 成 立 ( 反 问题 没有 解 )- 
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,=a) | 
EA (9-2) 
F, = -EA ca- ap | 


其 次 ,由 杆 端 横向 位 移 oo 和 转角 所、 所 可 推算 出 相应 的 杆 端 横向 力 
F. .Fs 和 杆 端 力 矩 M，.M:。 根 据 转角 位 移 方程 (7- 5) 和 (7- 6) ,并 改 用 本 章 
的 记号 和 正 负 号 , 即 得 


Mi = 他所 + 2Els, + Ln - 5) 
M; = Pla + tP, + SEL- 8) 
(9-3) 


F. = ELG, + 0p) t BEL - 5) 


Fos (+t) 


上 面 六 个 刚度 方程 49- 2) 和 (9- 3) 实 际 上 在 位 移 法 中 已 经 推导 过 。 现 在 将 
它们 合 在 一 起 ,写成 矩阵 形式 如 下 : 


F| o 0 -学 o ol a 
. DE 6EI DE GE 
F 0 T a 和 
8 f £ t l 
= M (9-4) 
F. EA Ó 人 olla 
T 7 
F. 人 
ë t t r: 
6EI 2El _6EI 4EI| | 
M ° = T ° — me 
上 式 可 记 为 
F = k'A' (9-5) 
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a) O) G) (O (5) © 
G=) (=D (=D wD @s=) @=1) 


+ + 4 + 4 
o 对 0 o A o o 
DEI 6E ODE 6E 
2) 0 T ra 0 T P 
k= Bà i (9-6) 
o| -#2 0 Ú; s ga o O 
al ó -E Œ ọpọ DH .但 
ñ n 7 ñ 
6E 2EFl GE El 
@ o < > o 4 他 


式 (9- 5) 即 为 所 求 的 *A 一 下 "方程 , 称 为 在 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 方程 。 矩 
BE k 称 为 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 它 是 6x6 方 阵 。 

2. 单元 刚度 矩阵 的 性 质 

(1) 单元 刚度 系数 的 意义 

ke 中 的 每 个 元 素 称 为 单元 刚度 系数 ,代表 由 于 单位 杆 端 位 移 所 引起 的 杆 端 


力 。 例 如 ,第 (6) 行 第 (3) 列 元 素 Koo (MERI ) 代 表 当 第 (3) 个 杆 端 位 移 分 
8 0, = 1 时 引起 的 第 (6) 个 杆 端 力 分 量 丽 ;。 一 般 来 说 ,第 (1 行 第 ()) 列 元 素 
Koo REMBO) MERLE Ao $ T 1( 其 他 位 移 分 量 为 零 ) 时 所 引起 的 
第 ( 门 个 杆 端 力 分 量 F,, 的 值 。 

k 中 某 一 列 的 六 个 元 素 分 别 表示 当 某 个 杆 端 位 移 分 量 等 于 1 时 所 引起 的 六 个 
杆 端 力 分 量 。 例 如 ,第 1 列 对 应 于 单位 位 移 a, = 1 所 引起 的 杆 端 力 。 为 了 帮助 理解 ， 
在 式 (9 一 6) 中 ,在 天 每 一 列 的 上 方 都 标明 了 对 应 的 单位 位 移 分 量 。 

(2) 天 是 对 称 矩 阵 

K 的 对 称 性 是 指 其 元 素 有 如 下 关系 : 

Kao = Foo CRA, 
这 实际 上 是 根据 反 力 互 等 定理 得 出 的 结论 。 
G) 一 般 单元 的 K 是 奇异 矩阵 


k' 的 奇异 性 是 指 其 行列 式 等 于 零 , 即 
Iki =0 (9-8) 
直接 计算 式 (9- 6) 的 矩阵 行列 式 , 便 可 验证 上 述 结论 。 
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由 此 可 知 ,k” 不 存在 逆 答 阵 。 也 就 是 说 ,根据 单元 出 度 方程 (9 一 5), 可 以 由 
杆 端 位 移 A“ 推算 出 杆 端 力 到 , 旦 F° 的 解 是 唯一 解 ;但 不 能 由 杆 端 力 F° 反 推 出 
杆 端 位 移 4 , A” 可 能 无 解 , 如 有 解 , 则 为 非 唯一 解 。 这 里 ,讨论 了 正 反 两 个 问题 ， 
而 它们 是 性 质 不 同 的 两 个 问题 。 如 果 把 二 者 不 加 区 别 ,就 会 造成 概念 上 的 混乱 。 


为 了 避免 混淆 ,把 正 反 两 个 问题 再 从 数学 提 法 ,力学 模型 . 解 的 性 质 等 方面 
作 一 对 比 。 


E 问题 | K 问题 
(A—F) (F—A) 


数学 提 法 | 4" 为 任意 指定 值 ,Fr 为 竺 求 量 。 | F 为 任意 指定 值 .4 DERE 
MARE ARER TAIRHD 
附加 约束 的 杆 件 "( 位 移 法 基本 体 
系 ) 来 分 析 一 一 2- 由 榨 制 附加 约束 
而 加 以 指定 。 ERMINI: a 
F 为 不 平衡 力 系 时 ,没有 解 / 
4 : HF A E 
ai 部 有 解 , 且 为 唯 L Spa DEN. 有 解 ,但 为 非 


解 的 性 质 | _ N _ | 唯一 解 (因为 自由 杆 件 除 本 身 变形 
总 是 一 个 平衡 力 系 ,不 可 能 是 不 外 还 可 有 任意 刚体 位 移 )。 


衡 力 系 。 Š 
FASE COMESA 


总 之 , 正 反 两 个 问题 的 力学 模型 是 截然 不 同 的 ,不 能 把 单元 笼统 地 称 为 " 自 
由 单元 "。 逆 矩阵 ( 矿 ) ”的 性 质 是 根据 反问 题 确 定 的 ,这 里 的 反问 题 是 按 * 自 由 
单元 "分 析 , 故 得 出 (Kk)' 不 存在 的 结论 。 

3. 特殊 单元 

式 (9- 4) 是 一 般 单 元 的 刚度 方程 ,其 中 六 个 杆 端 位 移 可 指定 为 任意 值 。 在 
结构 中 还 有 一 些 特 殊 单 元 ,单元 的 某 个 或 某 些 杆 端 位 移 的 值 已 知 为 零 ,而 不 能 任 
意 指定 。 各 种 特殊 单元 的 刚度 方程 无 需 另行 推导 ,只 需 对 一 般 单 元 的 刚度 方程 
(9- 4) 作 一 些 特殊 处 理 便 可 自动 得 到 。 

举例 来 说 ,计算 连续 梁 时 ,我 们 通常 忽略 轴 向 变形 。 如 取 每 跨 梁 作为 单元 
(图 9-4), 则 只 有 两 个 杆 端 位 移 分 量 9, ,9, 可 指定 为 任意 值 ,而 其 余 四 个 分 量 
均 已 知 为 零 : 


把 单元 按 * 两 端 自由 的 杆 件 "来 分 


力学 模型 #i— F 直接 加 在 自由 端 作为 指 


ü= = u, = 5,=0 (a) 
Na e W 
srp | 六 =0 
5=0 元 -0 
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将 式 (a) 代 入 式 (9 一 4), 即 自动 得 出 此 特殊 单元 的 刚度 方程 如 下 : 
a [EL 2EL a. 
la." sæ] lo, 


M.) |2E! 4E!| (a, SR 
$ EI f B 
此 时 单元 刚度 矩阵 为 
2E1Y 
: (9-10) 
4E1 
l 


实际 上 这 个 特殊 单元 刚度 矩阵 (9 一 10) 可 由 式 (9 - 6) 的 一 般 单元 刚度 矩阵 删 去 
BA) .(2) ,(4) (5) 行 和 列 后 自动 得 出 。 

用 同样 方法 还 可 以 得 出 其 他 各 种 特殊 单元 的 刚度 方程 和 刚度 矩阵 。 

在 结构 矩阵 分 析 中 ,我 们 着 眼 于 计算 过 程 的 程序 化 .标准 化 和 自动 化 。 因 
此 ,我 们 不 去 把 各 种 非 标 准 化 的 特殊 单元 刚度 矩阵 都 罗列 出 来 ,以 免 头 绪 太 多 ; 
而 只 采用 一 种 标准 化 形式 一 一 一 般 单 元 的 刚度 矩阵 (9- 6) ,关于 单元 刚度 矩阵 
的 各 种 特殊 形式 将 由 计算 机 程序 去 自动 形成 。 

顺便 指出 , 某 些 特殊 单元 的 刚度 矩阵 是 可 北 的 。 例 如 , 式 (9 一 10) 中 的 ， 
其 逆 和 矩阵 存在 。 

道 和 矩阵 (k")' 是 否 存 在 ,完全 根据 反问 题 的 力学 模型 来 确定 。 对 于 图 -4 
所 示 特 殊 单 元 来 说 , 正 问题 的 力学 模型 如 图 9 - Sa 所 示 ,每 端 有 两 个 支 杆 和 一 个 
控制 转角 的 附加 约 东 ,6, 和 6, 可 指定 为 任意 值 。 


图 9-5 
反问 题 的 力学 模型 如 图 9 - 5b 所 示 ,每 端 有 两 个 支 杆 , 杆 端 力矩 M, M 可 
指定 为 任意 值 。 由 于 反问 题 的 力学 模型 是 一 个 几何 不 变 体系 ,因此 当 M,、M， 
为 任意 值 时 , 杆 端 转角 0, .6, 有 解 , 且 为 唯一 解 。 由 此 得 出 (k*)，' 存 在 的 结论 。 
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$9-3 单元 刚度 敌阵 (整体 坐标 系 ) 


坐标 系 是 一 个 数学 工具 ,可 根据 需要 而 灵活 选用 。 

在 上 一 节 中 ,选用 局 部 坐标 系 , 以 杆 件 轴线 作为 工 轴 。 这 样 做 的 目的 是 希 
望 导 出 的 单元 刚度 矩阵 具有 最 简单 的 形式 。 

在 本 节 中 ,我 们 从 整体 分 析 的 角度 来 考虑 。 在 一 个 复杂 结构 中 ,各 个 杆 件 的 
杆 轴 方 向 不 尽 相同 ,各自 的 局 部 坐标 系 也 不 尽 相 同 ,很 不 统一 。 为 了 便于 进行 整 
体 分 析 ,必须 选用 一 个 统一 的 公共 坐标 系 , 称 为 整体 坐标 系 。 为 了 区 别 , 用 工 ,Y 
表示 局 部 坐标 ,用 r,y 表示 整体 坐标 。 

为 了 推导 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k” ,采用 坐标 变换 的 方法 :第 一 步 ， 
先 讨 论 两 种 坐标 系 中 单元 杆 端 力 的 转换 式 ,得 出 单元 坐标 转换 矩阵 ;第 二 步 ,再 
讨论 两 种 坐标 系 中 单元 刚度 矩阵 的 转换 式 。 

(1) 单元 坐标 转换 矩阵 

首先 分 析 单 元 杆 端 力 在 不 同 坐标 系 中 的 关系 。 图 9 - 6a 所 示 为 一 单元 。， 
其 局 部 坐标 系 为 Ozy ,整体 坐标 系 为 Ory, 由 + 轴 到 工 轴 的 夹 角 a 以 顺 时 针 转 
向 为 正 。 局 部 坐标 系 中 的 杆 端 力 分 量 用 F, F M 表示 。 整 体 坐 标 系 中 则 用 
F, F, M 表示 ,如 图 9- 6b 所 示 。 显 然 有 下 列 关系 : 


@ A 


(b) 
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F“=FicosatFsina 


F} sin a + Fš, cos a 


(9-11) 


n= Focos a + Fhsin a 
一 Foasin a + Facos a 
3 =M; 

将 式 (9 一 11) 写 成 矩阵 形式 : 


F. œa sna Oi 0 0 of F. 
Fa -sina œa 0: 0 0 0 Fa 
M, 至 0 0 1: 0 =, 0 ii 0 „Mi 
Fa | | 0 0 O esa sna 0 | Fa 
F. 0 0 Oi -sna œa 0 | F, 
M: 0 0 0 0 0 U| M, 
(9-12) 
或 简写 成 
F = TE (9-13) 
AP 工 称 为 单元 坐标 转换 矩阵 
cosa sina 0: 0 0 0 
-sina cosa 0 i 0 0 0 
P a PE s i bi t Su 0 
T= g 0 O cosa sna 0 (10 
0 O O -sina cosa 0 
0 0 0: 0 ogi 


式 (9- 13) 是 两 种 坐标 系 中 单元 杆 端 力 的 转换 式 。 
可 以 证 明 ,单元 坐标 转换 矩阵 T 为 一 正 交 和 矩阵 。 因 此 ,其 逆 矩 阵 等 于 其 转 
置 矩 阵 Bp 


mt = vr (9-15) 
或 
TT'=T'T=1 (9-16) 
式 中 工 为 与 工 同 阶 的 单位 矩阵 。 
式 (9 一 13) 的 道 转换 式 为 
F=T F (9-17) 


E, ADOR ih 8 CITA 1 B ER EER P 09 5638 8 8 IRER 
中 单元 杆 端 位 移 列 阵 为 A ,整体 坐标 系 中 单元 杆 端 位 移 列 阵 为 4 , 则 
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A = TA” (9-18) 
A =T A (9-19) 
(2) 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 
单元 杆 端 力 与 杆 端 位 移 在 整体 坐标 系 中 的 关系 式 可 写 为 
F = k'a (9-20) 
其 中 kk" 称 为 在 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 
现在 来 找 出 k 与 局 部 坐标 系 中 单元 刚度 矩阵 及 的 转换 关系 。 


单元 e 在 局 部 坐标 系 中 的 刚度 方程 为 
F = k'a (a) 
将 式 (9-13) 和 (9- 18) 代 入 式 (a) ,得 
TF = KTA 
等 式 两 边 各 前 乘 以 T ,并 引入 式 (9- 16) ,得 
F =T" ETA (b) 


比较 式 (b) 与 (9- 20) ,可 知 
k= Tt ET (9-21) 

式 (9- 21) 就 是 在 两 种 坐标 系 中 单元 刚度 矩阵 的 转换 关系 。 只 要 求 出 单元 坐标 
转换 矩阵 工 ,就 可 以 按照 式 (9- 21) 由 大 HW k. 

整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 与 同 阶 ,具有 类 似 的 性 质 : 

(1) ER ki,).) 表 示 在 整体 坐标 系 中 第 (j) 个 杆 端 位 移 分 量 等 于 1 时 引起 
的 第 (站 个 杆 端 力 分 量 。 

(2) k 是 对 称 矩 阵 。 

(3) 一 般 单元 的 k" 是 奇异 矩阵 。 

例 9-1 试 求 图 9-7 所 示 刚 架 中 各 单元 在 整体 坐标 系 中 的 刚度 矩阵 Ko 
设 各 杆 的 杆 长 和 截面 尺寸 相同 。 


A 


1=5m 


第 9 章 R 


4 


1=5 m Ñ Ñ f 0 = 0.5 mx 1 m. A= 0.5 m. 1 = sq m, 


E= 310 MPa, EA =300 < 10° kN/m, 天 =25x10 kN*m 


解 (1) 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 卸 阵 大 

图 中 用 箭头 标明 各 杆 局 部 坐标 z 的 正方 向 。 由 于 单元 @O .@ 的 尺寸 相同 ， 
hek” tj ki 相等 。 由 式 (9-6) 得 

k" = =10: x 


{ 300kN/m 0 0 —300 kN/m 0 0 
0 12 kN/m 30 kN 0 =12 kN/m 30 kN 
0 30 kN I00 kNm 0 - 30 kN 50 kN:m 
-300 kN/m 0 0 300 kN/m 0 0 
0 -12 kN/m -30 kN 0 12 kN/m -30 kN 
k. 78 30 kN 50kN'm 0 -30kN 100 kN:m 


(2) 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 K 
单元 DO: a= 0. T= 1 


k'u =k" 
单元 四 : a = 90", 单 元 坐标 转换 矩阵 为 
[° 10; 000 
[100 000 
了 | 00 1; 000 
| 00 0i 0 1 O 
[ooo 100 
looo 001 
k =T'k“T=10 x 
[ 142kNm 0 -30kKN -Il2kNIm 0 -30 kN 
0 300 kN/m 0 0 -300 kN/m 0 
-30 kN 0 100 kN-m 30 kN 0 50 kN:m 
I2kNm 0 30kN lz2kNm 0 30 kN 
0 -300 kN/m 0 0 300 kN/m 0 
-30 kN 0 50 kN-m 30 kN 0 100 kN-m 
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前 其 节 进行 了 单元 分 析 , 建 立 了 单元 刚度 方程 ,推导 了 单元 刚度 矩阵 。 从 本 
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节 起 转 到 整体 分 析 , 建立 整 体 刚度 方程 ,导出 整体 刚度 矩阵。 本 节 以 连续 梁 为 
例 ,下 节 讨 论 刚 架 的 一 般 情况 ,并 考虑 杆 件 轴 向 变形 的 影响 。 

整体 刚度 方程 是 按 位 移 法 建立 的 。 具 体 作法 有 两 种 :一 种 是 传统 位 移 法 , 另 
一 种 是 本 章 介绍 的 单元 集成 法 (也 称 为 刚度 集成 法 或 直接 刚度 法 )。 单 元 集成 法 
的 优点 是 便于 实现 计算 过 程 的 程序 化 。 

为 了 将 两 种 作法 加 以 比较 , 先 回顾 一 下 传统 作法 。 

对 于 图 9- 8a 所 示 的 连续 梁 , 位 移 法 基本 体系 如 图 9- 8b 所 示 。 位 移 法 的 
基本 未 知 量 为 结 点 转角 A A .A; ,它们 可 指定 为 任意 值 ,在 基本 体系 中 用 控制 
附加 约束 加 以 指定 。 它 们 组 成 整体 结构 的 结 点 位 移 向 量 A: 

A=(A, A, 4) 
与 A,A: A, 对 应 的 力 是 附加 约束 的 力 偶 下, Fa 、F;。 它 们 组 成 整体 结构 的 结 
AHAM F: 

F= (F, A) 


(a) 


i£ —— x Eh 加 


i z i= 


图 9-8 
在 传统 作法 中 ,我们 分 别 考虑 每 个 结 点 转角 A A A 独自 引起 的 结 点 力 
偶 ,如 图 9-9%a.bc 所 示 。 
和 麦 加 上 述 三 种 情况 , 即 得 结 点 力 偶 F. F Fs WF: 


[F] [4i 2i, 0) f4) 
Fals 24. titti 2j | A: {9=22) 
` F, 0 2 4b N 
记 为 
F= KA (9-23) 
其 中 
4i 2i 0 
K=|2i, 4i t4i, 2i, (9-24) 
lO D2 401 


式 (9- 22) 或 (9- 23) 称 为 整体 刚度 方程 ,K 称 为 整体 刚度 和 矩阵。 
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@ 4i, 2i 


图 9-9 

上 面 简略 地 回顾 了 传统 位 移 法 ,下面 详细 地 介绍 单元 集成 法 。 

1. 单元 集成 法 的 力学 模型 和 基本 概念 

按 传统 位 移 法 求 结构 的 结 点 力 F 时 ,分 别 考虑 每 个 结 点 位 移 对 F 的 单独 贡 
献 (采用 图 9- 9 中 的 力学 模型 ) ,然后 进行 合 加 。 
元 集成 法 求 时 ,分 别 考虑 每 个 单元 对 F 的 单独 贡献 ,然后 进行 下 加 

村 点 就 是 “由 单元 直接 集成 "。 

首先 ,考虑 单元 中 的 贡献 。 

既然 只 考虑 单元 的 单独 贡献 ,因此 必须 设法 略 去 其 他 单元 的 贡献 。 为 此 
采用 图 9 一 10 所 示 的 力学 模型 ,其 中 令 单元 @@ 的 刚度 为 零 ( 即 令 i, =0)。 此 时 ， 
单元 四 虽 有 变形 ,但 不 产生 结 点 力 ,因此 整个 结构 的 结 点 力 是 由 单元 四 单独 产生 
的 , 沁 为 


FC=(F F? FPD) 


图 9-10 
F' 表示 单元 人 对 结构 结 点 力 F 的 贡献 。 
下 面 求 此 模型 的 结 点 力 F" 。 由 于 o =0 因 此 


Fi =0 (a) 
而 F+ fF; 可 由 单元 @ 的 单元 刚度 矩阵 KU 算出。 已 知 


8$9-4 连续 梁 的 整体 刚度 算 阵 


385 


a ftn 2i) e. 
osdi (9-25) 
故 得 
IF] {4i 25651141 
l|" 2i anl la, 0 
式 (a) 和 (b) 可 合并 写成 
FP} {4i 2i 01fA] 
F?|=|2i, 4i 0O|la, (9-26) 
F?) lo o olis 
记 为 
F'=K'A (9-27) 
其 中 
{4i, 2i 0 
| dl | (9-28) 
lo o o 


K” F t ú D x1% KRE E BF HEHEH DEAR , PKAN IG ONY DEARA A: o 

其 次 ,考虑 单元 @ 的 贡献 。 

此 时 , 令 让 =0, 力 学 模型 如 图 9- 11 所 示 。 其 中 , 结 点 力 FY =0, 而 Fi 和 
F; 则 由 单元 @@ 的 单元 刚度 矩阵 k 算出 。 


Fo-0 


A 
和 


图 9-1 
已 知 
a _ [4i 2] 
k Slon iid (929) 
故 得 
Fr] (0 0 01f4| 
F; -P 4i n| [a (9-30) 
F?) lo 2i 4ijlas 
记 为 
F”=K”A (9-31) 


其 中 
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0 0 0) 
| a 

K =|0 4i, 2i, (9-32) 
j! 
[0 2i, 4i, 


K PAPIO HI HAREE. 
可 以 看 出 , K 是 K WARNER, X K' 是 由 大 的 元 素 及 零 元 素 组 成 的 矩 


ñ: 
最 后 ,将 式 (9 一 27) 和 式 (9 一 31) 合 加, 即 得 出 结构 的 结 点 力 F: 
F=F? +F?=(K'+K-)A (9-33) 
由 此 得 出 整体 刚度 矩阵 K 为 
K=K"+K = OK (9-34) 


上 式 表明 ,整体 刚度 矩阵 为 各 单元 贡献 矩阵 之 和 。 

式 (9 一 34) 中 的 K’ M K” 按 式 (9-28) 和 (9-32) 代 人 后 ,所 得 到 的 大 与 
式 (9-24) 相 同 。 因 此 ,单元 集成 法 与 传统 位 移 法 是 殊途同归 的 。 

从 以 上 讨论 中 看 出 ,单元 集成 法 求 整 体 刚 度 矩 阵 的 步 又 可 表示 为 

rK K (9-35) 

这 里 ,在 单元 刚度 矩阵 k 与 整体 刚度 矩阵 K 之 间 增 添 了 一 个 中 间 环 节 一 一 单 
元 贡献 矩阵 K"。 单 元 集成 法 分 解 为 两 步 : 

第 工 步 一 一 由 大 RK 。 

第 下 步 一 一 由 K' R K. 
第 下 步 按 式 (9- 34) 进 行 ,比较 简单 。 因 此 ,下 面 将 对 第 步 作 进一步 的 讨论 。 

2. 按照 单元 定位 向 量 由 k” RK 

(a) 


前 已 指出 ,K“ 是 由 kK" 的 元 素 及 零 元 素 重新 排列 而 成 的 矩阵 。 这 里 ,要 着 重 
讨论 k WCRE K 中 的 定位 问题 

首先 ,要 注意 结 点 位 移 ( 或 结 点 力 ) 有 两 种 编码 : 

在 整体 分 析 中 , 结 点 位 移 在 结构 中 统一 进行 编码 , 称 为 总 码 。 人 在 图 9- 12a 
中 ,连续 梁 的 结 点 位 移 统一 编码 为 1 .2 、3 
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在 单元 分 析 中 ,每 个 单元 的 两 个 结 点 位 移 各 自 编码 为 (1) 和 (2) , 称 为 局 部 码 
(图 9- 12b)。 局 部 码 加 括号 ,使 与 总 码 相 区 别 。 

其 次 ,要 注意 每 个 单元 的 结 点 位 移 分 量 两 种 编码 之 间 的 对 应 关系 。 对 于 图 
9-12 中 的 单元 中 和 加 ,其 对 应 关系 如 下 : 


i 对 应 关系 | 
单 元 单元 定位 向 基 2° 


o 


由 单元 的 结 点 位 移 总 码 组 成 的 向 量 称 为 “单元 定位 向 量 ”, 记 为 入 。 单 元 
和 外 的 定位 向 量 也 在 上 表 中 给 出 。 单 元 两 种 编码 的 对 应 关系 即 由 单元 定位 向 量 
来 表示 。 因 此 ,单元 定位 向 量 也 可 称 为 "单元 换 码 向 量 "。 

第 三 ,要 注意 单元 刚度 矩阵 k 和 单元 贡献 矩阵 K 中 元 素 的 排列 方式 。 

HE k 中 一 一 元 素 按 局 部 码 排列 ,或 者 说 ,元 素 按 局 部 码 " 对 号 入 座 ”。 

在 K 中 一 一 元 素 按 总 码 排列 ,或 者 说 ,元 素 按 总 码 “ 对 号 人 座 ”。 

为 了 由 单元 刚度 矩阵 k 得 出 单元 贡献 矩阵 K" ,其 作法 可 概括 为 " 换 码 重 排 


WE"; 
E: [ 
在 单元 刚度 矩阵 k" 中 在 单元 贡献 矩阵 K 中 
no B 元 素 的 原 行 码 (i) 换 成 新 行 码 À, (Dh 
原 列 码 (j) | 新 列 码 2, (D> 
重 排 座 | 原 排 在 (站 行 ()) 列 的 元 素 | 改 排 在 入 行 4 列 king > Kia, 


应 当 指出 , 换 码 和 重 排 座 ,都 是 根据 单元 定位 向 量 进行 的 。 

现 按 上 述 作法 ,由 大 .得 出 K'.K 如下: 
上 表 换 码 重 排 座 中 得 出 的 Kk", K 就 是 式 (9-28).(9 -32) 的 结果 。 

总 之 ,由 大 求 K“ 的 问题 实质 上 就 是 kK" 中 的 元 素 在 K 中 如 何 定位 的 问题 。 
定位 规则 是 


K 
即 根据 单元 定位 向 量 A 38 y 38 p 


Ki, (9- 36) 
定 在 K Oha, fia, 列 的 位 置 上 。 
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单 元 单元 刚度 矩阵 大 | 单元 定位 向 量 和 AEREE K 
i 0) o 
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TEA (2)=2|2i 4i 0 
| 3lo 0 o 
a) (2) 
0 (2) Na: 
2 1 2 3 
@ a 2) | G) Li 0 a 
A el 4 > 
| (310 2i 4i 


3. 单元 集成 法 的 实施 方案 
在 式 (9 一 35) 中 ,将 单元 集成 法 分 解 为 两 步 : 第 I 步 是 将 k 中 的 元 素 按照 单 
元 定位 向 量 EK 中 定位 ,第 由 步 是 将 各 K 中 的 元 素 累 加 。 这 样 做 的 目的 是 
为 了 便于 理解 。 
在 单元 集成 法 的 实施 方案 中 ,将 两 步 合成 一 步 ,采用 “ 边 定位 "“ 边 累加 ”的 
办 法 ,由 k 直接 形成 K。 这 样 ， 目的 是 为 了 使 计算 程序 更 为 简洁 。 
详细 地 说 ,按照 单元 集成 法 形成 K 的 过 程 就 是 依次 将 每 个 k" 的 元 素 在 K 
中 按 定位 并 进行 累加 的 过 程 。 过 程 的 每 一 步骤 可 列 出 如 下 : 
(1) 先 将 K 置 零 ,这 时 K =0。 
(2) 将 人 的 元 素 在 K tha! 定位 并 进行 累加 ,这 时 K = K" 。 
(3) 将 上 的 元 素 在 K 中 按 和 ”定位 并 进行 累加 ,这 时 K = K” + K, 
按 以 上 作法 对 所 有 单元 循环 一 遍 , 最 后 即 得 到 K= XK 


现 以 图 9- 8a 所 示 连 续 梁 为 例 ,说 明 上 述 过 程 : 
将 k" 集成 后 ,得 到 阶段 结果 如 下 : 


(4i, 2i, O| 
|]2 4i, 0 
lo o o 


在 此 基础 上 再 将 k” 集 成 , 即 得 最 终结 果 如 下 : 
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村 Si 0 1 
pp TE YN, Gi =K 
0 (Qi) ai) 


此 结果 即 为 式 (9 一 24)。 
例 9-2 试 求 图 9-13a 所 示 连 续 梁 的 整体 刚度 矩阵 K o 


解 (1) 结 点 位 移 分 量 的 总 码 
此 连续 梁 有 三 个 结 点 位 移 分 量 , 即 转角 A, A .A:( 图 9- 13b) ,其 总 码 分 别 


编 为 1 .2 .3。 
(a) 
1 2 3 o 
[n 四 b 4 
(b) À. 
‘Ma 0 = @ x @ dj. 0 
图 9-13 


在 固定 端 处 的 结 点 位 移 分 量 为 零 。 我 们 规定 :凡是 给 定 为 零 值 的 结 点 位 移 


分 量 , 其 总 码 均 编 为 零 。 
(2) 各 单元 的 定位 向 基 和 
单元 .@ 、@ 的 定位 向 量 可 由 图 9 一 13b 得 出 如 下 : 


h) aG) al) 


(3) 单元 集成 过 程 
在 下 表 中 给 出 按照 单元 .@ .@ 的 次 序 进行 集成 的 过 程 及 相应 的 阶段 结果 


和 最 终结 果 。 


= 按 单元 定位 
PPM 
A 元 | 单元 刚度 矩阵 大 向 量 换 码 集成 过 程 中 的 阶段 结果 
(CD (2) 
(D (2) J 
® | fai 2i Gsl RT 
[ ' a) (2)>2 (D1 47 2i | 
(2)\2i, 4i 
(2)>2|2;i, 4, 0 
30 0 oœ 


第 9 章 延 阵 位 移 法 


续 表 
按 单元 定位 
元 | 单元 刚度 r 3 结 
单 ”元 | 单元 刚度 矩阵 大 向 好 换 码 集成 过 程 中 的 阶段 结果 
I 
(D (2) 
| i ' 
(D o ies 1 5 3 
9 可 位 a) Da | 1í 4 2i 0 
人 loz 2i Antah) e) 
3| o Qis) (4i) 
ú 加 | 
EE o 
(1) (2) | t 
; (1)—3 l ' 2 á 
© (Dji 2i; AA ìi ° 
[z | S | 人 
2| 2, 4 +4i, 2i; =K 
(D3{ Q 2i 4i 4 (4i) 
1 
注意 ,在 上 表 中 , 当 对 单元 加 进行 集成 时 ,出 现 如 下 的 换 码 情况 :; 
(2) 一 一 0 
这 里 ,局 部 码 (2) 对 应 的 总 码 为 0。 这 表明 在 上 中 的 (2) 行 或 (2) 列 元 素 在 K 中 
应 定位 在 0 行 或 0 列 上 , 即 它们 在 K 中 没有 座位 ,在 集成 过 程 中 应 当 舍弃 ,不 予 


考虑 。 这 种 作法 的 力学 解释 是 :单元 @ 在 固定 端 处 的 结 点 位 移 分 量 本 来 是 零 ,其 
相应 的 单元 刚度 系数 对 整体 刚度 系数 本 来 就 没有 影响 , 故 在 集成 过 程 中 应 将 它 
们 握 除 在 外 。 


4. 整体 刚度 矩阵 的 性 质 

(1) 整体 刚度 系数 的 意义 

K 中 的 元 素 K; 称 为 整体 刚度 系数 。 它 表示 当 第 j 个 结 点 位 移 分量 A, = 1 
(其 他 结 点 位 移 分 量 为 零 ) 时 所 产生 的 第 i 个 结 点 力 已 。 

(2) K 是 对 称 矩 阵 。 

(3) 按 本 节 方 法 计算 连续 梁 时 ,K Ens Bg. 

关于 “可 着 性 "可 说 明 如 下 。 可 逆 与 可 ,是 由 反问 题 的 性 质 确定 的 。 这 里 的 
反问 题 是 由 结 点 力 来 推算 结 点 位 移 A。 以 图 9 8a 所 示 连 续 梁 为 例 ,反问 题 
的 力学 模型 如 图 9- 14 所 示 。 由 于 这 是 一 个 几何 不 变 体 系 ,因此 当 F 指定 为 任 
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意 值 时 , 均 可 求 得 4 的 唯一 解 , 故 知 K “是 存在 的 。 


图 9-14 


(4) K 是 稀 玻 和 矩阵 和 带 状 和 矩阵 
对 于 图 9- 15 所 示 n 跨 连 续 梁 , 不 难 导出 其 整体 刚度 方程 如 下 : 


F.A, F,,A, Fy; Fuhi F.A, 
4 A A A N 
图 9-15 

F, j 2i 0 0 A 

F, 2i Kiti) 2i, 0 0 & 

F, 0 2, Miti) 2i A 

0 
E Rini Kisti) 2i) | A, 
Fas 0 2i, 4in? Apri 


(9-37) 
由 此 可 看 出 ,整体 刚度 矩阵 K 有 许多 零 元 素 , 故 为 稀疏 矩阵 。 又 非 零 元 素 都 分 
布 在 以 主 对 角 线 为 中 线 的 倾斜 带 状 区 域内 , 故 K 为 带 状 矩阵 。 
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本 节 讨 论 用 单元 集成 法 求 平 面 刚 架 的 整体 刚度 矩阵 K 。 
与 前 节 的 连续 梁 相 比 ,基本 思路 相同 ,但 情况 要 复杂 一 些 。 
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基本 思路 相同 。 其 要 点 仍旧 是 :K 由 大 直接 集成 ;集成 包括 将 太 的 元 素 在 
K 中 定位 和 累加 两 个 环节 ;定位 是 依据 单元 定位 向 量 A 进行 的 。 

情况 的 复杂 性 表现 在 下 列 儿 个 方面 

在 一 般 情 况 下 要 考虑 刚 架 中 各 杆 的 轴 向 变形 ,而 忽略 杆 件 轴 向 变形 的 情况 
则 作为 特例 来 处 理 ; 

刚 所 中 鱼 个 结 点 的 位 移 分 量 要 增加 到 三 个 : 角 位 移 和 两 个 方向 的 线 位 移 

刚 时 中 各 杆 方向 不 尽 相 同 ,在 整体 分 析 中 需 采 用 整体 坐标 ; 

刚 架 中 除 刚 结 点 外 ,还 要 考虑 铵 结 点 等 其 他 情况 。 

1. 结 点 位 移 分 量 的 统一 编码 一 一 总 码 

每 个 结 点 位 移 的 编码 按 w 、v .0 顺序 ,逐个 结 点 给 以 统一 编码 。 例 如 , 例 
9 一 1 平面 刚 架 (图 9 16a), 结 点 A 有 三 个 位 移 分 量 : 沿 x 和 > 方向 的 线 位 移 ua 
和 wh , 角 位 移 9、。 它 们 的 总 码 编 为 (1 2 3)。 结 点 B 为 固定 端 ,三 个 位 移 分 
M uns un On 已 知 为 零 ,其 总 码 编 为 (0 0 0)。 结 点 C 为 铵 支承 ,其 线 位 移 u 
Mo 已 知 为 零 , 角 位 移 0 为 未 知 量 ,它们 的 总 码 编 为 (0 0 4)。 这 里 , 仍 采 
用 如 下 规定 :对 于 已 知 为 零 的 结 点 位 移 分 量 ,其 总 码 均 编 为 0。 


(b) ' 
me e 
o y: D ca WE 
): 
A 
O 
2 
~-e lB 
ao 
al 
图 9-16 


此 刚 架 共有 四 个 未 知 结 点 位 移 分 量 ,它们 组 成 整体 结构 的 结 点 位 移 向 量 A: 
A=(A, A, A, 4) 
=( w 0 0.)" 
相应 的 结 点 力 向 量 为 
F=(PF,. F F; F.)' 
2. 单元 定位 向 量 
此 刚 架 有 商 个 杆 件 单元 O Q). 图 中 各 杆 轴 上 的 箭头 表示 各 杆 局 部 坐标 系 
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在 图 9- 16b 中 已 标明 。 

在 下 表 中 对 每 个 单元 给 出 了 单元 结 点 位 移 分 量 局 部 码 与 总 码 之 间 的 对 应 关 
系 ,还 给 出 了 各 单元 的 定位 向 量  。 单 元 定位 向 量 2° 就 是 由 单元 结 点 位 移 总 


码 组 成 的 向 量 。 以 后 进行 单元 换 码 时 即 以 它 作为 依据 。 
单 x @ 4 x @ 
局 部 码 一 总 码 单元 定位 向 基 局 部 码 一 总 码 单元 定位 向 量 
(Di 1 (D1 1 
《2) 一 2 2 《2) 一 2 £ 
(3) 一 3 3 (3)>3 ' 3 
a= at= 
(4) 一 0 0 (4) 一 0 0 
(5)-0 0 | (5)>0 0 
(6) 一 4 4 (6) 一 0 0 
3. 单元 集成 过 程 
下 面 按 单元 OO ,@ 的 次 序 进行 集成 。 
首先 ,考虑 单元 : 
在 整体 坐标 系 中 单元 @ 的 刚度 算 阵 k" 在 例 9 - 1 中 已 给 出 : 
k? = 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
(1){ 300kN/m 0 0 -300 kN/m 0 0 
(2) 0 12 kN/m 30 kN 0 -12 kN/m 30 kN 
(3) 0 30kN 10kN:m 0 -30KN 50kNm io 
(4)| -300 kN/m 0 0 300 kN/m 0 0 
(5) 0 — 12 kN/m -30 kN 0 12 kN/m -30 kN 
(6) 0 30kN S50kN:m 0 -30 kN 100 kN- 
(9-38) 


WW ERHET A 及 其 换 码 关系 ,将 k 中 的 ( 门 行 (j) 列 元 素 
在 K 中 定位 于 IA, 列 , 即 得 K 的 阶段 结果 如 下 (注意 ,由 于 局 部 码 (4) 和 (5) 
对 应 的 总 码 都 是 零 ,因此 K" 的 第 (4) (5) 行 和 第 (4) (5) 列 各 元 素 在 K 中 都 没 
有 座位 ): 

K 的 阶段 结果 = 
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(1) (2) (3) (6) 
+ + + + 
1 2 3 4 
(1)——1/300 kN/m 0 0 0 1 
(2 一 -21 0 12 kN/m 30kN 30 kN 
(3) 一 =3| 0 30kKN 100 kNm 50kN:m 人 
(6)- 一 -4 0 30 kN SO kNm 100 kN:m 
(9-39) 
其 次 ,考虑 单元 四: 
kk” 由 例 9 一 1 得 出 如 下 : 
gz = 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
o| 12 kN/m 0 -30kKN -Il2kNm 0 -30 kN | 
(2) 0 300 kN/m 0 0 =300 kN/m 0 
(3)| - 30 kN 0 100 kN:m 30 kN 0 SNm| 0 
(4)|1 -12kNm 0 30 kN I2kNm 0 30 kN 
© 0 -300kN/m 0 0 300 kN/m 0 
(6) -30 kN 0 50 kN'm 30 kN 0 100 kN:m 
(9-40) 


按照 单元 定位 向 量 将 k 中 的 元 素 在 K 中 定位 并 与 前 阶段 结果 累加 、， 
即 得 K 的 最 后 结果 如 下 (k” 中 的 (4).(5) (6) 各 行 各 列 元 素 在 K 中 均 无 座 


f): 
K= 
(1) (2) (3) 
+ + 4 
1 2 3 4 
(1)=>1([300+(12)] kN/m 0+ (0) [0+(-30)IkN 0 
(2) 一 2 0+(0) [12+ (300)] kN/m [30+ (0)] kN 30 kN e 
(3)-=3| [0+(-30)]kN [30+(0)] kN [100+ (100)] kN:m 50 kN-m 
4 0 30 kN 50 kN-m 100 kNm 
(9-41) 
4. EA A BJ ab 9 


图 9-17 RHH p RR. MK h S Ea f X: 00 — 4 
Fik 
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首先 ,考虑 结 点 位 移 分 量 的 统一 编码 

按照 前 述 作法 ,在 固定 端 B 或 D 处 ,二 个 位 移 分 量 的 总 码 编 为 (0 0 0)。 
在 刚 结 点 A 处 ,编码 为 (1 2 3)。 

应 注意 , 匀 结 点 处 的 两 杆 杆 端 结 点 应 看 作 半 独立 的 两 个 结 点 (C, 和 C: ) : 它 
们 的 线 位 移 相同 (不 独立 ) ,而 角 位 移 不 同 (独立 )。 因 此 ,它们 的 线 位 移 应 采用 同 
码 , 而 角 位 移 则 采用 异 码 。 例 如 , 结 点 C, 的 总 码 可 编 为 (4 5 6), 而 C, 则 为 
(4 35. TY 

其 次 ,考虑 单元 定位 向 量 : 


o I 
y 


图 9-17 


在 图 9- 17 中 ,单元 0 .@ OW z WBiEJri H Kk al. 4E A 0 TE (s 
向 量 可 由 图 直接 写 出 如 下 : 
4°=(1 2 3 4 5 6) 
22=(1 2 3 0 0 Or (9-42) 
2°=(4 5700 o'l 
最 后 , 按 @ .@ 、@ 的 次 序 进行 单元 集成 。 
设 刚 架 中 各 杆 的 尺寸 相同 ( 即 例 9 一 1 中 各 杆 的 尺寸 )。 
首先 ,考虑 单元 O : 
k" 在 式 (9 一 38) 中 已 给 出 。 根 据 式 (9 一 42) 中 4” 进行 定位 , 即 K' 的 
第 一 阶段 结果 , 见 式 (9 - 43)。 
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(3 (2) (9 (4) (5) (6) 
+ + + + + + 
1 r 8 4 5 6 7 


x 10 


(9 -= 43) 
其 次 ,考虑 单元 四， 
k” 在 式 (9- 40) 中 已 给 出 。 将 其 中 的 元 素 按 “在 K 中 定位 并 与 前 阶段 结 
果 累 加 , 即 得 K 的 第 二 阶段 结果 , 见 式 (9- 44)。 


0+(-30) 0| 0 
(2)>2] 0+0) | 12+(300)| 30+(0) o| -2| |0 
G)-3| orca] w0 | 0ra] of -o| lo 
-300 0 0 wo o| ofo lw 
SO | -30 0| 12|-3010 
6 | 0 | 30 50 0| -30| 100|10 
| 0 | 0 0 0 I 0 0 0 
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最 后 ,考虑 单元 @: 
k" 与 &” 相同 。 由 4” 即 得 K 的 最 后 结果 , 见 式 (9 一 45)。 


(D (2) (3) 
+ v t 
1 2 3 4 z] 6 7 
| | | 
1| 312 0| -30| -300 | 0 0 0 
| 
z 0| 312| 30 0 = 42 30 0 
TH 
3j -30| 30| 200 0 -30 50 0 | 


(1) 一 4 |- 300 0 eaea 0+(0)| 0f0+(-3)| x 10% 


(a) 0 12| -30| 0+(0) | 12+(300)|-30| 0+(0) 
6 o| 30| 50 0 -30 |100 0 
(3)>7 0 of 0| 0+(-30)| 0+(0)| 0 gena] 

Sal 


(9-45) 
以 上 式 (9 一 43) (9-44) (9 一 45) 中 各 物理 量 是 有 单位 的 ,这 里 只 是 表示 单 
元 集成 的 过 程 , 故 式 中 未 标 单 位 。 
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1. 位 移 法 基本 方程 
前 两 节 讨论 了 结构 的 整体 刚度 矩阵 K ,建立 了 整体 刚度 方程 
F= KA (9-46) 

整体 刚度 方程 (9- 46) 是 根据 原 结构 的 位 移 法 基本 体系 建立 的 , 它 表 示 由 结 点 位 
É 4 推算 结 点 力 ( 即 在 基本 体系 的 附加 约束 中 引起 的 约束 力 ) F 的 关系 式 。 它 
只 反映 结构 的 刚度 性 质 ,而 不 涉及 到 原 结构 上 作用 的 实际 荷载 。 它 并 不 是 用 以 
分 析 原 结构 的 位 移 法 基本 方程 。 

为 了 建立 位 移 法 基本 方程 , 现 回 顾 一 下 8$7- 5 中 的 推导 方法 ,分 别 考虑 位 
移 法 基本 体系 的 两 种 状态 : 
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(1) 设 荷 载 单独 作用 ( 结 点 位 移 4 设 为 零 ) 一 一 此 时 在 基本 结构 中 引起 的 
结 点 约 东 力 , 记 为 Fp。 
(2) 设 结 点 位 移 A 单独 作用 (荷载 设 为 零 ) 一 一 此 时 在 基本 结构 中 引起 的 
结 点 约束 力 为 = KA 。 
位 移 法 基本 方程 应 为 
F+F,=0 
即 
KA+F,=0 (9-47) 
2. 等 效 结 点 荷载 的 概念 
原来 的 荷载 可 以 是 非 结 点 荷载 ,或 是 结 点 荷载 ,或 是 二 者 的 组 合 。 现 在 将 原 
来 的 荷载 换 成 与 之 等 效 的 结 点 荷载 。 等 效 的 原则 是 要 求 这 两 种 荷载 在 基本 结构 
中 产生 相同 的 结 点 约束 力 。 也 就 是 说 ,如 果 原 来 荷载 在 基本 结构 中 引起 的 结 点 
约束 力 记 为 B,, 则 等 效 结 点 荷载 PO 在 基本 结构 中 引起 的 结 点 约束 力也 应 为 
有 。 由 此 即 可 得 出 如 下 结论 : 


P=-F, (9-48) 
将 式 (9 一 48) 代 入 式 (9 一 47), 则 位 移 法 基本 方程 可 写 为 
KA=P (9-49) 


由 式 (9-46) 和 式 (9-49) 可 知 ,如 果 把 刚度 方程 (9- 46) 中 的 结 点 约束 力 F 
换 成 等 效 结 点 荷载 P, 即 得 到 位 移 法 基本 方程 (9 一 49)。 

3. 按 单元 集成 法 求 整体 结构 的 等 效 结 点 荷载 

(1) 单元 的 等 效 结 点 荷载 严 ( 局 部 坐标 系 ) 

先 考虑 局 部 坐标 系 。 在 单元 两 端 加 上 六 个 附加 约 东 ,使 两 端 固定 。 在 给 定 
荷载 作用 下 ,可 求 出 六 个 固 端 约束 力 , 它 们 组 成 固 端 约束 力 向 量 Fo: 


Pe(Fn En Mn Fa. En Mal (9-50) 

在 表 9- PAN TILER 0 REA RARA. EDAR F. 反 
号 , 即 得 到 单元 等 效 结 点 荷载 P (局 部 坐标 系 ): 

P' = - F, (9-51) 


(2) 单元 的 等 效 结 点 荷载 P (整体 坐标 系 ) 
现 考虑 整体 坐标 系 。 由 坐标 转换 公式 (9- 17) ,得 
P = T' P (9-52) 
(3) 整体 结构 的 等 效 结 点 荷载 P 
依次 将 每 个 P 中 的 元 素 按 单元 定位 向 量 (E P 中 进行 定位 并 朱 加 ,最 后 
即 得 到 p. 


D Pah iA b T LAE X Ja AHA EA PIA EI P Ro Fh- 
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表 9-1 单元 固 端 约束 力 F. (局 部 坐标 系 ) 
T 
荷载 简 图 符号 始 端 1 K 端 2 
q 
pmm s | ó 
2 x 
ë b wt èfa 
; | ét la) 
j M. | 8 a` (4 3a 
M, | 6 sprt) (4-34) 
š r Fn 0 0 
2F x 
a b u a a b 
2 Fe | PqTÍ(i 27) |- (124) 
: ， 
? M, F. S Fr 
: 
P A Fa 0 0 
# u £ 
6Mab 
y $ = a 
M, 34) MS (2-3 ç ) 
4 4 ; 0 0 
il A 3 x 
a ? 3 
H-2 š a a pi) qa a 
4 i P> 4 [2 354165) s 164) 
ae (2-34 1268) (1-0.8 
y M. 4 每 (2 sprz) (1-0.8 4) 
PSC 7 
mns: as A | F -aa (1-0.5) -0.54 
5 Fu o o 
3 
M. 0 o 
b 
-F. + A 
6 0 f 0 
0 0 
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续 表 
T u 
| 
荷载 简 图 | 符号 | 始 端 1 £ # 2 
4. | ] 
| 
一 | Fa | 0 0 
| f A | 
— | l 
a b a b 
7 L | Pe | altt) rlt) 
3 | 
y l 2 2 
|m] ilya q“ 
| | T 
— 


@ 9-3 RRA- 16a 所 示 刚 架 在 图 9 18 给 定 荷 载 作 用 下 的 等 效 结 点 
荷载 向 量 P。 


图 9-18 
解 (1) 求 局 部 坐标 系 中 的 固 端 约束 力 F, 
单元 @ :由 表 9-1 第 1 行 ,4d=4.8 kN/m, a 
SS F, 

(Fa = 一 12 kN, 
Mn = - 10 kN-m, 
单元 @: 由 表 9-1 第 2 行 ,已 =-8kN,e=0=2.5m, 得 
F,r 


因此 
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0 |° ) 
-12kN | | kN 
o |-l1OkN-m| ,| SkN:m 
FP= | -| Fe= 
0 0 
-IN | 4 kN 
10 kN-mJ L-5 kN:m 


(2) 求 各 单元 在 整体 坐标 系 中 的 等 效 结 点 荷载 P 
单元 .@ 的 倾角 分 别 为 a =0",a; =90"。 由 式 (9 51) 和 (9 一 52) 得 


[ 0 
| 2N 
PT= -Torgp = - FP = - PP = | Am 
0 
12 kN 
(ioe 
0 -10i:0 0 0f0 4 kN 
1 000 00| 4kN 0 
po Tp S Oj| SkNem| _ | -5 kNm 
0 000 -1 o| o 4 kN 
0 00il TT 0 
0 0 0:0 0i -5 kN-m 5 kN-m 


(3) 求 刚 架 的 等 效 结 点 荷载 P 
两 个 单元 的 结 点 局 部 码 和 总 码 如 图 9 - 16 所 示 。 总 码 在 图 9- 18 中 用 虚线 
重新 示 出 。 单 元 定位 向 量 已 知 为 


| 
| 
| ; 
| 


ooun- 


将 P' 中 的 元 素 , 按 A 在 P 中 进行 定位 并 累加 即 可 得 出 P。 
首先 ,考虑 单元 中 : 
P 的 阶段 结果 为 [(4) (5) 行 元 素 在 P 中 无 座位 ] 
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Wil o 
(2) 一 2| 12kN 
(3) 一 3| 10 kN-m 
(6) 一 41- 10 kN:m 


其 次 ,考虑 单元 加 : 
(1)—1([ 0+(4)] kN 1 ( 4kN 
p- (D2 [12+ (0)] kN _ | kN 
(3) 一 3|1[10+(-5)] kN-m 5 kN'm 


4 l-10 kN:m L-10 kN:m 


$9-7 计算 步骤 和 算 例 


用 逢 阵 位 移 法 计算 平面 刚 架 的 步骤 如 下 : 

(1) 整理 原始 数据 ,对 单元 和 刚 架 进行 局 部 编码 和 总 体 编码 。 

(2) 形成 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 上 ,用 式 (9-6)。 

(3) 形成 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k , 用 式 (9-21)。 

(4) 用 单元 集成 法 形成 整体 刚度 矩阵 K ,参见 式 (9 一 35)。 

(5) 求 局 部 坐标 系 的 单元 等 效 结 点 荷载 P' ,转换 成 整体 坐标 系 的 单元 等 效 
结 点 荷载 2 ,用 式 (9- 51) 和 式 (9- S2); 用 单元 集成 法 形成 整体 结构 的 等 效 结 
点 荷载 P 

(6) 解 方程 KA = 卫 , 求 出 结 点 位 移 A. 

(7) 求 各 杆 的 杆 端 内 力 F ,用 下 面 的 式 (9 -53)。 

各 村 的 杆 端 内 力 是 由 两 部 分 组 成 : 

一 部 分 是 在 结 点 位 移 被 约束 住 的 条 件 下 的 杆 端 内 力 , 即 各 杆 的 固 端 约束 力 
Fio 

男 一 部 分 是 刚 架 在 等 效 结 点 荷载 P 作用 下 的 杆 端 内 力 ,可 由 式 (9 一 5) 
求 出 

将 两 部 分 内 力 秋 加, 即 得 


F =kA +F, (9-53) 
例 9-4 试 求 图 9- 19a 所 示 刚 架 的 内 力 。 设 各 杆 为 矩形 截面 ,横梁 bth 
=0.5 mX1.26 m, 立 柱 0h=0.5mxlme 
解 (1) 原始 数据 及 编码 
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原始 数据 计算 如 下 (为 了 计算 上 的 方便 , 设 E=19)。 


m 9-19 
: t 
H: A,=0.5 m°, 1, = am 
I, =6 m, 名 =6.94x10 
> 2 
EA 83.3x10 °, ŽEL =13.9x10 ° 
7: T; 
4E. 3 
HEL 27.8x10 y SEL = 6.94x 10 š 
f ' 
REI, ， 
ñ 
8: A, =0.63 m, zm, /l=l2m 
EA -52.5x10 ú S =6.94x 10 ` 
13.9x10 `, ` 
3.47x10 °, ES =0.sax ifl 


单元 编码 示 于 图 9 - 19b, 局 部 坐标 用 箭头 的 方向 表示 。 整 体 坐 标 和 结 点 位 
移 分 量 的 统一 编码 亦 示 于 图 9 - 19b。 

结 点 C 和 DD 为 固定 端 ,三 个 位 移 分 量 都 为 零 , 用 0 编码 。 结 点 A 的 编码 为 
(1 2 3), 结 点 B 的 编码 为 (4 5 6)。 

(2) 形成 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 

ATOMO: 


O AABE E= 1. C. KGA RRENA PRED 0 y. 
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í 83.3 0 0 i-83.3 
0 2.31 6.94: 0 
irei 0 6.94 218. 人， 
-83.3 0 0 83.3 
0 -2.31 -6.94; 0 
0 6.94 13.9 0 
ATO 
[ 52.5 0 0 -52.5 0 
0 0.58 3.47 0 -0.58 
= x 0 3.47 27.8 g -3.47 
k =10 °x 
-52.5 0 0 52.5 0 
0 -0.58 -3.47: 0 0.58 
l o 3.47 13.9 0 -3.47 
(3) 计算 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 
单元 中 和 四 的 坐标 转换 矩阵 为 Ca=90”) 
Í 0 1 0 
[t o oi 0 
了 
| 
| 0 1 0 
| 0 -1 0 0 
+ 00 1 
| 23 0 -69 -231 
| 83. 0 :0 
it rawx] 0 28 ` 69 
=T'k' T=10 `x s m” 
2.3 0 6.9 23 
-83 0 :0 
\-6% 0 13.9: 69 


单元 @:a=0°,T=1 
k? = kŠ 
(4) 用 单元 集成 法 形成 整体 刚度 矩阵 K 


0 0 
-2.31 6.94 
-6.94 13.9 
o 0 
2.31 -6.94 
-6.94 27.8 
0 1 
3.47 
13.9 
0 
-3.47 
27.8 
0 -69 
-8.3 0 
.0.89 
0 6.94 
8.3 0 
Vy ta 


由 图 9- 19b 中 单元 局 部 编码 与 结 点 位 移 统一 编码 的 关系 ,各 杆 的 单元 定位 


向 量 可 写 出 如 下 : 
4"=(1 2 3 0 0 0) 
4°=(1 2 3 4 5 6)" 
4°=(4 5 6 0 0 0) 
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按照 单元 定位 向 量 4 ,依次 将 各 单元 k° 中 的 元 素 在 K 中 定位 并 累加 ,最 后 


得 到 K 如 下 : 
2 3 4 5 6 
1 54.81 0 -6.94:- 52.5 0 0 
2| 0 83.88 3.47 0 -0.58 3.47 
3| -6.94 3.47 55.6: 0 -3.47 13.9 
k= bodani is: x10 
4| -52.5 0 0 ` 548 0 一 6.94 
s| 0 -0.58 -3.47 0 83.88 -3.47 
6l 0 3.47 13.9 -6.94 -3.47 55.6 
(5) 求 等 效 结 点 荷载 P 
首先 , 求 单元 固 端 约束 力 Fp: 
只 有 单元 0 有 FP, 
0 
3 
Fo- 3 
F, = 0 
3 
-3 
其 次 , 求 单元 在 整体 坐标 系 中 的 等 效 结 点 荷载 P : 
单元 四 的 倾角 a = F B30(9 — 51) 81(9 - 52) 
0 -1 0 0 3 
1 00 0 3 0 
S te 0 0 3 | ae 
PORREN 0 -1 0 0| | 3 
0 ! 0 0 3 0 
o o 3 > 


按 单元 定位 向 量 2 = (1 2 3 0 0 0)", 将 P” 中 的 元 素 在 P 中 定位 ， 
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(6) 解 基本 方程 
[ 38 0 -6%: -25 
0 BB 34 0 
-6% 34 56 0 
10 ° 
-25 0 0 54.81 
0 -0% -341; 0 
0 34 13.9 -6% 
求 得 
fua | 
Ee 
[ol | 
| 8a | 1 
|= | = 
su 
lw | Í 
可 
Ue 


(7) 求 各 杆 杆 端 力 F° 


单元 @ : 先 求 F” RER F” 


F"=k" "A+ 
231 0 
0 83.3 
Ej sa -6% 0 
-23 0 
0 -83.3 
-6% 0 
p=3 -1 
HoE 
3 | s= 8; 
-3 | | 4: 
0 
-3 | =8. 


-3.47 


o o oiv 
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— 0; 43. 

1.24 

me | -2.09 | 
0.43| 

4.76 | 

一 8.49 


- 4.38 
(8) 根据 杆 端 力 绘制 内 力图 ,如 图 9-20a.b.c 所 示 。 
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图 (单位 kÑ) — 单位 RN 


Fy=-1.24 


图 9-20 
: $9-8 忽略 轴 向 变形 时 矩形 刚 架 的 整体 分 析 


工程 中 常 遇 到 申 横梁 竖 柱 组 成 的 矩形 刚 架 ,通常 轴 向 变形 的 影响 很 小 ,可 以 
忽略 不 计 。 本 节 指 出 这 种 刚 架 整体 
分 析 的 一 些 处 理 手法 。 

以 图 9- 21 所 示 矩 形 刚 架 为 例 
进行 说 明 。 

首先 ,考虑 结 点 位 移 分 量 的 统 
一 编码 : 

EREN B 和 处 ,三 个 位 移 
分 量 都 为 零 ,总 码 编 为 (0 0 0)。 
因为 忽略 轴 向 变形 的 影响 ,在 刚 结 
A A hb, fE t C, f C, 处 , 坚 
向 位 移 分 量 都 为 零 , 故 其 编码 也 应 y 
为 零 码 。 此 外 ,因为 忽略 轴 向 变形 
影响 , 结 点 A.C, fi C, 的 水 平 位 
分 量 都 相等 ,因此 它们 的 线 位 移 应 采用 同 码 。 所 以 , 结 点 A 的 总 码 编 为 (1 0 
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2) , 结 点 C, 的 总 码 编 为 (1 0 3), 结 点 C; 的 总 码 编 为 (1 0 4)。 
其 次 ,考虑 单元 定位 向 旦 : 
在 图 9-21 中 ,单元 .@ .@ 的 工 轴 正方 向 用 箭头 标明 。 各 杆 的 单元 定位 
向 量 可 由 图 直接 写 出 如 下 : 
A°=(1 0 2 1 0 3)") 
42°=(1 0200 0} (a) 
4%=(1 0 4 0 0 0 
最 后 , 按 单元 O O .@ 的 次 序 进行 单元 集成 。 
设 刚 架 中 各 杆 尺寸 相同 , 均 采 用 例 9- 1 中 各 杆 的 尺寸 。 
首先 ,考虑 单元 : 
k? 在 式 (9 一 38) 中 已 给 出 。 根 据 式 (a) 中 的 2" 进行 定位 , 即 得 K 的 第 一 阶 
段 结果 如 下 : 
(1) (4) (3) (6) 
+ + + 


1 2 3 4 
300 — 300 0 0 


-300+300 +0 +0 


(1) (4) 一 1 


(3) 一 2 x 10° 
(6) 一 3 


4 


其 次 ,考虑 单元 @: 


k” 在 式 (9 一 40) 中 已 给 出 。 将 其 中 的 元 素 按 4” 在 K 中 定位 并 与 前 阶段 结 
果 累 加 , 即 得 K 的 第 二 阶段 结果 如 下 : 


a) (3) 
+ ` 
1 2 3 4 
(D>1 | 0+(12) : (-30) 0 0 
(3)>2 | (-30) 100+(100) 50 0 
ay .. x 10: 
3 0 $ 5 _ 10 0 
4 0 0 0 0 
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最 后 ,考虑 单元 @: 
k” 与 上 相同。 由 2 即 得 K 的 最 后 结果 如 下 : 
(D (3) 
+ + 
1 2 3 4 
(Dl |12+(12): -30 0 (-30) 
2 - 30 200 50 0 
x10'=K 
3 0 50 100 0 
(3) 一 4 (-30) ; 0: 0 (100) 


例 9-5 试 求 图 9- 19a ARRIR AIA J). RREA 9-4, 288 fih é 


变形 的 影响 


编码 


解 (1) 原始 数据 及 编码 
原始 数据 同 例 9 一 4 
单元 编码 及 结 点 位 移 分 量 的 统一 编码 示 于 图 9- 22。 


图 9-22 


除 结 点 C 和 DD 为 固定 端 ,用 0 编码 外 . 结 点 A 和 B 的 竖 向 位 移 均 为 零 ,用 0 
结 点 A MB 的 水 平 位 移 相 同 ,编码 同 为 1 

(2) 形成 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 逢 阵 大 

(3) 计算 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 K 

以 上 两 步 结 果 同 例 9 一 4。 
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(4) 用 单元 集成 法 形成 整体 刚度 矩阵 K 
由 图 9- 22 中 单元 局 部 编码 与 结 点 位 移 统一 编码 的 对 应 关系 ,各 杆 的 单元 
定位 向 量 可 写 出 如 下 : 
4”=(1 0 2 0 0 0 
(Ev 
22=(1 0 3 0 0 0) 
按照 单元 定位 向 量 A ,依次 将 各 单元 ° 中 的 元 素 在 K 中 定位 并 累加 ,最 后 
得 到 天 WF: 


4.62 -6.94 -6.94 
-6.94 55.6 13.9 
-6.94 13.9 55.6 


K=10 °x 


(5) 求 等 效 结 点 荷载 P 
单元 在 整体 坐标 系 中 的 等 效 结 点 荷载 P”, 同 例 9 一 4。 
按 单元 定位 向 量 4”=(1 0 2 0 0 0)", 将 己 中 的 元 素 在 已 中 定位 ， 


3) 
P=|-3 
o) 
(6) 解 基本 方程 
4.62 -6.94 -6.94] [un 
10 3x|-6.94 55.6 13.9 BI -3 
-6.94 13.9 55.6 J10, 0 
求 得 
ua 0.838 | 
0, | =10' x 0.026 1| 
0, 10.097 9) 
(D 求 各 杆 杆 端 力 F 
单元 0 : 
2.31 0 -6.94; -2.31 0 -6.94) { 0.838) 
0 83 O 0 -83 0 0 
4_|-6.%4 0 27.8 © 6.94 0 13.9 | | 0.026 1 
F =a o 6.94 23 0 6.94] | 0 
0 -83 0 :0 83.3 0 0 


一 6.94 0 13.9 6.94 0 27.8) 0 
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í -3 [-1.25 1 
0 0 | 
3 | 1-2.09 | 
-3 | 2455 | 
0 0 | 
-3 -8.41 ) 
| 
| 
Perr =) 
| 
| 
l 
单元 @: 
52.5 0 0 
0 0.58 3.47 
0 3.47 27.8 
2. 0 0 
0 0.58 3.47 
0 3.47 13.9 
0.838 0 
0 0.43 
0.0261 | | 2.09 
oss | | O 
0 -0.43 
0.097 9 3.09 
单元 @: 
2.31 0 -6.94 
0 83.3 0 
pu | -26.94 0 278 
=2:31 0 6.94 
0 -83.3 0 
-6.94 0 13.9 


0 
kias 
-2.09 
0 
4.75 
-8.41 
-52.5 0 0 
0 -0.58 3.47 
0 -3.47 13:9 
32.5 0 0 
0 0.58 - 3.47 
0 < 3,47 27.8 
=2.31 0 -6.94 
0 = 83.3. 0 
6.94 0 139 
2.31 0 6.94 
0 83 0 
6.94 0 27.8 
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0838 ) í 125 ) 
0 | ° | 
0.0979 | |-3.09 | 
0 -| 二 二 | 
9 SI 
0 l-4.47 J 
[ 9 ] 
|-1.25 | 
= . |-3.09 | 
F° = TF = 
|o | 
| 1.25 
|- 4.47 


(8) WB FF RS EMY J 22 b) M 图 和 F. 图 

M 图 和 Fu 图 如 图 9-23a.b 所 未 。 与 图 9- 20 相 比 ,可 见 轴 向 变形 的 影响 
不 大 。 
由 于 假设 杆 件 的 轴 向 变形 为 零 ,因此 根据 刚度 方程 求 出 的 杆 端 轴 力 为 零 。 
图 9-23c 中 的 Fx 图 是 根据 平衡 条 件 由 Fu 图 得 出 的 。 


74.15 1.26” 
Fo 图 (单位 kN) 


20.43 0.43 
FF\ 图 (单位 KN) 


图 9-23 
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8$9-9 术 架 及 组 合 结构 的 整体 分 析 


1. HR 
术 架 单元 的 刚度 方程 (局 部 坐标 系 , 图 9-24) 已 在 式 (9- 2) 中 给 出 ,其 矩阵 
形式 为 
|=| (a) 
lp | |_EA E4A|| 
(Fn) ET T) 
1 e z A 
Fa f QP F, F 
—i — 
图 9-24 


上 式 也 是 一 般 单 元 刚度 方程 式 (9 - 4) 的 一 个 特殊 情况 , 即 由 式 (9- 4) 中 删 去 第 
(2)(3) (5) (6) 行 和 列 后 自动 得 出 。 

对 于 斜 杆 单元 ,其 轴 力 和 轴 向 位 移 在 整体 坐标 系 中 将 有 沿 x 轴 和 y 轴 的 两 
个 分 景 。 因 此 ,整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 向 量 和 杆 端 位 移 向 量 为 (图 9 一 25) 
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可 以 从 图 9- 25 导出 局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 中 杆 端 力 向 量 和 杆 端 位 移 向 
量 间 的 转换 关系 ,我 们 不 再 进行 这 样 的 推导 。89- 3 中 对 一 般 单元 导出 的 转换 
关系 具有 一 般 性 。 术 架 单元 是 一 般 单元 的 一 个 特殊 情况 ,只 需 按照 术 架 单元 的 
特点 ,把 8$9-3 中 的 坐标 转换 矩阵 了 修改 一 下 , 则 89- 3 中 的 其 他 转换 公式 均 
可 应 用 。 

为 了 便于 利用 以 前 的 坐标 转换 关系 , 先 将 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 方程 (a) 
扩大 为 四 阶 的 形式 : 


Fali Í torei "| Ñ yy 

F 00 00 s, 

- -日 :| | Gesi 
Fa Eo 1 0| ua 

Pp tooi 00 s, 


RE, A MEF 中 引入 了 5 .5 MF Fotek 中 添上 了 相应 的 零 元 素 。 式 
(9 一 54) 与 式 (a) 是 等 价 的 。 

式 (9 -12) 是 一 般 单元 村 端 力 的 转换 式 。 对 于 析 架 单元 ,由 十 M. = M, = 
0,M,= M:=0, 所 以 , 删 去 坐标 转换 矩阵 T[ 式 (9- 14)] 中 相应 的 行 和 列 , 便 得 
到 栓 架 单元 的 坐标 转换 矩阵 工 如 下 : 


cosa sina 


i 0 
—sna cosa 
T= - (9-55) 
cosa sna 


0 


1 “sina cosa 


单元 集成 法 求 整体 刚度 矩阵 的 步 又 仍 为 式 (9 - 35), ARRENE, RA 
元 的 结 点 转角 不 是 基本 未 知 量 。 

例 9-6 试 求 图 9 - 26a 所 示 杭 架 的 内 力 踢 。 各 杆 EA 相同 。 

解 (1) 单元 和 结 点 位 移 分 量 的 统一 编码 如 图 9- 26b 所 示 。 

结 点 A 和 月 为 铵 支承 ,两 个 位 移 分 量 都 为 零 , 用 0 编码 。 结 点 C 的 编码 为 
(1 2) , 结 点 D 的 编码 为 (3 4)。 

单元 的 局 部 坐标 用 箭头 方向 表示 , 示 于 图 9- 26b 中 。 整 体 坐标 示 于 图 9- 
26a 中 。 

(2) 形成 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 


© Af EA PHI OUO is YERERE ACHO Y. 
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(单位 kN) 


图 9-26 


按 四 阶 方 阵 的 形式 [ 式 (9 - 54)] 形 成 各 单元 在 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 


k 
[ 1 0:-1 0) 
| 
p gepe agt EAn) 0 0 0 
1 [7-1 0 1 0 
0 0 0 0 
0; -1 0) 
0 0 o| 
有 = 
0: 1 0 
0 0 o) 
(3) 形成 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 
单元 和 单元 加 :a = 了 于. 由 式 (9-55) 
f 0 1 ) 
| 0 
=t 0 
T=| 
| 0 1 
0 | 
l -1 0 
得 
0 0:0 0 
| 
"e 3 o 1:0 Ww 
T hA We i r=EAx| 
( jo 00 0 
b -10 1 
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pe x 
2 
0 
得 
I EA. 1 
l e u aay p= D 
l 2⁄2 


x 


z siii 
-1 


(4) 用 单元 集成 法 形成 整体 刚度 矩阵 K 


由 图 9- 26b, 各 杆 的 单元 定位 向 量 可 写 出 如 下 : 


4°=(1 
4°=(1 
9 =(3 
a° =(0 
4°=(1 
4°=(3 


按照 单元 定位 向 量 ,将 各 单元 k° 中 的 元 素 在 K 中 定位 ,并 与 前 阶段 结果 累 


* 


5 e + 5 


cocooocouo 


0" 
4)" 
0)" 
0)7 
0)7 
0" 


e c'o o 


Hi 


=T 
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加 ,最 后 得 到 K 如 下 : 


1 2 š: 4 
1f 1.35 0.35; -1 0 
_2| 035 1.35) 0 0 JEA 
5 < 035] 0 
al 0 0 -0.35 1.35 


(5) 结 点 荷载 P f 
由 图 9-26a fl b, P 可 直接 写 出 如 下 : 


10 
_|-10 
PRE 
0 
(6) 解 基本 方程 ` ° 
1.35 0.35; -1 0 u, 10 
EA| 0.35 1351 0 0 ve | | -nm 
Ali E e as 0 351) so N 0 
0 0 -035 L35)\ v 0 
ue 26.94 
vwe | _ |=14.42| 1 
up | | 21.36|EA 
DA 5.58 
(7) 求 各 杆 杆 端 力 FF 
ATO: 
0 1 
-1 0 .Wy 
FO = TE? = TK? A? =| a D 
0 
-I0 
(0 0:0 01f 26.94 
0 110 Z We 
oio oj) 0 
-10 jl o 
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(- 14.4 
= 19 
14.4 
0 
=p: g 26.94 
0 0 L24442] _ 
1 0 21.36 
0 0 5.58 
0 1: ù 0 
50 o o 一 i 0 
FO = TF? = TK? A? = | T1..0 ii 
0 : 0 1llo 
A € 
21.36 5.58 
5.58 A Ea 
0 -5.38 
0 0 


Fo2=Fe=koho=0 


x 
1 hy =a 26.94 6.26 
RE SVA SE Ayh k sallei] RL 
242. |-1 1 0 
vL 1 0 0 


Sk i ia. ia 


-$58 


0 


420 第 9 章 ， 算 阵 位 移 法 


0 
Fie apas. x_ lx 
多 1 1| 2⁄2 
0 z: 
-1 -1) 
1 -1:-1 11[21.36] [-7.89 
-1 1} 1 -1||5.58 0 
-1 1 1 -lo | | 789 
1 -1:-1 ablo 0 
各 杆 内 力 值 标 在 图 9- 26c 中 枯 架 各 杆 旁 边 。 


2. 组 合 结构 

计算 组 合 结构 时 , 先 区 分 梁 式 杆 和 栓 杆 。 对 梁 式 杆 ,采用 一 般 单 元 的 单元 刚 
度 方程 及 相应 的 计算 公式 。 对 柏 杆 ,采用 枯 架 单元 的 单元 刚度 方程 及 相应 的 计 
算 公式 。 

例 9-7 试 求 图 9- 27 所 示 组 合 结构 的 内 力 @。 设 横梁 截面 抗 拉 和 抗 弯 刚 
度 分 别 为 EA M El, H EA =2Eilm。 又 吊 杆 截 面 抗 拉 刚 度 E.A, = 


3 他 qio knatts 
0 20m 20m 
y 


M t-n 


解 (1) 单元 和 结 点 位 移 分 量 的 统一 编码 如 图 9- 27 中 所 示 。 

横梁 固定 端的 三 个 位 移 分 量 都 为 零 ,用 0 编码 。 拉 杆 @ 和 人 @ 在 支 座 处 的 两 
个 线 位 移 分 量 均 为 零 ,也 用 0 编码 。 单 元 DO 和 四 间 刚 结 点 A ,编码 为 (1 2 
3)。 单 元 @@ 和 @ 间 刚 结 点 B ,编码 为 (4 5 6)。 单 元 @ .@ 和 横梁 的 铵 结 点 处 ， 
线 位 移 与 刚 结 点 A.B 处 相同 ,因此 应 采用 同 码 ,分 别 为 (1 2) 和 (4 5)。 


O $H EAE A, 与 El 之 间 用 倍数 关系 , 设 用 真 值 , 故 运算 中 不 再 注 明 单位 。 
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所 取 的 整体 坐标 系 也 示 于 图 9-27 中。 
(2) 形成 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 


单元 O O 、@ 为 梁 式 杆 , 按 一 般 单 元 的 式 (9 一 6) 形 成 单元 刚度 矩阵 k“。 


2 0 0 :-2 
0 00 03 0 
0 0.3 4 | 
W j2 0 0 
0 -0.03 -0.3 
0 03 2 Í 


e e nio 


0.03 - 
sis 


0 
0.3 
z 
== 
0.3 
4 


单元 @ ORHI, ARATO (9 - 54) 形 成 单元 刚度 矩阵 K o 


0.04 0; -0.04 

K. 0 oi o 

K? =R? =E,A, X| -- hk Ya E 
-0.04 0: 0.04 
o oi O 


(3) 形成 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k 
单元 0D ,DOD ,@:c=0” ,所 以 
KO=k =k =R = = 
单元 @:cos a =0.8,sin a=0.6。 由 式 (9-55) 
0.8 0.6: 
-0:6 081. 
: 0.8 0.6 
i -0.6 0.8 
a) (2) (3) 
(Df 0.0256 0.0192; -0.025 6 


T's 


3 (2)| 0.0192 0.0144: -0.0192 
KIRT s P: 

(3)| -0.0256 -0.0192: 0.0256 
(4)L-0.0192 —0.0144: 0.0192 
单元 @:cos a =0.8,sin a= -0.6。 由 式 (9- 55) 


0 
0 
o 
0 


(4) 
-0.019 2 


0.019 2 
0.014 4 


E.A, 
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[08 =0.6; 
‘a |06 08: 
r= A R 
10.8 -0.6 
0 : 
06 0.8 
a) (2) (3) (4) 


(Df 0.0256 -0.0192; -0.0256 0.0192 
KO = PTKP P = P| -0092 0.0144. 0.0192 -0044 
(3)| -0.0256 0.0192: 0.0256 -0.0192 
(4)| 0.0192 -0.0144 -0.0192 0044 
(4) 用 单元 集成 法 形成 整体 刚度 矩阵 K 
图 9-27 中 ,各 单元 的 轴 正 方向 用 箭头 标明 。 各 杆 的 单元 定位 向 量 可 由 
图 直接 写 出 如 下 : 


EA 


£ Z 3" 
4 5 6)' 
0 0 o 
2)' 
2° =(4 5 0)7 
按照 单元 定位 向 量 A ,将 各 单元 k' 中 的 元 素 在 K 中 定位 并 与 前 阶段 结果 


累加 ,最 后 得 到 K 如 下 (集成 时 用 EA, = 到 的 关系 ); 


> = 
用 

ouno 

e= =e. 


1 2 3 4 5 6 
1f 4.0256 0.0192 0 : -2 0 0 
2| 0092 0044 0 $ o -0.03 0.3 
3| 0 0 8 :0 -0.3 2 
4| -2 0 0 ` 40256 -0.0192 0 
s| 0 -0.03 — —03 -0.0192 0044 0 
6l 0 0.3 2i 0 0 8 

(5) 求 等 效 结 点 荷载 P 

首先 , 求 单 HRH F, 


只 有 单元 四 有 F。”。 因 为 无 需 转换 坐标 ,所 以 
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0 (DI 0 
-2 (2)| 100 
- x400 (3)| 333 
Pappa | 2. |= | = 
5 0 w| o 
-20 | (| lo 
10 u. 
12400] (6)|-333 


按 单元 定位 向 量 M2=(1 2 3 4 5 6)"; 将 P? 中 的 元 素 在 P 中 定位 ， 


得 
ry 0 
2| 100 
PE3| :333. 
4 0 
s| 100 
6l -333 
(6) 解 基本 方程 
4056 0092 0 ; -2 0 D fw) í 0 
0092 0044 0 :0 -0.6 03| | a 10 
E, 0 8 0 03 2.||4|-| .到 
D 0 0 4.0256 -0092 0 ||“ 0 
0 -008 -03 -0.0192 0044 0 ||w 10 
0 0.3 2 0 8 )l6) l-3 
得 
ua -12.67 
va 3 976 
8a | -20 x |..254.3 
us| El 12.67 
a 3 976 
bs -254.3 


(7) 求 各 杆 杆 端 力 F 
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2 0 0 :-2 0 0 
0 003 03} 0 
EI 0 0.3. 4 0 
Bx 
0 -0.03 -0.3: 0 003 -0.3 
0 03 2 0 -03 4 
0 25.34 
0 一 42.99 
0 _ | -684.2 
- 12.67 一 25.34 
3 976 42.99 
254.3 -175.6 
2. 0 0 ;-2 0 0 -12.67 
0 0.03 03 0 -0.03 0.3|| 3976 
| 0 a 2. 254.3 
-2 0 0 2 0 0 12.67 
0 -0.03 -0.3: 0 0.03 -0.3|| 3976 
0 0232. 2 0 -0.3 4 一 254.3 
0 -50.68 
= 100 = 100 
7333) -| 175.6 
o| | 5.68 
-100| |-100 
333) [-175.6 
0.04 0; -0.04 0 
Fe = ke re A? = El 0 A O 0 
20 |-0.04 0: 0.04 0 
o oio 0 
0.8 0.6 
0 
-0.6 0.8 
a 0.8 0.6 
0 


8$9-9 析 架 及 组 合 结构 的 整体 分 析 425 


-95.02 


0 

0 

| x 
= 2:67 


(8) 作 内 力图 
内 力图 如 图 9- 28 所 示 。 与 图 7- 26 相 比 ,可 见 横梁 轴 向 变形 的 影响 不 大 。 


675.6 
M 图 (单位 kN-m) 


25.3 
Fy 图 (单位 kN) 


图 9-28 
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$9-10 小 结 


矩阵 位 移 法 是 新 的 计算 工具 (电子 计算 机 ) 与 传统 力学 原理 (位 移 法 ) 相 结合 
的 产物 。 和 矩阵 位 移 法 要 与 传统 位 移 法 对 照 起 来 学 习 , 注 意 它们 之 间 * 原 理 上 同 
源 、 作 法 上 有 别 "的 关系 。 

位 移 法 最 便于 实现 计算 过 程 的 程序 化 。 和 矩阵 位 移 法 (有 限 元 位 移 法 ) 是 结构 
和 矩阵 分 析 ( 有 限 元 法 ) 中 占 主导 地 位 的 方法 。 由 式 (9 - 49) 可 知 位 移 法 基本 方程 
的 矩阵 形式 为 

KA= P (a) 

这 是 一 个 非常 普遍 AEK D BE, EHF IAR HTAR $P I RI 
空间 结构 ,又 可 用 于 分 析 板 . 壳 和 弹性 力学 问题 ,具有 普遍 性 。 这 样 丰富 的 内 容 
凝聚 在 三 个 符号 .一 个 方程 之 中 ,形式 简洁 而 具有 高 度 的 概括 。 

矩阵 位 移 法 基本 方程 的 建立 ,归结 为 两 个 问题 :二 是 根据 结构 的 几何 和 弹性 
性 质 建立 整体 刚度 矩阵 K ,二 是 根据 结构 的 受 载 情况 形成 整体 荷载 向 量 已。 

推导 整体 刚度 矩阵 K 时 ,采用 单元 集成 法 ,其 推导 过 程 为 


( 工 ) 坐 标 转换 (J) 按 2 集成 
a 


: 
aog S < oam 
gr 

第 工 步 ,进行 坐标 转换 ,由 局 部 坐标 系 的 单元 刚度 矩阵 k 导出 整体 坐标 系 
的 单元 刚度 矩阵 ,为 第 且 步 作 好 准备 。 

第 由 步 , 根 据 单元 定位 向 量 ,依次 由 各 单元 的 刚度 矩阵 K 进行 集成 ,得 
出 整体 刚度 矩阵 K。" 集 成 "实际 上 包括 将 k 的 元 素 在 KK 中 "定位 ", 以 及 将 定 
在 同一 座位 上 的 诸 元 素 进行 “累加 ”两 个 环节 。 

为 了 便于 理解 ,不 妨 对 “定位 "和 “累加 ”分 别 说 明 其 含义 。 为 此 ,在 与 KK 
之 间 再 引入 单元 贡献 矩阵 K ,如 式 (b) 中 的 虚线 所 示 。 按 2° 重新 “定位 ”的 结果 
就 是 由 K 得 出 kK ;“ 累 加 "的 结果 就 是 由 K 得 出 K。 但 是 在 实际 编制 计算 程序 
时 ,宁愿 采取 * 边 定位 边 累加 "的 方案 ,如 式 (b) 中 的 实 线 所 示 。 

在 进行 整体 分 析 时 ,有 "* 先 处 理 " 和 * 后 处 理 " 两 种 作法 。 本 章 采 用 的 是 先 处 
理 法 , 即 在 形成 整体 刚度 矩阵 时 事先 已 根据 结构 的 支承 条 件 进行 了 处 理 。 后 处 
理 法 的 特点 是 , 先 不 考虑 支承 条 件 , 按 单 元 集成 法 得 出 原始 的 整体 刚度 矩阵 , 然 
后 再 引入 支承 条 件 ,进行 处 理 ,得 出 整体 刚度 矩阵 。 关 于 后 处 理 法 可 参阅 有 关 书 
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籍 。 


为 了 加 深 对 和 矩阵 位 移 法 的 理解 ,应 当 同 时 对 计算 程序 有 所 了 解 并 上 机 进行 
实践 。 本 书 在 附录 A《 结 构 力学 求解 器 》 光 盘 中 给 出 了 平面 刚 架 源 程 序 (FOR- 
TRAN 77 和 Fortran 90) ,可 供 学 习 和 上 机 实习 时 参考 。 
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$9-1 思 考题 

9-1 从 矩阵 位 移 法 的 计算 步骤 来 看 矩阵 位 移 法 与 传统 的 位 移 法 的 异同 。 

$9-2.9-3 思 考题 

9-2 解释 本 章 中 “一 般 单元 "的 单元 刚度 系数 的 意义 。 

9-3 一般 单 元 在 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 k' 和 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 
k ,是否 都 是 奇异 矩阵 ? 

9-4 一 般 单元 在 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 K 和 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 
是 否 都 是 对 称 矩阵 ? 

9-5 为 什么 有 的 特殊 单元 其 单元 刚度 矩阵 是 可 逆 的 ? 请 举 一 个 例子 加 以 说 明 。 

3$9-4.9-5 思 考题 

9-6 单元 定位 向 量 是 由 什么 组 成 的 ? 它 的 用 处 是 什么 ? 

9-7 为 什么 连续 聚 的 整体 刚度 矩阵 是 稀 朴 矩阵 ? 认识 了 这 一 点 对 以 后 的 计算 有 什么 
好 处 ? 

9-8 刚 架 中 有 铵 结 点 时 应 该 怎样 处 理 ? 这 样 处 理 的 理由 是 什么 ? 

$9-6.9-7 思 考题 

9-9 整体 刚度 方程 和 位 移 法 方程 是 否 一 回 事 ? 它们 有 什么 关系 ? 

9- 10 试 求 当 结构 温度 改变 时 产生 的 等 效 结 点 荷载 。 

$9-8.9-9 思 考题 

9- 11 刚 架 计算 中 当 忽略 轴 向 变形 的 影响 时 ,单元 定位 向 量 会 有 怎样 的 改变 ? 

9- 12 注意 术 架 结构 和 组 合 结构 单元 定位 向 基 的 特点 。 

综合 思考 讨论 题 

9- 13 为 什么 说 矩阵 位 移 法 易于 实现 计算 过 程 程序 化 ? 矩阵 力 法 在 这 方面 的 优 缺点 是 
什么 ? 

9-14 单元 定位 向 量 在 本 章 重点 讲解 的 先 处 理 法 中 是 极为 重要 的 一 个 概念 。 你 能 否 举 
例 说 明 单元 定位 向 量 在 整个 计算 过 程 中 都 用 在 哪些 地 方 ? 

9 -15 . 如 果 一 个 刚 架 结构 具有 弹性 支 座 ,应 该 如 何 形成 它 的 刚度 矩阵 ? 

9-16 本 书 附录 A《 结 构 力学 求解 器 ?光盘 中 给 出 了 平面 刚 架 的 计算 程序 。 你 能 否 将 本 
章 中 的 理论 讲解 和 附录 A 结构 力学 求解 器 ) 光 盘 中 的 框图 及 源 程序 加 以 对 照 ,以 加 深 对 用 答 
阵 位 移 法 计算 平面 刚 架 步骤 的 认识 ? 注意 本 章 中 讲解 的 方法 在 程序 中 是 怎样 实现 的 。 
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9-17 和 抢 阵 位 移 法 对 静 定 结构 和 超 静 定 结构 的 计算 是 否 都 可 以 应 用 ? 计算 步骤 是 否 相 
同 ? 


习 题 
9-1.9-2 试 计算 图 示 连 续 梁 的 结 点 转角 和 杆 端 弯 矩 。 


M,=50kN-m 
i AN Uw 
= > 
E 6m | 6m A 
49-10 
q=10kN/m 


题 9-2 图 
9-3 试用 矩阵 位 移 法 计算 图 示 连 续 梁 ,并 画 出 栾 矩 图 。 


-$kN/m mS kN/m 
g i - - 如 Hat HT 
b= 


L 1 1 
E1= 常 数 ， re | 


题 9-3 图 


9-4 图 中 所 示 为 一 等 截面 连续 梁 , 设 支 座 C 有 沉降 4= 0.00517。 试 用 矩阵 位 移 法 计算 
内 力 ,并 画 出 内 力图 。 设 下 =3x10' MPa, I = yq mi。 


题 9-4 图 


9-5 对 图 中 所 示 结 构 ,试用 单元 集成 法 求 出 其 整体 刚度 矩阵 K ,并 列 出 基本 方程 ( 忽 
略 轴 向 变形 影响 )。 
9-6 试 求 图 示 连 续 梁 的 刚度 矩阵 (忽略 轴 向 变形 影响 )。 


x= 题 429 


题 9-5 图 
2 3 4 
š ET 2E1 EI A 
—  —— 
题 9-6 图 


9-7 试 求 图 示 刚 架 的 整体 刚度 矩阵 天 (考虑 轴 向 变形 影响 )。 设 各 杆 几何 尺寸 相同 ,/ 
=5m,A=0.5m,1= 志 mE=3x10' MPa, 


题 9-7 图 


9-8 在 上 题 的 刚 架 中 , 设 在 单元 D 上 作用 向 下 的 均 布 荷载 9= 4.8 kN/m WRA 
力 ,并 画 出 内 力图 。 

9-9 试 写 出 图 示 刚 架 在 荷载 作用 下 的 位 移 法 基本 方程 (考虑 轴 向 变形 影响 )。 设 各 杆 
HEATHER 


430 第 9 章 Eti 


题 9-9 图 


9-10 设 图 示 刚 架 各 杆 的 EE.1.A 相同 , 且 A=12V2 地 。 试 求 各 村 内 力 。 


题 9-10 图 


9- 11 试 求 图 示 刚 架 的 整体 刚度 矩阵 , 结 点 位 移 和 各 杆 内 力 ( 忽 赂 轴 向 变形 )。 


9-12 RERE REHM AEA. 
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9-13 设 图 示 桥 架 各 杆 E.A 相同 , 试 求 各 杆 轴 力 。 如 撤去 任 一 水 平 支 杆 ,求解 时 会 出 
现 什么 情况 ? 


题 9-13 图 


9- 14 试 求 图 示 特殊 单元 的 单元 刚度 矩阵 上 (忽略 轴 向 变形 )。 
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ls 


o, 四 


题 9-14 图 
试 求 整体 刚度 矩阵 K( 忽 略 轴 向 变形 )。 弹 性 支 座 刚度 为 人 。 


第 40 章 
结构 动力 计算 基础 


上 面 各 章 讨论 了 在 静 力 荷载 作用 下 的 结构 计算 问题 ,本 章 专门 讨论 在 动力 
荷载 作用 下 的 结构 计算 问题 。 

按照 结构 力学 课程 教学 基本 要 求 ,将 动力 计算 内 容 分 为 两 部 分 :本 章 讨论 单 
自由 度 体系 的 振动 问题 .两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 和 在 简 谐 荷载 下 的 强迫 振 
动 问题 ,属于 教学 基本 要 求 的 必修 内 容 ;多 自由 度 和 无 限 自由 度 体系 的 动力 计算 
等 ,是 提高 与 增 选 的 内 容 , 放 在 本 书卷 上 中 讨论 。 
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1. 结构 动力 计算 的 特点 

首先 ,说 明 动 力 荷载 与 静 力 荷载 的 区 别 。 动 力 荷载 的 特征 是 荷载 (大 小 A 
向 ,作用 位 置 ) 随 时 间 而 变化 。 如 果 单纯 从 荷载 本 身 性 质 来 看 ,严格 说 来 , 绝 大 多 
数 实 际 荷载 都 应 属于 动力 荷载 。 但 是 ,如 果 从 荷载 对 结构 所 产生 的 影响 这 个 角 
度 来 看 , 则 可 分 为 两 种 情况 。 一 种 情况 是 :荷载 虽然 随时 间 变 化 ,但 是 变 得 很 慢 ， 
荷载 对 结构 所 产生 的 影响 与 静 力 荷载 相 比 相差 甚 微 。 因 此 ,在 这 种 荷载 作用 下 
的 结构 计算 问题 实际 上 仍 属于 静 力 荷载 作用 下 的 结构 计算 问题 。 换 句 话说 ,这 
种 荷载 实际 上 可 看 作 静 力 荷载 。 另 一 种 情况 是 :荷载 不 仅 随时 间 在 变 , 而 且 变 得 
较 快 ,荷载 对 结构 所 产生 的 影响 与 静 力 荷载 相 比 相差 甚大。 因此 ,在 这 种 荷载 作 
用 下 的 结构 计算 问题 属于 动力 计算 问题 。 换 句 话说 ,这 种 荷载 实际 上 应 看 作 动 
力 荷 载 。 

其 次 ,说 明 结构 的 动力 计算 与 静 力 计算 的 区 别 。 根 据 达 朗 伯 (J. Le R. 
d'Alembert) 原 理 , 动 力 计算 问题 可 以 转化 为 静 力 平衡 问题 来 处 理 。 但 是 ,这 是 
一 种 形式 上 的 平衡 ,是 一 种 动 平衡 ,是 在 引进 惯性 力 的 条 件 下 的 平衡 。 换 句 话 
说 ,在 动力 计算 中 ,虽然 形式 上 仍 是 在 列 平 衡 方程 ,但 是 这 里 要 注意 两 个 特点 :第 
一 ,在 所 考虑 的 力 系 中 要 包括 惯性 力 ;第 二 .这 里 考虑 的 是 瞬间 的 平衡 ,荷载 .内 
力 等 都 是 时 间 的 函数 。 
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2. 动力 荷载 的 分 类 
工程 实际 中 经 常 遇 到 的 动力 荷载 主要 有 下 面 几 类 : 

第 一 类 是 周期 荷载 。 这 类 荷载 随时 间作 周期 性 的 变化 。 周 期 荷载 中 最 简单 

也 是 最 重要 的 一 种 称 为 简 谐 荷载 (图 10 - 1a) ,荷载 F,(1) 随 时间 1 的 变化 规律 

可 用 正弦 或 余弦 函数 表示 。 机 器 转动 部 分 引起 的 荷载 常 属 于 这 一 类 。 其 他 的 周 

期 荷载 可 称 为 非 简 谐 性 的 周期 荷载 (图 10- lb)。 
(a) FD 
F 


(bh) F 


图 10-1 


第 二 类 是 冲击 荷载 。 这 类 荷载 在 很 短 的 时 间 内 ,荷载 值 急剧 增 大 (图 
10 - 2a) 或 急剧 减 小 (图 10 - 2b)。 各 种 爆炸 荷载 属于 这 一 类 。 

第 三 类 是 随机 荷载 。 前 面 两 类 荷载 都 属于 确定 性 荷载 , 任 一 时 刻 的 荷载 值 
都 是 事先 确定 的 。 如 果 荷 载 在 将 来 任 一 时 刻 的 数值 无 法 事先 确定 , 则 称 为 非 确 
定性 荷载 ,或 者 称 为 随机 和 荷载。 地 震 荷载 和 风 荷 载 是 随机 荷载 的 典型 例子 。 图 
10 -3 所 示 为 地 震 时 记录 到 的 地 面 加 速度 i Ce ) o 
(b) FAD) 

F, 
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3. 动力 计算 中 体系 的 自由 度 

与 静 力 计算 一 样 ,在 动力 计算 中 也 需要 事先 选取 一 个 合理 的 计算 简 图 。 二 
者 选取 的 原则 基本 相同 ,但 在 动力 计算 中 ,由 于 要 考虑 惯性 力 的 作用 ,因此 还 需 
要 研究 质量 在 运动 过 程 中 的 自由 度 问题 。 

在 动力 计算 中 ,一 个 体系 的 自由 度 是 指 为 了 确定 运动 过 程 中 任 一 时 刻 全 前 
质量 的 位 置 所 需 确定 的 独立 几何 参数 的 数目 。 

由 于 实际 结构 的 质量 都 是 连续 分 布 的 ,因此 任何 一 个 实际 结构 都 可 以 说 具 
有 无 限 个 自由 度 。 但 是 如 果 所 有 结构 都 按 无 限 自由 度 去 计算 , 则 不 仅 十 分 困难 ， 
而 且 也 没有 必要 。 因 此 ,通常 需要 对 计算 方法 加 以 简化 。 常 用 的 简化 方法 有 下 
列 三 种 。 

第 一 ,集中 质量 法 。 

把 连续 分 布 的 质量 集中 为 几 个 质点 ,这 样 就 可 以 把 一 个 原来 是 无 限 自由 度 
的 问题 简化 成 为 有 限 自由 度 的 问题 。 下 面 举 几 个 例子 加 以 说 明 。 

图 10 - 4a 所 示 为 一 简 支 梁 , 跨 中 放 有 重 物 W。 当 梁 本 身 质量 远 小 于 重 物 
的 质量 时 ,可 取 图 10 - 4b 所 示 的 计算 简 图 。 这 时 ,体系 由 无 限 自由 度 简化 为 一 
个 自由 度 。 
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BI 10- Sa 所 示 为 一 三 层 平面 刚 架 。 在 水 平 力作 用 下 计算 刚 架 的 侧 向 振动 
时 ,一 种 常用 的 简化 计算 方法 是 将 柱 的 分 布 质量 化 为 作用 于 上 下 横梁 处 的 集中 
质量 ,因而 刚 架 的 全 部 质量 都 作用 在 横梁 上 ;此 外 每 个 横梁 上 各 点 的 水 平 位 移 可 
认为 彼此 相等 ,因而 横梁 上 的 分 布 质量 可 用 一 个 集中 质量 来 替代 。 最 后 ,可取 图 
10- 5b 所 示 的 计算 简 图 ,只 有 三 个 自由 度 。 


(a) zzzzzzzzzzy -TT 


>zzzzzz] ` 


FZzzzzz) `! 


图 10-5 


图 10- 6a 所 示 为 一 块 形 基础 ,计算 时 可 简化 为 一 刚性 质 块 。 当 考虑 平面 内 
的 振动 时 ,共有 三 个 自由 度 , 即 水 平 位 移 x . 竖 向 位 移 y 和 角 位 移 p( 图 10-6b)。 
当 仅 考虑 竖 直方 向 的 振动 时 , 则 只 有 一 个 自由 度 ( 图 10 -6c)。 


由 图 10~6 还 可 看 出 ,自由 度 的 个 数 与 集中 质量 的 个 数 并 不 一 定 相 等 。 又 
如 图 10- 7 所 示 体 系 ,虽然 只 有 一 个 集中 质量 ,但 有 两 个 自由 度 。 
第 二 ,广义 坐标 法 。 
其 有 分 布 质量 的 简 支 粱 是 一 个 具有 无 限 自由 度 的 体系 。 简 支 染 的 挠 度 曲线 
可 用 三 角 级 数 米 表示 : 
x)= X asin irr (a) 
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这 里 ,sin 4 是 一 组 给 定 的 函数 ,可 称 为 形状 函数 ;a 是 一 组 待定 参数 , 称 为 


广义 坐标 。 当 形状 函数 选 定之 后 , 梁 的 挠 度 曲线 y(x) 即 由 无 限 多 个 广义 坐标 
asara, 所 确定 ,因此 简 支 染 具有 无 限 自由 度 。 在 简化 计算 中 ,通常 只 取 级 
数 的 前 项: 

>(z) = Dassin ETE (b) 
这 时 , 简 支 染 被 简化 为 具有 个 自由 度 的 体系 。 


图 10-7 图 10-8 


图 10- 8 所 示 的 烟 轴 原来 也 是 一 个 具有 无 限 自 由 度 的 体系 。 由 于 底部 是 固 
定 端 ,因此 在 +=0 处 , 找 度 y 及 转角 9 应 为 零 。 根据 上 述 位移 边 界 条 件 , e E 
曲线 可 近似 地 设 为 

y(a) = x (a, + ayw + = + a," ') (c) 
这 样 ,就 简化 为 具有 n 个 自由 度 的 体系 。 

第 三 ,有 限 元 法 。 

有 限 元 法 可 看 作 广 义 坐标 法 的 一 种 特殊 应 用 。 以 图 10 - 9a 所 示 两 端 固定 
梁 为 例 作 简 要 说 明 。 

把 结构 分 为 若干 单元 。 在 图 10 - 9a 中 , 梁 分 为 五 个 单元 。 

取 结 点 位 移 参 数 ( 挠 度 y 和 转角 9) 作为 广义 坐标 。 在 图 10 - 9a 中 , 取 中 间 
四 个 结 点 的 八 个 位 移 参数 w .0 、y; 、0, 、y; .9; Ya ba 作 广 义 坐 标 。 

每 个 结 点 位 移 参数 只 在 相 邻 两 个 单元 内 引起 挠 度 。 在 图 10 - 9b.c 中 分 别 
给 出 结 点 位 移 参数 y, 和 0, 相应 的 形状 函数 plr) M p:(7)。 

梁 的 找 度 可 用 八 个 广义 坐标 及 其 形状 函数 表示 如 下 : 
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yr)=y pr) t Opla) tt ys p(x) + Opalar) (d) 
通过 以 上 步骤 , 梁 即 转化 为 具有 八 个 自由 度 的 体系 。 可 以 看 出 ,有 限 元 法 综合 了 
集中 质量 法 和 广义 坐标 法 的 某 些 特点 。 


$10-2 单 自由 度 体 系 的 自由 振动 


单 自由 度 体系 的 动力 分 析 虽 然 比 较 简单 ,但 是 非常 重要 。 这 是 因为 :第 一 ， 
很 多 实际 的 动力 问题 常 可 按 单 自 由 度 体系 进行 计算 ,或 者 进行 初步 的 估算 。 第 


二 , 单 自由 度 体系 的 动力 分 析 是 多 自由 度 体系 动力 分 析 的 基础 ,只 有 牢固 地 打 好 
E a ss 后 面 的 内 容 。 

.自由 振动 微分 方程 的 建立 

现 结合 图 10 - 10 讨论 单 自由 度 体系 的 自由 振动 。 


图 10-10 


图 10 - 10a 所 示 的 悬臂 立柱 在 顶部 有 一 重 物 ,质量 为 m 。 设 柱 本 身 的 质量 
比 m 小 得 多 ,可 以 忽略 不 计 。 因 此 ,体系 只 有 一 个 自由 度 。 
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假设 由 于 外 界 的 干扰 ,质点 m 离开 了 静止 平衡 位 置 ,干扰 消失 后 ,由 于 立柱 
弹性 力 的 影响 ,质点 m 沿 水 平方 向 产生 自由 振动 ,在 任 一 时 刻 4, 质点 的 水 平 位 
BH y(1)。 

在 建立 自由 振动 微分 方程 之 前 , 先 把 图 10 - 10a 中 的 体系 用 图 10 — 10b 所 
示 的 弹 筑 模 型 来 表示 。 原 来 由 立柱 对 质量 m 所 提供 的 弹性 力 这 里 改 用 弹簧 来 
提供 。 因 此 ,弹簧 的 刚度 系数 &( 使 弹簧 伸 长 单位 距离 时 所 需 施加 的 拉力 ) 应 使 
之 与 立柱 的 刚度 系数 (使 柱 顶 产生 单位 水 平 位 移 时 在 柱 项 所 需 施 加 的 水 平 力 ) 
相等 。 

现在 推导 自由 振动 的 微分 方程 。 以 静 平 衡 位 置 为 原点 , 取 质 量 m 在 振动 中 
位 置 为 y 时 的 状态 作 隔离 体 ,如 图 10 - 10c 所 示 。 如 果 忽略 振动 过 程 中 所 受到 
的 阻力 , 则 隔离 体 所 受 的 力 有 下 列 两 种 : 

(1) 弹性 力 - ky, 与 位 移 y 的 方向 相反 ; 

(2) 惯性 力 - my ,与 加 速度 y 的 方向 相反 o 
根据 达 朗 伯 原 理 ,可 列 出 隔离 体 的 平衡 方程 如 下 : 

my + ky= 0 (0-1) 

这 就 是 从 力 系 平衡 角度 建立 的 自由 振动 微分 方程 。 这 种 推导 方法 称 为 刚度 法 。 

另 一 方面 ,自由 振动 微分 方程 也 可 从 位 移 协调 角度 来 推导 。 用 F, 表示 惯 
性 力 :F,= - my; 用 6 表示 弹簧 的 柔 度 系数 , 即 在 单位 力作 用 下 所 产生 的 位 移 ， 
其 值 与 刚度 系数 k 互 为 倒数 : 


3= 圭 (a) 
则 质量 m 的 位 移 为 
y= F,8= (— my)8 (b) 


上 式 表明 :质量 m 在 运动 过 程 中 任 一 时 刻 的 位 移 等 于 在 当时 惯性 力作 用 下 的 静 
力 位 移 。 
将 式 (a) 代 入 式 (b) ,整理 后 仍 得 到 式 (10 - 1)。 这 里 ,是 从 位 移 协 调 的 角度 
建立 自由 振动 微分 方程 的 。 这 种 推导 方法 称 为 季度 法 。 
2. 自由 振动 微分 方程 的 解 
单 自由 度 体系 自由 振动 微分 方程 (10 - 1) 可 改写 为 
y+w y=0 (16222 
其 中 
e=, |Ë (9 


式 (10 一 2) 是 一 个 齐 次 方程 ,其 通 解 为 


y(1)= Csin wt + C;cos wt (d) 
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其 中 的 系数 C, 和 C. 可 由 初始 条 件 确定 。 设 在 初始 时 刻 +: =0 质点 有 初始 位 移 
Yo 和 初始 速度 vo, BA 

y(0)=y,, 3(0)= v 
由 此 解 出 : 


代入 式 (d), 即 得 


y(t) = weos wt + sin wt (10-3) 
由 上 式 看 出 ,振动 是 由 两 部 分 所 组 成 ; 


一 部 分 是 单独 由 初始 位 移 w( 没 有 初始 速度 ) 引 起 的 ,质点 按 yocos wt 的 规 
律 振动 ,如 图 10 一 11a 所 示 


图 10 11 


秀一 部 分 是 单独 申 初始 速度 (没有 初始 位 移 ) 引 起 的 ,质点 按 -sin wt 的 规 
律 振动 ,如 图 10 一 11b 所 示 。 
式 (10-3) 还 可 改写 为 
>YCOD)=usin(ot+a) (10-4) 
其 图 形 如 图 10 - 11e rat. 其 中 参数 a 称 为 振幅 ,a 称 为 初始 相位 角 。 参 数 a 、 
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a FER yv 之 间 的 关系 可 导出 如 下 : 


先 将 式 (10 - 4) 的 右边 展开 ,得 


y(t)= asin a cos wt + acos a sin wt 


再 与 式 (10- 3) 比 较 , 即 得 


y= asin a, 


或 


3. 结构 的 自 振 周期 


v _ 


一 =acos a 
w 


Vow 
a=tan” 一 一 
vo 


式 (10- 4) 的 右边 是 一 个 周期 函数 ,其 周期 为 


2 
yont 


w 


不 难 验 证 , 式 (10 一 4) 中 的 位 移 y(1) 确 实 满 足 周期 运动 的 下 列 条 件 : 


y(t+T)=y(1) 
这 就 表明 ,在 自由 振动 过 程 中 ,质点 每 隔 一 段 时 间 T 又 回 到 原来 的 位 置 , 因 此 T 


称 为 结构 的 自 振 周期 。 
自 振 周期 的 倒数 称 为 频率 , 记 作 f, 
We Wh 
T Sw 


频率 / 表示 单位 时 间 内 的 振动 次 数 ,其 常用 单位 为 Hz 或 s'。 
此 外 w 可 称 为 圆 频率 或 角 频 率 (习惯 上 有 时 也 称 为 频率 ) : 


_2r 
e= 
w 表示 在 2r 个 单位 时 间 内 的 振动 次 数 。 


=2rf 


下 面 给 出 自 振 周 期 计算 公式 的 几 种 形式 : 


(1) 将 式 (c) 代 入 式 (10-6) ,得 


T=2x,|Z 
(D 将 人 -8 代入 上 式 ,得 

T =2x V mò 
(3) 将 加 = Wig RAER, 

r= E 


(4) $ W8 = A., 得 


(10 - 5a.b) 


0-6) 


00-7) 


(10-8) 


(10- 9a) 


(10 - 9b) 


(10- 9c) 
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T-a (10- 9d) 
其 中 2 是 没 质点 振动 方向 的 结构 和 柔 度 系数 , 它 表示 在 质点 上 沿 振动 方向 施加 单 
位 荷载 时 质点 沿 振动 方向 所 产生 的 静 位移 。 因 此 ,4A. = Wo 表示 在 质点 上 沿 振 
动 方向 施加 数值 为 W 的 荷载 时 质点 沿 振动 方向 所 产生 的 静 位 移 。 
同样 ,利用 式 (10 - 8) ,可 得 出 圆 频率 的 计算 公式 如 下 : 
fk L — Fg : [Íz 


Nm Jas WE A (10-10) 

由 上 面 的 分 析 可 以 看 出 结构 自 振 周期 T 的 一 些 重要 性 质 : 

(1) 自 振 周 期 与 结构 的 质量 和 结构 的 刚度 有 关 , 而 且 只 与 这 二 者 有 关 , 与 外 
界 的 于 扰 因 素 无 关 。 王 扰 力 的 大 小 只 能 影响 振幅 a 的 大 小 ,而 不 能 影响 结构 自 
振 周期 T 的 大 小 。 

(2) 自 振 周期 与 质量 的 平方 根 成 正比 ,质量 越 大 , 则 周期 越 大 (频率 f 越 
小 ); 自 振 周 期 与 刚度 的 平方 根 成 反比 ,刚度 越 大 , 则 周期 越 小 (频率 f 越 大 ) ;要 
改变 结构 的 自 振 周期 ,只 有 从 改变 结构 的 质量 或 刚度 着 手 。 

(3) 自 振 周期 T 是 结构 动力 性 能 的 一 个 很 重要 的 数量 标志 。 两 个 外 表 相 
似 的 结构 ,如 果 周 期 相差 很 大 , 则 动力 性 能 相差 很 大 ;反之 ,两 个 外 表 看 来 并 不 相 
同 的 结构 ,如 果 其 自 振 周期 相近 , 则 在 动 荷载 作用 下 其 动力 性 能 基本 一 致 。 地 震 
中 常 发 现 这 样 的 现象 。 所 以 , 自 振 周 期 的 计算 十 分 重要 。 

例 10-1 图 10-12 所 示 为 一 等 截面 简 支 梁 ,截面 抗 弯 刚 度 为 EL ,跨度 为 
4。 在 梁 的 跨度 中 点 有 一 个 集中 质量 ww。 如 果 忽 略 梁 本 身 的 质量 , 试 求 梁 的 自 
振 周 期 T 和 圆 频率 w。 


图 10-12 


解 ”对 于 简 支 梁 跨 中 质量 的 竖 向 振动 来 说 , 柔 度 系数 为 
a= 一 
因此 ,由 式 (10-9b) 和 (10 - 10) 得 


38E1 


sa /mB = 2n, 2E 
T =2x V më 2r 48ET 
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o- l - [BEI 
/md N m? 


例 10-2 图 10-13 所 示 为 一 等 截面 竖 直 悬臂 杆 ,长 度 为 ! ,截面 面积 为 
A ,惯性 矩 为 了 ,弹性 模 量 为 已 。 杆 项 有 重 物 ,其 重量 为 W。 设 杆 件 本 身 质量 可 
忽略 不 计 , 试 分 别 求 水 平 振动 和 竖 向 振动 时 的 自 振 周期 。 

解 (1) 水 平 振动 

当 杆 顶 作用 水 平 力 W 时 , 杆 项 的 水 平 位 移 为 


所 以 


(2) 竖 向 振动 


当 杆 项 作用 竖 向 力 W 时 , 杆 项 的 竖 向 位 移 为 图 10-13 


所 以 
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结构 在 动力 荷载 作用 下 的 振动 称 为 强迫 振动 或 受 迫 振动 。 

图 10 - 14a 所 示 为 单 自由 度 体 系 的 振动 模型 ,质量 为 ,弹簧 刚度 系数 为 
,承受 动 荷载 Fe(:)。 取 质量 m 作 隔 离 体 ,如 图 10 - 14b 所 示 。 弹 性 力 一 ky、 
惯性 力 - my 和 动 荷载 Fv(z) 之 间 的 平衡 方程 为 

m$ + ky= Fp(t) 
或 写成 


2 F 
y + t = EO ao-11) 
m 


其 中 w 仍 是 /和 。 


式 (10- 11) 就 是 单 自由 度 体系 强迫 振动 的 微分 方程 。 
下 面 讨论 几 种 常见 的 动力 荷载 作用 时 结构 的 振动 情况 。 
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1. 简 谐 荷载 
设 体系 承受 如 下 的 简 谐 荷载 : 
F,(t) = Fsin ôt (a) (ə L24 
这 里 ,6 是 简 谐 荷载 的 圆 频率 ,F 是 荷载 的 最 大 | 


2 FeO) 
值 , 称 为 幅 值 。 将 式 (a) 代 入 式 (10 - 11), 即 得 运 W. 
动 方程 如 下 : 


y+ wy= Esin 0 (b) Š FAD 
先 求 方程 的 特 解 。 设 特 解 为 | 
y(t) = Asin @ (o ii 
将 式 (c) 代 入 式 (b) ,得 Ë, icia 
(= 0 +w)Asin @ = Tasta ot 
m 
由 此 得 
a EF. 
mlw — 01) 
因此 特 解 为 
i a) 
mw’ (1 - —) 
可 
如 令 
y=- =F (e) 
ma 


MJ vy, 可 称 为 最 大 静 位 移 ( 即 把 荷载 最 大 值 F 当 作 静 荷载 作用 时 结构 所 产生 的 
位 移 ) ,而 特 解 (d) 可 写 为 
VU) = y. rsin 0 (9 


Ly 


w 


微分 方程 的 齐 次 解 已 在 上 节 求 出 , 故 得 通 解 如 下 : 


y(t) = Csin wt + Cscos wt + yu — sin ot (g) 


积分 常数 C, 和 C, 需 由 初始 条 件 来 求 。 设 在 := 0 时 的 初始 位 移 和 初始 速度 均 
为 零 , 则 得 
2 


C, = ya 


Ea 


PR 


810-3 单 自由 度 体系 的 强迫 振动 


445 


代入 式 (g), 即 得 


yG = ya — (sin 0 - sin wt) (10- 12) 
L= 8; s 
$r 


由 此 看 出 ,振动 是 由 两 部 分 合成 的 :第 一 部 分 按 荷 载 频率 9 振动 ,第 二 部 分 按 自 
振 频 率 o 振动 。 由 于 在 实际 振动 过 程 中 存在 着 阻尼 力 (参见 下 节 ), 因 此 按 自 振 
频率 振动 的 那 一 部 分 将 会 逐渐 消失 ,最 后 只 余下 按 荷载 频率 振动 的 那 一 部 分 。 
我 们 把 振动 刚 开始 两 种 振动 同时 存在 的 阶段 称 为 过渡 阶 段 ", 而 把 后 来 只 按 荷 
载 频 率 振动 的 阶段 称 为 “平稳 阶段 "。 由 于 过 渡 阶 段 延续 的 时 间 较 短 , 因 此 在 实 
际 问题 中 平稳 阶段 的 振动 较为 重要 。 

下 面 讨论 平稳 阶段 的 振动 。 任 一 时 刻 的 位 移 为 


y(t)= i z sin Ot 


1-7 
w 


最 大 位 移 ( 即 振幅 ) 为 


[yO 
w 


RADA Y) lo SAW va h ERARA, 8 表示 , 即 


-Olm__l 
>. 


(10-13) 


由 此 看 出 ,动力 系数 有 是 频率 比值 2 的 函数 。 函 数 图 形 如 图 10 - 15 所 示 , 其 中 


uwi Ó , 纵 坐 标 为 B 的 绝对 值 (注意 , 当 全 >1 时 ,B 为 负 值 )。 


由 图 10 一 15 可 看 出 如 下 特性 : 
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MIO 时 ,动力 系数 8-~1。 这 时 , 简 谐 荷载 的 数值 虽然 随时 间 变 化 ,但 变 
化 得 非常 慢 ( 与 结构 的 自 振 周 期 相 比 ), 因 而 可 当 作 静 力 荷 裁处 理 。 
当 0< 昌 <1 时 ,动力 系数 8>1, 又 8 随 的 增 大 而 增 大 。 


42i 时 ,18| 一 2。 即 当 荷 载 频率 9 接近 于 结构 自 振 频率 o 时 ,振幅 会 
无 限 增 大 。 这 种 现象 称 为 "共振 "。 实 际 上 由 于 存在 阻尼 力 的 影响 ,共振 时 也 不 
会 出 现 振幅 为 无 限 大 的 情况 ,但 是 共振 时 的 振幅 比 静 位 移 大 很 多 倍 的 情况 是 可 
能 出 现 的 。( 还 需 指出 ,共振 现象 的 形成 有 一 个 过 程 ,振幅 是 由 小 逐渐 变 大 的 ,并 
不 是 一 开始 就 很 大 。 在 简 谐 振动 实验 中 可 以 看 到 这 个 发 展 过 程 。) 


当 人 >1 时 ,8 的 绝对 值 随 2 的 增 大 而 减 小 。 


以 上 分 析 了 在 简 谐 荷载 作用 下 结构 位 移 幅 度 随 志 变化 的 情况 。 对 于 结构 内 
力 (例如 弯 矩 ) 也 存在 类 似 的 情况 。 

例 10-3 设 有 一 简 支 钢 梁 ,跨度 ! =4 m, 采 用 型 号 为 28 b 的 工 字 钢 , 惯 
性 矩 [= 7 480 cmi ,截面 系数 W = 534 cm ,弹性 模 量 E =2.1x 10' MPa。 在 跨 
度 中 点 有 电动 机 ,重量 G = 35 kN ,转速 x = 500 r/min。 由 于 具有 偏心 ,转动 时 
产生 离心 力 Fi = 10 kN, 离 心力 的 竖 向 分 力 为 Fosin 91:。 忽 略 梁 本 身 的 质量 , 试 
求 钢 梁 在 上 述 竖 向 简 谐 荷载 作用 下 强迫 振动 的 动力 系数 和 最 大 正 应 力 。 

解 (1) 简 支 钢 梁 的 自 振 频 率 

o= J£- Elg [48x2.1>10 kNen? x7 480 om x980 mS _ o7 4， 
A. G 35 kN (400 cm) 
(2) 荷载 的 频率 


URE 500 _ R 
=o 2 H 6x g 523S 


(3) 求 动力 系数 B 


由 (10- 13) 式 
PISE OS EN = 
“YW 


即 动力 位 移 和 动力 应 力 的 最 大 值 为 静 力 值 的 5.88 倍 。 
(4) 求 跨 中 最 大 正 应 力 


_ GI Fl _(G+BE)! _ (35 kN+5.88x10 kN) x400 cm _ 
sa" AW Baw aw T 152534 ae =175.6 MPa 


式 中 第 一 项 是 电动 机 重量 G 产生 的 正 应 力 ,第 二 项 是 动 荷载 Fusin 9t 产生 的 最 
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大 正 应 力 。 

2. 一 般 动力 荷载 

现在 讨论 在 一 般 动力 荷载 F,(t) 作 用 下 所 引起 的 动力 反应 。 我 们 分 两 步 讨 
论 : 首 先 讨 论 瞬时 冲 量 的 动力 反应 ,然后 在 此 基础 上 讨论 一 般 动力 荷载 的 动力 
反应 。 


设 体系 在 :=0 时 处 于 静止 状态 。 然 后 有 了 瞬时 冲 量 S 作用 。 例 如 ,图 10- 
16 ARAE At 时 间 内 作用 荷载 F, ,其 冲 量 S 即 为 FAt。 由 于 冲 量 S 的 作用 ， 


体系 将 产生 初速 度 v= S DEAE. 利用 式 (10- 3) , 即 得 
yG) = sin wt (10-14) 


上 式 就 是 在 +=0 时 作用 瞬时 冲 量 S 所 引起 的 动力 反应 。 


F(t) 


f EESE EE 


冲 量 S=FyAt 


图 10-16 图 10-17 


WEHE t= r 时 作用 瞬时 冲 量 S( 图 10- 17), 则 在 以 后 任 一 时 刻 (> r) 
位 移 为 


yU) =-Žsin wl- r) (a) 
现在 讨论 图 10 - 18 所 示 任 意 动力 荷载 Fe(:) 的 动力 反应 。 整 个 加 载 过 程 
可 看 作 由 一 系列 瞬时 冲 量 所 组 成 。 例 如 ,在 时 刻 := r 作用 的 荷载 为 Fr(r), 此 


荷载 在 微分 时 段 dr 内 产生 的 冲 量 为 4S = Fr(r)dr。 根 据 式 (a) ,此 微分 冲 量 引 
起 如 下 的 动力 反应 :对 于 上 >r， 

dy= Err sin w(t- r) (b) 
PR X ARL EE P PA E A (ti AD BUE tiy m. BORER (b) EIT ERA, FTA 
总 反应 如 下 : 


xG) = 二 | Posin alt- r)dr ao- 15) 
mali 
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式 (10- 15) 称 为 杜 哈 梅 (1. M.C.Duhamel) 积 分 ;这 就 是 初始 处 于 静止 状态 的 单 
自由 度 体系 在 任意 动力 荷载 F,(4) 作 用 下 的 位 移 公 式 。 如 初始 位 移 y 和 初始 
速度 o, 不 为 零 , 则 总 位 移 应 为 


Vo Lr 
y(t) = ywcos wt + sin wt + 一 -| Fy(r)sin w(t > r)dr 


mol, 
a0 = 16) 
下 面 应 用 式 (10 - 16) 来 讨论 几 种 动力 荷载 的 动力 反应 。 
(a) (b) 
Fylt) Fp(D) 


图 10 48 


设 体系 原 处 于 静止 状态 。 在 1 =0 时 ,突然 加 上 上 荷载 Fw ,并 一 直 作用 在 结 
构 上 。 这 种 荷载 称 为 突 加 荷载 ,其 表示 式 为 


[0， 当 1<0 
| 
PD TR 0 t 
F(t) > t 曲线 如 图 10- 19 所 示 。 这 是 一 ED 
个 阶梯 形 曲线 ,在 :=0 处 ,曲线 有 间断 点 。 ü 
将 式 (c) 中 的 荷载 表示 式 代 入 式 
(10- 15) ,可 得 动力 位 移 如 下 : al 
当 4>0 时 ， ë 
w(t) 去 | Elisin et — r)de 9 N 
Fw q aa) 图 10-19 
ma 


= y.(1 - cos ol) (10 - 17) 


§10-3 单 自由 度 体系 的 强迫 振动 


449 


这 里 ,> = ss = P16, 表示 在 静 力 入 载 F, 作用 下 所 产生 的 殉 位 移 。 


m 


根据 式 (10- 17) 可 作出 动力 位 移 图 如 图 10 - 20 所 示 。 由 图 看 出 , 当 :>0 
时 ,质点 是 围绕 其 静 力 平衡 位 置 y= y., 作 简 谐 运动 ,动力 系数 为 


0 T 2 3 4 


yD 
图 10-20 


go De 

由 此 看 出 , 突 加 荷载 所 引起 的 最 大 位 移 比 相应 的 静 位 移 增 大 1 倍 。 

(2) 短 时 荷载 

荷载 Fon ERTZ 1 =0 RRD E, TEOS < u 时 段 内 ,荷载 数值 保持 不 变 ,在 
时 刻 = 以 后 荷载 又 突然 消失 。 这 种 荷载 可 表示 为 

[0， 当 1<0 
F,G0O= Fm, G0<i<u (D 
0. ">u 
(41) =- 出线 如 疼 10-21 所 示 。 下 面 分 两 个 阶段 计算 。 

Bl (0 7 Su) ”此 阶段 的 茄 载 情况 
与 突 加 荷载 相同 , 故 动力 位 移 仍 由 式 (10 -17) 
B wO< <, 

y(t) = y.(1- cos wt ) (e) T 

阶段 有 (1 宇 w) 此 阶段 无 荷载 作用 ,内 Ë 
此 体系 为 自由 振动 。 以 阶段 工 终了 时 刻 | 
U= x) 的 位 移 *(x) 和 速度 vw(x ) 作 起 始 位 移 2 
和 起 始 速度 , 即 可 得 出 动力 位 移 公 式 。 此 外 ， 
动力 位 移 也 可 直接 由 式 (10 - 15) 求 得 。 将 荷 
载 表 示 式 (d) 代 人 后 , 即 得 


(10-18) 


Folt) 


u T 


图 10-21 
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mao 


y= | Fasin w(t-r)dr 


BPs wlt—u)— cos wt] 
mo 
= y. X 2sin sinoli- 3) (10-19) 


下 面 讨论 体系 的 最 大 反应 。 为 此 , 需 分 两 种 情况 来 讨论 。 
第 一 种 情况 是 > 于 (加 载 持续 时 间 大 于 半 个 自 振 周期 )。 这 时 ,最 大 反应 
发 生 在 阶段 工 ,动力 系数 为 [由 式 (10 一 18)] 
B=2 (D 
第 二 种 情况 是 “<£. 这 时 ,最 大 反应 发 生 在 阶段 有 ,由 式 (10 - 19) 得 知 动 
力 位 移 的 最 大 值 为 
Yua = y. X 2sin T 


因此 ,动力 系数 为 


B= 2sin 字 =2sin = (g) 
综合 上 述 两 种 情况 的 结果 [ 式 (f) 和 (g)] 得 
pa m, acd 
B=) i (10-20) 
| u 
É TE 


由 此 看 出 ,动力 系数 8 的 数值 取决 于 参 对 , 即 短 时 荷载 的 动力 效果 取决 于 加 
载 持 续 时 间 的 长 短 (与 自 振 周 期 相 比 )。 根 据 式 (10 - 20) ,可 画 出 B 与 不 间 的 关 


系 曲 线 如 图 10 - 22。 这 种 动力 系数 g 与 动 荷 时 间 比值 东 之 间 的 关系 曲线 , 称 为 


(3) 线性 渐 增 荷 载 
在 一 定时 间 内 (0 三 /过 4,), 荷 载 由 0 增 至 Fw ,然后 荷载 值 保持 不 变 ( 图 


10- 23)。 和 荷载 表示 式 为 
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图 10-22 图 10-23 


这 种 荷载 引起 的 动力 反应 同样 可 利用 杜 哈 梅 公式 求解 ,结果 如 下 : 
1/,_sin wt 
sth: sme), 当 <t, 
y()= (10-21) 
y. 1-2 [sin wt -sin wlt = 1,)] , K, 


对 于 这 种 线性 渐 增 荷载 ,其 动力 反应 与 升 载 时 间 1, 的 长 短 有 很 大 关系 。 图 
10 — 24 所 示 曲 线 表示 动力 系数 B 随 升 载 时 间 比 值守 而 变化 的 情形 , 即 动力 系数 
的 反应 谱 曲 线 。 

由 图 10- 24 看 出 ,动力 系数 8 ft T 1 与 2 之 间 。 如 果 升 载 时 间 很 短 , 例 如 
<T MIDA 有 8 接近 于 2.0, 即 相当 于 突 加 荷载 的 情况 。 如 果 升 载 时 间 很 


长 ,例如 4 >4T, 则 动力 系数 8 接近 于 1.0, 即 相当 于 静 力 荷载 的 情况 。 在 设计 
工作 中 , 常 以 图 10-24 中 所 示 外 包 虚 线 作为 设计 依据 。 
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§ 10-4 阻尼 对 振动 的 影响 


以 上 各 节 是 在 忽略 阻尼 影响 的 条 件 下 研究 体系 的 振动 问题 。 所 得 的 结果 大 
体 上 反映 实际 结构 的 振动 规律 ,例如 结构 的 自 振 频 率 是 结构 本 身 一 个 固有 值 的 
结论 ,在 简 谐 荷载 作用 下 有 可 能 出 现 共 振 现 象 的 结论 ,等 等 。 但 是 也 有 一 些 结果 
与 实际 振动 情况 不 尽 相 符 ,例如 自 出 振动 时 振幅 永 不 衰减 的 结论 ,共振 时 振幅 可 
趋 于 无 限 大 的 结论 ,等 等 。 因 此 ,为 了 进一步 了 解 结构 的 振动 规律 ,有 必要 对 阻 
尼 力 这 个 因素 加 以 考虑 

振动 中 的 阻尼 力 有 多 种 来 源 . 例 如 振动 过 程 中 结构 与 支承 之 间 的 摩擦 ,材料 
之 间 的 内 摩擦 , 周 饥 介 质 的 阻力 ,等 等 

阻尼 力 对 质 动 起 阻碍 作用 。 从 方向 上 看 , 它 总 是 与 质点 的 速度 方向 相 
反 。 从 数值 上 看 , 它 与 质点 速度 的 关系 有 如 下 不 同情 况 : 

(1) 阻尼 力 与 质点 速度 成 正比 ,这 种 阻尼 力 比较 常用 , 称 为 粘 滞 阻尼 力 

2) 阻尼 力 与 质点 速度 的 平方 成 正比 ,内 体 在 流体 中 运动 受到 的 阻力 属于 

(3) 阻尼 力 的 大 小 与 质点 速度 无 关 , 摩 擦 力 属于 这 一 类 、 

在 上 述 几 种 阻尼 力 中 , 粘 滞 阻 尼 力 的 分 析 比较 简便 ,其 他 类 型 的 阻尼 力也 可 
化 为 等 效 粘 沾 阻尼 力 来 分 析 。 因 此 ,下 面 只 对 粘 沾 阻尼 力 的 情形 加 以 讨论 。 

共有 阻尼 的 单 自 由 度 体 系 的 振动 重型 如 图 10 ~ 25a 所 示 , 体 系 的 质量 为 
m IKER Fi,(1) 的 作用 . 体系 的 弹性 性 质 用 弹 竹 表示 ,弹簧 的 刚度 系数 为 
k. 体系 的 阻尼 性 质 用 阻尼 减 震 器 表示 ,阻尼 常数 为 <。 取 质量 m 为 隔离 体 , 如 
BQ 40 -25b 所 示 , 弹 性 力 - ky .阻尼 力 一 必 惯性 力 - ms 和 动力 荷载 Fi(1) 之 间 

ES 

Mho 


SE SA 


k 


ja 77 z Falt) 


— 


图 10-25 
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的 平衡 方程 为 
my + cs t ky= F,(t) 
下 面 分 别 讨论 自由 振动 和 强迫 振动 。 
1. 有 阻尼 的 自由 振动 


在 式 (10 -22) 中 令 F,(1)=0, 即 为 自由 振动 的 方程 , 它 可 改写 为 


y+2éwy + w y=0 
其 中 
- [k ADF 
OSN m’ fT Tma 
设 微分 方程 (10 - 23) 的 解 为 如 下 形式 : 
y(1)= Ce" 


MJ 》 由 下 列 特 征 方程 所 确定 : 
A? + 286) +w = 0 
其 解 为 


=w( -t VETI) 


根据 5<1.5=1.5>1 三 种 情况 ,可 得 出 三 种 运动 形态 , 现 分 述 如 下 。 


(1) 考虑 &<1 的 情况 ( 即 低 阻尼 情况 )。 令 
w=w VI 
则 
à=- w tio, 
此 时 ,微分 方程 (10 - 23) 的 解 为 
y(()=e (Cicos w,t + Casin w,t) 


再 引入 初始 条 件 , 即 得 


V1)=e (veos o,t + — sine) 


v t wyo 


上 式 也 可 写成 
y(1)=e “asin (w,t ta) 


其 中 


tana = 


va 十 


(10 一 22) 


(10-23) 


(10-24) 


(10-25) 


(10-26) 


(10-27) 


(10-28) 


由 式 (10 - 28) 或 (10 - 27) 可 画 出 低 阻 尼 体 系 自由 振动 时 的 vy 一 + 曲线 ,如 图 


10- 26 所 示 。 这 是 一 条 逐渐 衰减 的 波动 曲线 
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图 10-26 


将 图 10- 26 与 图 10- Llc 相 比 ,可 看 出 在 低 阻尼 体系 中 阻尼 对 自 振 频率 和 
振幅 的 影响 。 

首先 ,看 阻尼 对 自 振 频 率 的 影响 。 在 式 (10 - 28) 中 ,w, 是 低 阻尼 体系 的 自 
振 贺 频率。 有 阻尼 与 无 阻尼 的 自 振 图 频率 o, 和 o 之 间 的 关系 由 式 (10 - 26) 给 
出 。 由 此 可 知 ,在 $<1 的 低 阻尼 情况 下 ,w, 恒 小 于 o ,而 且 w, Bi £ 值 的 增 大 而 


减 小 。 此 外 ,在 通常 情况 下 ,$ 是 一 个 小 数 。 如 果 $<0.2, 则 0.979 8<2<ı, 


HD w, 与 a 的 值 很 相近 。 因 此 ,在 s<0.2 的 情况 下 ,阻尼 对 自 振 频 率 的 影响 不 
大 ,可 以 忽略 。 

其 次 ,看 阻尼 对 振幅 的 影响 。 在 式 (10 - 28) 中 ,振幅 为 ae“”。 由 此 看 出 ， 
电 于 阻尼 的 影响 ,振幅 随时 间 而 逐渐 衰减 。 还 可 看 出 ,经 过 一 个 周期 T S (T = 


径 ), 相 分 两 个 振幅 x 与 w 的 比值 为 


由 此 可 见 , 值 愈 大 , 则 衰减 速度 愈 快 。 
由 此 可 得 


因此 
Enpa t 
如 果 &<0.2, 则 全 ~1, 而 
exin 
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这 里 ,In 2 称 为 振幅 的 对 数 递减 率 。 同样 ,用 y, 和 y, ,表示 两 个 相隔 个 周 
期 的 振幅 ,可 得 


(10 -29) 
(2) 考虑 =1 的 情形 。 此 时 由 式 (10 -25) 得 
= 一 中 
因此 ,微分 方程 (10- 23) 的 解 为 
y=(C, + C;t)e "' 
再 引入 起 始 条 件 ,得 
y=[y (1+ot)+ votle ” 


其 y-t 曲线 如 图 10 - 27 所 示 。 这 条 曲线 仍然 具有 哀 减 性 质 ,但 不 具有 图 
10 - 26 那样 的 波动 性 质 。 


综合 以 上 的 讨论 可 知 : 当 $<1 时 ,体系 在 自由 反应 中 是 会 引起 振动 的 ;而 
当 阻 尼 增 大 到 £ = 1 时 ,体系 在 自由 反应 中 即 不 再 引起 振动 ,这 时 的 阻尼 常数 称 
为 临界 阻尼 常数 ,用 c 表示 。 在 式 (10 -24) 中 令 &=1, 即 知 临界 阻尼 常数 为 
c, =2moe = 2 V mk (10-30) 
由 式 (10 -24) 和 (10 一 30) 得 
FD 


tan =, 


= 
Cr 
参数 表示 阻尼 常数 < 与 临界 阻尼 常数 <, 的 比值 , 称 为 阻尼 比 。 阻 尼 比 £ 是 反 
映 阻尼 情况 的 基本 参数 , 它 的 数值 可 以 通过 实测 得 到 。 例 如 ,在 低 阻尼 体系 中 ， 
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如 果 我 们 测 得 了 两 个 振幅 值 v 和 w ,。, 则 由 式 (10 -29) 即 可 推算 出 & 值 ,由 式 
(10 一 24) 吕 确定 阻尼 常数 。 

至 于 >1 的 情形 。 体 系 在 自由 反应 中 仍 不 出 现 振动 现象 。 由 于 在 实际 问 
题 中 很 少 过 到 这 种 情况 , 故 不 作 进 一 步 讨论 

2. 有 阻尼 的 强迫 振动 

有 阻尼 体系 ( 设 s< 1) 承 受 一 般 动力 荷载 F,(1) 时 , 它 的 反应 也 可 表示 为 村 
哈 梅 积分 ,与 无 阻尼 体系 的 式 (10 - 15) 相 似 , 推 导 方法 也 相似 。 

首先 ,由 式 (10- 27) 可 知 ,单独 由 初始 速度 ww,( 初 始 位 移 w 为 零 ) 所 引起 的 
振动 为 


y(t1)=e seisin wt (a) 


由 于 冲 量 S= mw . 故 在 初始 时 刻 由 冲 景 S 引起 的 振动 为 


(b) 

其 次 ,任意 荷载 F,(1) 的 加 载 过 程 可 看 作 由 一 系列 瞬时 冲 量 所 组 成 。 在 由 

(= r fh, = r+ dr 的 时 段 内 荷载 的 微分 冲 量 为 dS= Fi,(r)dr, 此 微分 冲 量 引起 
如 下 的 动力 反应 :对 于 上 >r， 

P(r eo 


dy= aou ° ”sin w, (t-r) (c) 
然后 对 式 (c) 进 行 积分 , 即 得 总 反应 如 下 : 
x(G) = -上 o, 0 sin w(t- r)dr (10-31) 


这 就 是 开始 处 于 静止 状态 的 单 自 由 度 体系 在 任意 荷载 F,(1) 作 用 下 所 引起 的 有 
阻尼 的 强迫 振动 的 位 移 公式 
如 果 还 有 初始 位 移 w 和 初始 速度 we, 则 总 位 移 为 


Wt [sseos o, peat — sn ea ]+ 
F(T) , 
| PU) et osin w(t = cd (10-32) 
ma, 


F idib 3 B t A BL iB 0 AR Bj Fh 0 JE ` 
) 突 加 荷载 F. 
此 时 ,出 式 (10 一 31) 可 得 动力 位 移 如 下 : 当 1>0 时 ， 
xG s ES i e (ew or -sin oi)] (10-33) 
此 式 与 无 阻尼 体系 的 式 (10- 17) 相 对 应 
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根据 式 (10 - 33) 可 作出 动力 位 移 图 如 图 10 - 28 所 示 ( 此 图 可 与 无 阻尼 体系 
的 图 10-20 相对 应 )。 由 图 看 出 ,具有 阻尼 的 体系 在 突 加 荷载 作用 下 ,最 初 所 引 


起 的 最 大 位 移 可 能 接近 静 力 位 移 va = — íf) 2 倍 ,然后 
留 在 静 力 平衡 位 置 上 


后 经 过 衰减 振动 ,最 后 停 


MD 


图 10-28 


(2) 简 谐 荷载 F,(1)= Fsin Ot 
在 式 (10- 22) 中 令 FF,(1)= Fsin 6t , 即 得 简 谐 荷载 作用 下 有 阻尼 体系 的 振 
动 微分 方程 : 
S+ 2g + wi y= Esin Or (10-34) 
首先 , 求 方程 的 特 解 。 设 特 解 为 


y= Asin ĝt + Beos 0 
代入 式 (10- 34) ,可 得 


xE. wi — 0` | 
o mlo 0) + 462 w 0 | 
_F -2éw0 


其 次 , 荐 加 方程 的 齐 次 解 , 即 得 方程 的 全 解 如 下 : 
x(()= le (Cicos w,t + Csin wt)l + | Asin b+Beos ĝt} 
其 中 两 个 常数 C， 和 C, 由 初始 条 件 确定 。 

上 式 的 右边 分 为 两 部 分 (各 用 大 括号 标 出 ), 表 明 体 系 的 振动 系 由 两 个 具有 
不 同 频率 (w, 和 9) 的 振动 所 组 成 。 由 于 阻尼 作用 ,频率 为 o, 的 第 一 部 分 含有 
因子 e ,因此 将 逐渐 衰减 而 最 后 消失 。 频 率 为 9 的 第 二 部 分 由 于 受到 荷载 的 
周期 影响 而 不 衰减 ,这 部 分 振动 称 为 平稳 振动 


第 10 章 结构 动力 计算 基础 


下 面 讨论 平稳 振动 。 任 一 时 刻 的 动力 位 移 可 改 用 下 式 来 表示 : 


y(t)= yesin(8 — a) (10 = 35a) 
其 中 
2 2 
le 
/10 
z(£) 
a= tan I (10 ~ 35b) 


这 里 ,w 表示 振幅 ,y. 表 示 荷 载 最 大 值 F 作用 下 的 静 力 位 移 。 由 此 可 求 得 动力 
系数 如 下 : 


a a 


w 


(10-36) 
上 : 式 表明 ,动力 系数 8 不 仅 与 频率 比值 有关 ,而 且 与 阻尼 比 § 有 关 。 对 于 不 


同 的 值 ,可 夯 出 相应 的 8 与 之 间 的 关系 曲线 ,如 图 10 - 29 所 示 。 
由 图 10 - 29 和 以 上 的 讨论 ,可 得 以 下 几 点 : 
第 一 , 随 着 阻尼 比 £ 值 的 增 大 (在 OSES 1 的 范围 内 ) ,在 图 10 - 29 中 相应 


的 曲线 渐 趋 平缓 ,由 险峻 的 高 山 下 降 为 平 组 的 小 丘 ,特别 是 在 全 = 1 附近 ,B 的 


峰值 下 降 得 最 为 显著 | ' 


第 二 ,在 =1 的 共振 情况 下 , 动 
力 系数 可 由 式 (10- 36) 求 得 


1 
8 于 


如 果 忽 略 阻尼 的 影响 ,在 式 (10 - 37) 
中 令 &-*0, 则 得 出 无 阻尼 体系 共振 时 
动力 系数 趋 于 无 穷 大 的 结论 。 但 是 如 
果 考 虑 阻尼 的 影响 , 则 式 (10 - 37) 中 
的 8 不 为 零 ,因而 得 出 共振 时 动力 系 
数 总 是 一 个 有 限 值 的 结论 。 因 此 ,为 
了 研究 共振 时 的 动力 反应 ,阻尼 的 影 


(10-37) 


HERR AMI. 
B= EBRR, L= 1 


1 共振 


° 10 2.0 3.0 
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时 的 动力 系数 并 不 等 于 最 大 的 动力 系数 B,, ,但 二 者 的 数值 比较 接近 。 利 用 式 
(10 一 36), 求 人 对 参数 人 的 导数 ,并 令 导数 为 堆 , 可 求 出 B 为 峰值 时 相应 的 频率 


(£). 对 于 ¿< 广 的 实际 结构 ,可 得 


万 
[£)= 22 
代入 式 (10 -36), 即 得 
B. Z; b: =. 
= 2 1-8 


由 此 可 见 , 对 于 6+0 的 阻尼 体系 ， 
(£2)#1, Baele, 
但 是 由 于 通常 情况 下 的 & 值 很 小 ,因此 可 近似 地 认为 
0 )~ à 
(£2)~1, Bat, 


第 四 ,由 式 (10 一 35a) 看 出 ,阻尼 体系 的 位 移 比 荷载 滞后 一 个 相位 角 a.a 值 
可 由 式 (10- 3Sb) 求 出 。 下 面 是 三 个 典型 情况 的 相位 角 : 


当 0 时 ,(0<w) ,a 一 0"(y(1) 与 Fr(O) 同 步 ); 


4L] Rt, (Ow), a90"; 
a 


8 oont, (>w) a180 (90) Fo(1) 方 向 相反 )。 


上 述 三 种 典型 情况 的 结果 可 结合 各 自 的 受 力 特点 来 说 明 。 

当 荷 载 频率 很 小 时 (0 科 w) ,体系 振动 很 慢 ,因此 惯性 力 和 阻尼 力 都 很 小 , 动 
荷载 主要 与 弹性 力 平衡 。 由 于 弹性 力 与 位 移 成 正比 ,但 方向 相反 , 故 荷载 与 位 移 
基本 上 是 同步 的 。 

当 荷 载 频率 很 大 时 (90 沪 w) ,体系 振动 很 快 ,因此 惯性 力 很 大 ,弹性 力 和 阻尼 
力 相对 说 来 比较 小 , 动 荷载 主要 与 惯性 力 平衡 。 由 于 惯性 力 与 位 移 是 同 相 位 的 ， 
因此 荷载 与 位 移 的 相位 角 相差 180", 即 方向 彼此 相反 。 

当 荷 载 频率 接近 自 振 频率 时 (0~w),y(:) 与 Fo(1) 相 差 的 相位 角 接近 90"。 
因此 , 当 荷 载 值 为 最 大 时 ,位移 和 加 速度 接近 于 零 ,因而 弹性 力 和 惯性 力 都 接近 
于 零 ,这 时 动力 荷载 主要 由 阻尼 力 相 平衡 。 由 此 可 见 ,在 共振 情况 下 ,阻尼 力 起 
重要 作用 , 它 的 影响 是 不 容 忽略 的 。 
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在 工程 实际 中 ,很 多 问题 可 以 简化 成 单 自由 度 体系 进行 计算 ,但 也 有 一 些 问 
题 不 能 这 样 处 理 。 例 如 ,多 层 房屋 的 侧 向 振动 ,不 等 高 排 架 的 振动 等 都 要 当成 多 
自由 度 体系 进行 计算 。 按 建立 运动 方程 的 方法 ,多 自由 度 体系 自由 振动 的 求解 
的 方法 有 两 种 :刚度 法 和 柔 度 法 。 刚 度 法 是 从 平衡 方程 出 发 建立 基本 微分 方程 ， 
柔 度 法 从 位 移 协 调 方 程 出 发 建立 基本 微分 方程 。 本 节 只 讨论 两 个 自由 度 体系 的 
自由 振动 问题 。 

1. 刚度 法 

图 10 - 30a 所 示 为 一 具有 两 个 集中 质量 的 体系 ,具有 两 个 自由 度 。 现 按 刚 
度 法 推导 无 阻尼 自由 振动 的 微分 方程 。 

取 质 量 m, 和 om, 作 隔 离 体 ,如 图 10 - 30b 所 示 。 隔 离 体 m, 和 om, 所 受 的 
力 有 下 列 两 种 : 

1) 惯性 力 一 wy 和 -may ,分别 与 加 速度 v, 和 v, 的 方向 相反 。 

2) 弹性 力 r, 和 ,分别 与 位 移 y, 和 y; 的 方向 相反 。 

根据 达 朗 伯 原 理 , 可 列 出 平衡 方程 如 下 : 


mib tri =0] 


my + r, =0 j @) 

弹性 力 ror 是 质量 mom, 与 结构 之 间 的 相互 作用 力 。 图 10 - 30b 中 的 

.是 质点 受到 的 力 , 图 10-30 中 的 r r 是 结构 所 受 的 力 , 二 者 的 方向 彼 

此 相反 。 在 图 10 - 30c 中 ,结构 所 受 的 力 rir; 与 结构 的 位 移 y, 、v, 之 间 应 满 
是 刚度 方程 : 


a) yA) 


aA 


图 10 30 
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ri=kuy +kuy 


= kay t kas; Í Ba 
这 里 ,&, 是 结构 的 刚度 系数 (图 10 - 30d)。 例 如 ,A,: 是 使 点 2 沿 运动 方向 产生 
单位 位 移 (点 1 位 移 保持 为 零 ) 时 在 点 1 需 施加 的 力 。 
将 式 (b) 代 入 式 (a) ,可 得 
mi lt) + kayi (t) +k y(t) =01 
m9) tkani (t) + kay(t) =0f 
这 就 是 按 刚 度 法 建立 的 两 个 自由 度 无 阻尼 体系 的 自由 振动 微分 方程 。 
下 面 求 微分 方程 (10 ~ 38) 的 解 。 与 单 自由 度 体 系 自 由 振动 的 情况 一 样 ,这 
里 也 假设 两 个 质点 为 简 谐振 动 , 式 (10- 38) 的 解 设 为 如 下 形式 : 
y(t)= Yisin(et + a)]| 
y, (t) = Y;sin(ot + a) Í 
上 式 所 表示 的 运动 具有 以 下 特 
1) 在 振动 过 程 中 ,两 个 
Y, 是 位 移 幅 值 。 
2) 在 振动 过 程 中 ,两 个 质点 的 位 移 在 数值 上 随时 间 而 变化 ,但 二 者 的 比值 
始终 保持 不 变 , 即 


(10-38) 


(c) 


具有 相同 的 频率 w 和 相同 的 相位 角 a, Y, 和 


sO Y 


将 式 (c) 代 和 人 式 (10- 38) ,消去 公 因 子 sin( wt + a) 后 ,得 
(ku wm) YY, tk Y=0) 
ka Yi t (ks -wma)Y,=0| 
上 式 为 Yi Y: 的 齐 次 方程 , Y= Y, = 0 虽然 是 方程 的 解 , 但 它 相应 于 没有 发 生 
振动 的 静止 状态 。 为 了 要 得 到 Y, Y: 不 全 为 零 的 解答 ,应 使 其 系数 行列 式 为 
零 , 即 


(10-39) 


m -w° m, kv 
D= , |=0 (10 — 40a) 
ka ky — wi m, 
上 式 称 为 频率 方程 或 特征 方程 ,用 它 可 以 求 出 频率 wo 
将 上 式 展开 : 
(ku wm kozo m) -kok =0 (10 - 40b) 
整理 后 ,得 


nk koku 


mim; 


s =0 


m, m; 
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ERE o 的 二 次 方程 ,由 此 可 解 出 w 的 两 个 根 : 


Sai (+ ËJ, fa (Pn kn \ | _ kukn -kok 
eN ml NAA m m] 


mim; 

(10-41) 
可 以 证 明 这 两 个 根 都 是 正 的 。 由 此 可 多 ,具有 两 个 自由 度 的 体系 共有 两 个 自 振 
频率 。 用 o, 表示 其 中 最 小 的 圆 频率 , 称 为 第 一 圆 频 率 或 基本 圆 频率 。 另 一 个 
频率 o, 称 为 第 二 圆 频率 。 

求 出 自 振 圆 频率 o, 和 o, 之 后 ,再 来 确定 它们 各 自 相 应 的 振 型 。 

将 第 一 圆 频率 o, 代入 式 (10 - 39)。 由 于 行列 式 D=0, 方 程 组 中 的 两 个 方 
程 是 线性 相关 的 ,实际 上 只 有 一 个 独立 的 方程 。 由 式 (10 - 39) 的 任 一 个 方程 可 
求 出 比值 Y,/Y; ,这 个 比值 所 确定 的 振动 形式 就 是 与 第 一 圆 频率 o, 相对 应 的 
振 型 , 称 为 第 一 振 型 或 基本 振 型 。 例 如 ,由 式 (10 - 39) 的 第 一 式 可 得 

Yi kr 
Ya kn oim, 
这 里 , Y 和 Y. 分 别 表示 第 一 振 型 中 质点 1 和 2 的 振幅 。 
同样 ,将 o, 代入 式 (10- 39) ,可 以 求 出 Y, Y, 的 另 一 个 比值 。 这 个 比值 所 
确定 的 另 一 个 振动 形式 称 为 第 二 振 型 。 例 如 , 仍 由 式 (10 39) 的 第 一 式 可 得 
Yk Kii 
Ya — ku oim, 
这 里 , Ye 和 Y: 分 别 表 示 第 二 振 型 中 质点 1 和 2 WRA 
上 面 求 出 的 两 个 振 型 分 别 如 图 10 - 31b.c 所 示 。 


(a) 


(10 - 42a) 


(10 - 42b) 


(c) 


第 - 主 振 型 ,基本 频率 o，。 MERMA ME o 
图 10-31 


两 个 自由 度 体系 如 果 按 某 个 主 振 型 自由 振动 时 ,由 于 它 的 振动 形式 保持 不 
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变 ,因此 这 个 两 个 自由 度 体 系 实际 上 是 像 一 个 单 自 由 度 体 系 那样 在 振动 。 两 个 
自由 度 体系 能 够 按 某 个 主 振 型 自由 振动 的 条 件 是 :初始 位 移 和 初始 速度 应 当 与 
此 主 振 型 相对 应 。 

在 一 般 情形 下 ,两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 可 看 作 是 两 种 频率 及 其 主 振 型 
的 组 合 振动 , 即 

xi(4)=A,Yusin(e,t +a,)+ A; Ynsin(w,t + a;)] 
y(t)= A, Yasinlw,t + a,) + As Yasin(ost + az) | 

这 就 是 微分 方程 (10 - 38) 的 全 解 。 其 中 两 对 待定 常数 A, .a, 和 A, a 可 由 初 
始 条 件 来 确定 。 

从 上 面 的 讨论 中 可 归纳 出 几 点 : 

第 一 ,在 两 个 (或 多 个 ) 自 由 度 体系 自由 振动 问题 中 ,主要 问题 是 确定 体系 的 
全 部 自 振 频 率 及 其 相应 的 主 振 型 。 

第 二 ,两 个 (或 多 个 ) 自 由 度 体系 的 自 振 频 率 不 止 一 个 ,其 个 数 与 自由 度 的 个 
数 相等 。 自 振 频 率 可 由 特征 方程 求 出 。 

第 三 ,每 个 自 振 频 率 有 自己 相应 的 主 振 型 。 主 振 型 就 是 多 自由 度 体 系 能 够 
按 单 自 由 度 振动 时 所 具有 的 特定 形式 。 

第 四 ,与 单 自由 度 体系 相同 ,多 自由 度 体系 的 自 振 频 率 和 主 振 型 也 是 体系 本 
身 的 固有 性 质 。 由 式 (10- 41) 看 出 , 自 振 频率 只 与 体系 本 身 的 刚度 系数 及 其 质 
量 的 分 布 情形 有 关 ,而 与 外 部 荷载 无 关 。 

例 10-4 10- 32a 所 示 两 层 刚 架 ,其 横梁 为 无 限 刚性 。 设 质量 集中 在 楼 
层 上 ,第 一 .二 层 的 质量 分 别 为 mi 、m,。 层 间 侧 移 刚 度 分 别 为 , 、k,, 即 层 间 产 
生 单 位 相对 侧 移 时 所 需 施 加 的 力 , 如 图 10 - 32b 所 示 。 试 求 刚 架 水 平 振动 时 的 
自 振 频 率 和 主 振 型 。 

解 由 图 10-32c 和 d 可 求 出 结构 的 刚度 系数 如 下 : 

kn=kitk,, ka=- kh, 
k= -ks, kn=k, 
将 刚度 系数 代入 式 (10 - 40b) ,得 
(k. tk; o) mi)(ks -w° ms) -k=0 (a) 

分 两 种 情况 讨论 : 

O “m = m,=m,k = k,= kB, 

此 时 式 (a) 变 为 


(2k-w°m)(k-o°m)- k’ =0 
由 此 求 得 


|= o.a 9 Ë 
A 2 m 
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两 个 频率 为 
f 
Nm 


k 
m 


w, = 0.618 03 


w, = 1.618 03Y 


求证 振 型 时 ,可 由 式 (10 - 42a) 和 (10 一 42b) 求 出 振幅 比值 ,从 而 画 出 振 
型 图 


第 一 主 振 型 : 


第 二 主 振 型 : FF 
两 个 主 振 型 如 图 1 3 所 示 。 
© Gm = nm k= nk, 时 , 
此 时 式 (a) 变 为 


[(n + DR ~ wi nm, 


出 此 求 得 
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代入 式 (10- 42a) 和 (10 - 42b) ,可 求 出 主 振 型 ; 


+A/ n+ 下 (b) 
如 n=90 时 


由 上 可 见 , 当 顶 部 质量 和 刚度 突然 变 小 时 ,顶部 位 移 比 下 部 位 移 要 大 很 多 。 
建筑 结构 中 ,这 种 因 顶 部 质量 和 刚度 突然 变 小 ,在 振动 中 引起 巨大 反响 的 现象 ， 
有 时 称 为 鞭 梢 效应 。 地 震 灾害 调查 中 发 现 ,屋顶 的 小 阁楼 ,女儿 墙 等 附属 结构 物 
破坏 严重 ,就 是 因为 顶部 质量 和 刚度 的 突变 ,由 鞠 梢 效应 引起 的 结果 。 

2. 柔 度 法 

现在 改 用 柔 度 法 来 讨论 两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 问题 。 仍 以 图 10 - 34a 
所 示 两 个 自由 度 的 体系 为 例 进行 讨论 。 

按 柔 度 法 建立 自由 振动 微分 方程 时 的 思路 是 :在 自由 振动 过 程 中 的 任 一 时 
At, 质量 mom 的 位 移 y(t), y(t) 应 当 等 于 体系 在 当时 惯性 力 
一 mi 了 4(t)、 一 ms3(t) 作 用 下 所 产生 的 静 力 位 移 。 据 此 可 列 出 方程 如 下 : 

x (t)= -mis (t)Əa — m$: (t) 0 

x:(t)= - m, Yı (t)ó, 一 和 
这 里 ,6 是 体系 的 柔 度 系数 ,如 图 10 - 34b 所 示 。 这 个 按 柔 度 法 建立 的 方程 可 
与 按 刚度 法 建立 的 方程 (10 - 38) 加 以 对 照 。 


(10-43) 
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下 面 求 微分 方程 (10- 43) 的 解 。 仍 设 解 为 如 下 形式 : 
(t= Ysin(w +a) 
y(t)= ta 

这 里 ,假设 多 自由 度 体系 按 某 一 主 振 型 像 单 自由 度 体系 那样 作 自由 振动 , Y， 和 

Y; 是 两 质点 的 振幅 (图 10- 34c)。 由 式 (a) 可 知 两 个 质点 的 惯性 力 为 


- mi (t)= mie? Ysin( wt + a)] 


gunu, . (b) 
= m,y: (4)= m,w Y;sin( wt + af 
BADE BIA JETE JJ J 08 (8 9 
em Yi, wm, Y, 
将 式 (a) 和 (b) 代 入 式 (10 ~ 43) ,消去 公 因 子 sin(wt + a) 后 ,得 
Y=(w m, Y,)ðn + (ow we 
3 : (10-44) 
Y= (wm Y,)ðn + (w° m; Y) 


上 式 表明 , 主 振 型 的 位 移 焉 值 (Y,、Y;) 就 是 体系 在 此 主 振 型 惯性 力 幅 值 
(w° m, Yi vw m3Y;) 作 用 下 所 引起 的 静 力 位 移 , 如 图 10 一 34c 所 示 。 
式 (10 一 44) 还 可 写成 


(um, = >) Y,+ pm, Y, =o] 
Saum, Y, + [95 -4)y:=0] 
为 了 得 到 Y, 、Y, 不 全 为 零 的 解 ,应 使 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
am - Sema 


= =0 
P= 
| 


六 
w 
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这 就 是 用 柔 度 系数 表示 的 频率 方程 或 特征 方程 ,由 它 可 以 求 出 两 个 频率 o, 
M wo 


将 上 式 展 开 : 


[sanh (Buma i) -amam =0 


设 
X= 十 
则 上 式 化 为 一 个 关于 A 的 二 次 方程; 


à? - (Ón m, +n m)À t (Qon mim, dumm)=0 
由 此 可 以 解 出 A 的 两 个 根 : 


(Sum, +y m) ty (nm, + nm) 4063 ndn) m, m 
ii 


2 
(10-45) 
于 是 求 得 圆 频率 的 两 个 值 为 
EE a zak 
MAS S M 
下 面 求 体系 的 主 振 型 。 将 w= w, 代入 式 (c) ,由 其 中 第 一 式 得 
Y Bn m 
y=- (10 -= 46a) 
Yx Sm ~y 
同样 ,将 w= ws 代入 ,可 求 出 另 一 比值 
Yo _ _ um 有 
eT (10-46b) 


Sum -4 
w3 
例 10-5 试 求 图 10 - 35a 所 示 等 截面 简 支 梁 的 自 振 频 率 和 主 振 型 。 设 梁 
在 三 分 点 1 和 2 处 有 两 个 相等 的 集中 质量 m o 
解 ” 先 求 柔 度 系数 。 为 此 , 作 M, M, 图 如 图 10 - 35b、c 所 示 。 由 图 乘法 
求 得 
41° 


ôu = ò» = 743E 
EEE i 
ô= ôn = 4g6ET 
然后 代 人 式 (10- 45) ,得 
15 mi? 


A = (ón + On) m= 486 ET 
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ee 
$! 


(6) 及 图 1 
1 
图 10-35 
FA _ 1 m? 
A, = (ó, 6 ) m= 486 ET 
从 而 求 得 两 个 自 振 圆 频率 如 下 : 
SS 31 可 
Maa m? 
最 后 求 主 振 型 。 由 式 (10 -46a、b) ,得 


Y, 


第 一 个 主 振 型 是 对 称 的 (图 10 — 36a) ,第 二 个 主 振 型 是 反对 称 的 (图 10-36b)。 
主 振 型 是 对 称 的 和 反对 称 的 ,这 是 对 称 体系 振动 的 一 般 规律 。 

3. 主 振 型 的 正 交 性 

现在 说 明 主 振 型 之 间 的 一 些 重要 特性 ( 正 交 性 质 或 正 交 关 系 )。 这 些 特性 在 
动力 分 析 中 是 非常 有 用 的 。 现 以 图 10 - 37 所 示 体 系 的 两 个 主 振 型 为 例 来 说 明 。 

图 10 - 37a 为 第 一 主 振 型 ,频率 为 o, ,振幅 为 ( Yu . Y, ) ,其 值 正好 等 于 相 
应 惯性 力 (wi mi Yu wi ms Yx ) 所 产生 的 静 位 移 。 

图 10- 37b 为 第 二 主 振 型 ,频率 为 w, ,振幅 为 (Y,,、Y,,), 其 值 正好 等 于 相 
应 惯性 力 (wim, Yi 、wim;Y») 所 产生 的 静 位 移 。 


§10-5 两 个 自由 度 体 系 的 自由 振动 


469 


(a) 第 一 振 型 


图 10-36 


图 10-37 


对 上 述 两 种 静 力 平衡 状态 应 用 功 的 互 等 定理 ,可 得 
(elm Yn) Yt (wim Yn) Ys = (om Yn) Yn + (wim Yn) Ya 
移 项 后 ,可 得 
(wi -wi)(m Yu Ye t m; Yn Yxn)=0 
WMR wHo MA 
m, Ya Yo + m Yn Yn=0 
上 式 就 是 两 个 主 振 型 之 间 存 在 的 第 一 个 正 交 关 系 。 


(a) 
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$10-6 两 个 自由 度 体系 在 简 谐 荷载 下 的 强迫 振动 


1. 刚度 法 


仍 以 图 10 - 38 所 示 两 个 自由 度 的 体系 为 例 ,在 动力 荷载 作用 下 的 振动 方 
程 为 


mipi(t)+tkayi(t)+koy: (t)= Fon(t)) 
my) t kayi C) t kayt) = Fr C) f 
(10-47) 
与 自由 振动 的 方程 (10 - 38) 相 比 ,这 里 只 多 了 和 荷载 项 
Falt) Fn(t)o 
如 果 荷 载 是 简 谐 荷载 , 即 
Fn (1)= Fnmsin 8t) 


P . (a) 
Faz) = Fasin 6 Í 

则 在 平稳 振动 阶段 ,各 质点 也 作 简 谐振 动 : 
y(t) = Yisin 0] 本 


y1) = Y;sin bef 


将 式 (a) 和 (b) 代 入 式 (10 - 47), 消 去 公 因子 sin 后 ,得 U 0 38 
(ka Om) Y, + koa Y,= Fn | 
ka Yi t (ko = 02,) Y, = Fa Í 
由 此 可 解 得 位 移 的 幅 值 为 
Y, =p. v, = p: (10—48) 
式 中 


Do = (ku — Om) (ks - 01) — kk 
D,=(k» - 0 m)Fn - k: Fa (10-49) 
D,= -ky Fn t lka- O m )Fn 
将 式 (10- 48) 的 位 移 幅 值 代 回 式 (b) , HEE A t 的 位 移 。 
式 (10-49) 中 的 D, 与 式 (10 - 40a) 中 的 行列 式 D 具有 相同 的 形式 ,只 是 
D 中 的 w 换 成 了 D, 中 的 9。 因 此 ,如 果 荷 载 频率 9 与 任 一 个 自 振 频率 o, o, 
重合 , 则 
D, =0 
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当 D, .D, 不 全 为 零 时 , 则 位 移 幅 值 即 为 无 限 大 ,这 时 即 出 现 共振 现象 。 

例 10-6 设 例 10-4 中 的 图 10 - 32a 所 示 刚 架 在 底层 横梁 上 作用 简 谐 荷 
R F, (ti)= Fisin Qt( 图 10 一 39)。 试 画 出 第 一 、 二 层 模 梁 的 振幅 Y, Y, 与 荷 
载 频率 0 之 间 的 关系 曲线 。 设 mm = ms = m ,ki = 人: 一人。 

解 ”刚度 系数 为 

kiak tik o; ham bue S kas ka 
荷载 幅 值 为 

Fun=Fr，Fn=0 

代入 式 (10-49) 和 (10 - 48) , 即 得 


_ (k, 02 m,)F, 
SD | 
_ k. Fe 
RSD; | 
AR 图 10-39 
D,=(+A -0 m,)(kı -6 m,)-k} (b) 
再 令 m =m =m,k, =k, = 人 , 则 得 
k- mp) F, 
Da | (c) 
y, = Ex Í š 
> D, 
其 中 
D,=(2k- 0 m)(k -0 m) - k? (d) 


将 式 (d) 与 例 10 - 4 中 的 特征 方程 相 比 ,可 知 (这 里 ,主要 是 为 了 下 面 讨论 共 
振 现象 的 方便 页 引 和 人 此 相 比 关系 的 ): 
D, = m° 0° -3km + k? = m` (0 — wi)(0 — wi) 
其 中 两 个 频率 o, 和 o, 已 由 例 10 - 4 中 求 出 : 


-BDk pB 
š z m’ š = m 
因此 式 (c) 可 写成 ， 
m (1z) | 
A A n 
PAA] š 
yoti a l u 
本 
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图 10 -40 所 示 为 振幅 参数 y, ry, 2 与 荷载 频率 参数 9 人 /大 之 间 的 关系 
曲线 。 

由 图 看 出 , 当 0=0.618V E =o 和 0=1.618 £= 时 , Y, A Y, 趋 
于 无 穷 大 。 可 见 ,在 两 个 自由 度 的 体系 中 ,在 两 种 情况 下 (0= o, 和 0 = ws) 可 能 
出 现 共振 现象 

讨论 ;本题 当 全 -= o 时 ,由 式 (a) 和 (b) 可 知 : 


F, 
Y,=0, Y,=-Z 


这 说 明 ,在 图 10 - 41a 的 结构 上 ,附加 以 适当 的 maka 系统 (图 10 - 41b) ,可 以 
消除 m, 的 振动 ,这 就 是 动力 吸 振 器 的 原理 ,设计 吸 振 器 时 ,可 先 根据 m; 的 许 


l Sma 一 全 确定 m, 的 值 。 


(b) _y, 


(2) i i 
2 
' 
ol 
-1 
-2 
-3 
图 10-40 
oe 
(a) Fpsin 0t (b) Fesin 0 
< — 


图 10-41 
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2. FRÈ 

图 10 ~- 42a 所 示 两 个 自由 度 的 体系 , 受 简 谐 荷载 作用 ,在 任 一 时 刻 ,质点 
1.2 的 位 移 y, 和 y ,可 以 由 体系 在 惯性 力 - m y, . - m; 3; 和 动力 荷载 共同 作 
用 下 的 位 移 ,通过 登 加 写 出 (图 10 — 42b) 


Fpsin Of 
O PE 228 


d 1 2 


y= md) t ( - my) d+ Aisin Ot | 
y, = (— mi 9, )8x + ( — ms 9s)Ə, + Aysin 0t f 
式 中 Ap 、A2p 为 荷载 幅 值 在 质点 1.2 产生 的 静 力 位 移 。 


也 可 以 写 为 
mi Yin t myn + yı = Asin ór ] 
mi 6s t m, 920 + y, = Asin Ot | 人 
设 平 稳 振 动 阶段 的 解 为 
y(t)= Yisin ór ] 
yi(t)= Y;sin af (a) 
将 式 (a) 代 入 式 (10 - 50) ,消去 公 因子 sin b 后 ,得 
(mb6 —1) Y, t m,0 nY, t AP =0) 
z: h (10-51) 
m, ôn Y, t (m0 ôn r y 
由 此 可 解 得 位 移 的 幅 值 为 
D, -D m 
Ype YD 0-52) 
式 中 
= | 
D,= 
mO ön (m06»,—1) 
-âp m30° ôn | | 
D= 0-53) 
一 Am 20 6» - 1) 
(m à - 1) ( -Anr) 
D,= š 
` m0? n (- Ax) 


式 (10-53) 中 的 D, 与 自由 振动 中 的 行列 式 D 具有 相同 的 形式 ,只 是 中 
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BJ o RRT D, 中 的 9。 因此 , 当 荷 载 频 率 9 与 任 一 个 自 振 频 率 w, o 相等 时 ， 
MD D, =0。 当 D,D, 不 全 为 零 时 ,位 移 幅 值 将 趋 于 无 限 大 , 即 出 现 共 振 。 
在 求 得 位 移 幅 值 Y, Yo 后 ,可 得 到 各 质点 的 位 移 和 惯性 力 。 


位 移 : v(t)= Y sin 0 
y: (2)= Y;sin @# 
WEH: = mı (4)= m, 8 Ysin Ot 


— m9 (t) = m, 0 Y;sin Ot 

因为 位 移 ,惯性 力 和 动力 荷载 同时 到 达 幅 值 , 动 内 力也 在 振幅 位 置 到 达 幅 
值 。 动 内 力 幅 值 可 以 在 各 质点 的 惯性 力 幅 值 和 动力 荷载 幅 值 共同 作用 下 按 静 力 
分 析 方 法 求 得 。 如 任 一 截面 的 变 矩 幅 值 ,可 出 下 式 求 出 : 

M(t) = MI +M,1, + M, 

式 中 d, 分 别 为 质点 1.2 的 惯性 力 幅 值 ; 

M, M, 分 别 为 单位 惯性 力 1, = 1.1. =1 作 用 时 , 任 一 截面 的 弯 矩 值 ; 

M, 为 动力 荷载 幅 值 静 力 作用 下 同一 截面 的 恋 矩 值 。 

例 10-7 RE 10 - 43a 所 示 体 系 的 动 位 移 和 动 弯 矩 的 幅 值 图 。 已 知 : 
= 三 ,El = 常数 .9=0.6 wo 


FpsinOt R 
(a) (b) 
2 m, A 4 1 2 
- 1 ” 


人 4 一 -| í 二 | 二 4 = 过 2 l 4F, l: 9F, 


d 
t) c ' 
和 sS 
0.025 16 r 0.02306 7E- 203 SP 
0.3173Fpl 
图 10-43 


解 (1) 例 10-S 中 已 求 出 柔 度 系 数 和 基本 频率 


所 以 


El 
ml 


0=0.6 w=3.415 
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(2) Æ M, 图 ,与 例 10- 5 中 的 M, M, 图 乘 ,得 


4Fpl’ _ TF, 


Mr = 343E1’ 4 一 156ET 


(3) 计算 D,、D, 和 D, 
mi = m, 0° = 11.66 PL 
(m, n1) mòn 
m? òn (m30°6» - 1) 
-Arp mO ôn 
-Ap (m0°6»—1) 
(m Pau 1 t= Ay 
mi òn CAd) 


| =0.624 7 


P 
D,= ET 


=0.01572 


又 E 


(4) 计算 位 移 幅 值 


D, _ 0.015 72 Fpl? rel 
Fi 


D, 0.624 7E 一 0.025 16 


D, _ 0.014 40 Fpl? En 
D, 0.624 7 Er 0.023 06 


位 移 幅 值 图 如 图 10 -43c 所 示 。 
(5) 计算 惯性 力 幅 值 


Y,= 


1, =m 0° Y, = 11.66 PL x0.025 16 BL =0. 293 4 F, 


I, = m, 0) Y, = 11.66 2 023 06 EÈ 


-Er 70-268 9 F, 
(6) 计算 质点 1.2 的 动 弯 矩 幅 值 


体系 所 受 动力 荷载 及 惯性 力 的 幅 值 ,如 图 10 - 43b 所 示 。 据 此 可 求 出 反 力 


及 弯 矩 幅 值 。 
弯 矩 幅 值 图 ,如 图 10 - 43d 所 示 。 
(7) 计算 质点 1 的 位 移 BEHRA 


EI 
3 
y, 0.025 16 Erk 
šita Er, 
B. = pa = 1.529 
1 p 
0.016 46 -下 六 
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由 此 可 见 ,在 两 个 自由 度 体系 中 ,同一 点 的 位 移 和 弯 矩 的 动力 系数 是 不 同 的 , 即 
没有 统一 的 动力 系数 ,这 是 与 单 自 由 度 体系 不 同 的 。 


$10-7 小 结 


本 章 是 结构 力学 课程 教学 基本 要 求 的 必修 内 容 。 

首先 ,讨论 单 自由 度 体系 的 振动 问题 。 在 自由 振动 中 ,强调 了 自 振 周期 的 不 
同 表现 形式 和 它 的 一 些 重要 性 质 。 在 强迫 振动 中 , 先 讨论 简 谐 荷载 ,后 讨论 一 般 
荷载 。 一 般 动力 荷载 的 影响 是 按照 自由 振动 . 冲 量 的 影响 、 强 人 迫 振 动 的 顺序 , 主 
要 利用 力学 概念 进行 推导 ,从 而 更 清楚 地 了 解 它们 之 间 的 相互 关系 。 同 时 ,结合 
几 种 重要 的 动力 荷载 ,讨论 了 结构 的 动力 反应 的 一 些 特点 ,与 静 力 荷载 进行 了 比 
较 。 例 如 ,通过 对 突 加 荷载 和 线性 渐 增 荷载 的 讨论 ,总结 出 静 力 荷载 与 动力 荷载 
的 划分 标准 等 。 单 自由 度 体系 的 计算 是 本 章 的 基础 。 因 为 实际 结构 的 动力 计算 
很 多 是 简化 为 单 自由 度 体系 进行 计算 的 。 此 外 ,多 自由 度 体系 的 动力 计算 问题 
也 可 归结 为 单 自由 度 体系 的 计算 问题 。 因 而 ,对 这 一 部 分 仍 应 进行 一 定 的 练习 ， 
以 求 切实 掌握 。 

其 次 ,讨论 两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 。 先 说 明了 两 个 自由 度 体系 按 单 自 
由 度 振动 的 可 能 性 ,并 由 此 在 自由 振动 中 引出 了 主 振 型 的 概念 。 在 强迫 振动 中 ， 
只 讨论 了 简 谐 荷载 作用 的 情况 。 在 这 一 部 分 中 ,同时 介绍 了 刚度 法 和 季度 法 ,二 
者 各 有 其 特点 ,殊途同归 。 讲 授 和 学 习 时 ,可 以 一 种 方法 为 主 。 

在 学 习 时 ,可 以 进行 一 些 对 比 以 加 深 了 解 。 例 如 ,动力 计算 与 静 力 计算 的 比 
较 ,结构 静 力 特 性 与 动力 特性 的 比较 , 单 自由 度 体系 与 两 个 自由 度 体系 在 计算 和 
性 能 方面 的 异同 ,结构 动力 计算 与 稳定 计算 ( 见 本 书卷 开 第 15 章 ) 的 相似 性 ( 特 
征 方程 和 特征 值 , 主 振 型 与 失 稳 形 式 ,能 量 解法 ) 等 。 

可 以 使 用 一 些 简易 的 模型 表演 ,以 加 深 学 生 对 结构 动力 影响 的 理解 与 认识 。 


$10-8 思考 与 讨论 


$10-1 思考 题 
10-1 结构 动力 计算 与 静 力 计算 的 主要 区 别 是 什么 ? 
10-2 本 章 $10- 1 中 自由 度 概念 与 第 2 章 中 的 自由 度 概 念 有 何 异同 ? 
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10-3 采用 集中 质量 法 ,广义 坐标 法 和 有 限 元 法 都 可 使 无 限 自由 度 体系 简化 为 有 限 自 
由 度 体系 ,它们 所 采用 的 手法 有 何不 同 ? 


$10-2 思考 题 
10-4 在 建立 图 示 振动 微分 方程 时 ,如 考虑 重力 的 影响 ,动力 位 移 的 方程 有 无 改变 ? 
(a) (b) < 


思考 题 10- 4 图 


10-5 计算 图 示 体系 的 自 振 频率 时 ,可 否 直接 应 用 式 (10 - 10) ,得 到 w= 
这 样 计算 对 不 对 ? 为 什么 ? 

讨论 :因为 梁 E1 = o ,这 是 一 个 单 自 由 度 体系 ,除了 E= 
梁 端 集中 质 基 外 还 有 杆 的 均 布 质量 页 ,质量 的 运动 形 i 
态 是 怎样 的 ? 建议 读者 根据 此 体系 的 运动 形态 写 出 振动 EE 
方程 ,从 而 求 出 自 振 频率 。 

10-6 为 什么 说 自 振 周 期 是 结构 的 固有 性 质 ? Ç 思考 题 10- 5 图 
与 结构 哪些 固有 量 有 关 ? 

10-7 为 了 计算 自由 振动 时 质点 在 任意 时 刻 的 位 移 ,除了 要 知道 质点 的 初始 位 移 和 初 
始 速度 之 外 ,还 需要 知道 些 什么 ? 

$10-3 思考 题 

10-8 什么 称 为 动力 系数 ? 动力 系数 的 大 小 与 哪些 因素 有 关 ? 单 自由 度 体系 位 移 的 动 
力 系数 与 内 力 的 动力 系数 是 否 一 样 ? 

10-9 在 杜 哈 梅 积分 中 时 间 变 量 r 与 + 有 什么 区 别 ? 怎样 应 用 杜 哈 梅 积分 求解 任意 动 
力 荷载 作用 下 的 动力 位 移 问题 ? 简 谐 荷载 下 的 动 位 移 可 以 用 社 哈 梅 积分 求 吗 ? 

10- 10 ”如何 结 合 杜 哈 梅 积分 这 个 具体 实例 进一步 理解 “ 登 加 法 "和 * 由 特殊 到 一 般 "的 
分 析 方法 ? 

10-11 在 图 10-15 和 图 10- 24 中 , 何 时 出 现 8-1 的 情况 ?由 此 如 何 理解 下 述 结论 : 
“随时 间 变 化 很 慢 的 动力 荷载 实际 上 可 看 作 静 力 荷载 "。 这 里 "很 慢 " 的 标准 是 什么 ? 

10-12 单 自由 度 体系 动力 荷载 作用 点 不 在 体系 的 集中 质量 上 时 ,动力 计算 如 何 进行 ? 
此 时 ,体系 中 各 基 的 动力 系数 是 否 仍 是 一 样 的 ? 

讨论 :动力 荷载 Fv(t) 作 用 点 不 在 体系 质量 上 ,动力 分 析 仍 可 利用 刚度 法 或 柔 度 法 进行 。 

(a) 刚度 法 
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研究 图 a 所 示 单 自由 度 体 系 , 动 力 荷载 的 作用 点 不 在 质 直 上 。 如 在 质点 1 处 加 水 平 支 
杆 , 约 束 点 上 的 位 移 , 此 时 质量 不 产生 运动 .无 惯性 力作 用 .可 按 静 力 方法 求 得 支 杆 1 中 的 反 
H rw Fe(t), 如 图 b 所 示 。 将 图 b 中 的 rr Fr(1) 反 方向 作用 , 即 为 动力 荷载 Fr(r) 对 质点 1 
的 作用 力 ,如 图 所 示 。 了 到 质 基 m 为 隔离 体 , 如 图 d 所 示 , 写 平衡 方程 有 


-2934ny+rnrFe(D)=0 


© i F ®© 
1 


思考 题 10- 12 图 


即 

m$ t kuy= rinF,(t) (a) 
式 (a) 就 是 动力 荷载 作用 点 不 在 质量 上 作用 时 的 强迫 振动 的 运动 方程 。 式 中 ri, 为 单位 力 
Folt) = MERARI y=0) 时 ,给 质量 m 的 沿 运 动 方向 的 力 , rir Fop(1) 为 动力 荷载 F(t) 给 
Mht m 的 等 效 作 用 力 。 


a o = EL ROEN 


D+ aè y= ER) (b) 
由 杜 哈 梅 积分 ,平稳 阶段 的 解 为 


rw 
mw, 


当 动 力 荷 载 Fele) = Fsin ór 时 , 亦 可 由 式 (b) 直 接 求 解 。 
(b) FEX 
取 图 a 整体 为 研究 对 象 .质点 位 移 y 由 惯性 力 - my 和 动力 荷载 F,(1) 共 同 产生 , 即 
y(t) = - myðn + Bn Fp(1) (c) 
式 中 ôH Fole) = 1 作用 时 治 质量 1 运动 方向 产生 的 位 移 ,6ir Fr(t) 为 动力 荷载 F,(t) 引 起 
的 质 莽 1 处 的 位 移 。 


EOE ENOL E] 


ID) = ZES Fole)sin wlr = rdr 


stay ÀE FO) (d) 


式 中 SF,(1) 为 动力 共 载 Fu(1) 给 质量 的 等 效 作用 力 。 
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由 杜 哈 梅 积分 ,平稳 阶段 的 解 为 
yG) = Ba maf os w(t — r)dr 

当 动 力 荷载 为 简 谐 荷 载 时 ,Fo(1) = Fsin 891 , 亦 可 由 式 (d) 直 接 求解 。 

(c) 建议 读者 自选 一 个 动力 荷载 不 作用 在 体系 的 质量 上 的 小 题 ,自己 分 析 一 下 ,看 此 时 
位 移 的 动力 系数 与 内 力 的 动力 系数 是 否 一 样 ,各 截面 内 力 的 动力 系数 是 否 一 样 ? 

$10-4 思考 题 

10-13 在 振动 过 程 中 产生 阻尼 的 原因 有 哪些 ? 

10-14 什么 称 为 临界 阻尼 ? 什么 称 为 阻尼 比 ? 怎样 基 测 体系 振动 过 程 中 的 阻尼 比 ? 

10-15 如 果 阻 尼 数 值 变 大 ,振动 的 周期 将 如 何 变化 ? 

$10-5 思考 题 

10-16 对比 刚度 法 和 乘 度 法 求 频率 的 原理 和 计算 步骤 。 在 什么 情况 下 用 刚度 法 较 好 ? 
在 什么 情况 下 用 和 柔 度 法 较 好 ? 

10-17 图 a 所 示 为 一 杭 架 ,各 杆 EA 为 常数 ,桥架 杆 分 布 质量 不 计 。 此 体系 的 动力 自 
由 度 是 几 个 ? 试 求 其 自 振 频 率 与 主 振 型 。 本 问题 中 , 当 给 定 质点 m 的 竖 向 位 移 y, 为 初始 条 
件 时 ,质量 是 否 是 只 沿 竖 向 振动 ? 为 什么 ? 求 图 a 所 示 体 系 竖 向 振动 的 自 振 频率 的 提 法 ,对 
agy 行 吗 ? 


D FEFE, =° 
思考 题 10- 17 图 


讨论 :图 a 是 一 个 两 个 自由 度 的 体系 ,不 是 一 个 单 自 由 度 体系 。 其 两 个 自 振 频 率 和 主 振 
型 分 别 为 
EA 


ma ° 


wi = 0.288 YT=(1 -0.1989) 


w, = 0.790, EA yuna 5.0274) 
ma 


当 给 质点 m 竖 向 位 移 w 时 ,质点 也 不 会 只 按 竖 向 振动 .因为 这 不 是 其 主 振 型 的 振动 
方向 。 

求 图 a 所 示 体 系 竖 向 振动 的 自 振 频 率 的 提 法 是 不 对 的 .不 能 这 样 提问 题 。 因 为 本 体系 没 
有 竖 向 振动 的 振动 形式 。 除非 对 此 体系 ,另外 增加 约束 条 件 限制 质点 的 水 平 运动 .使 其 只 能 
竖 向 振动 ;如 图 b AR, FAH E, A, = ,其 他 各 杆 FA 不 变 ; 或 者 图 c 所 示 , 增 加 一 个 水 平 
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支 杆 。 但 这 时 已 不 是 图 a 所 示 的 两 个 自由 度 体系 ,而 是 图 b 和 图 c 所 示 的 单 自由 度 体系 。 

建议 读者 自己 对 本 问题 进行 详细 一 些 的 分 析 。 

$10-6 思考 题 

10-18 ”两 个 自由 度 体系 各 质点 的 位 移动 力 系数 是 否 都 是 一 样 的 ? 它们 与 内 力 动力 系 
KESHE? 与 单 自 由 度 体系 有 些 什么 不 同 ? 

10-19 ”两 个 自由 度 的 体系 有 多 少 个 发 生 共振 的 可 能 性 ? 为 什么 ? 

习 B 

10-1 试 求 图 示 梁 的 自 振 周 期 和 圆 频率 。 设 梁 端 有 重 物 W = 1.23 kN; 梁 重 不 计 ,E= 
21x 10° MPa, 1 = 78 em 。 

10-2 一 块 形 基础 ,底面 积 A = 18 m? ,重量 W = 2 352 kN, 土 壤 的 弹性 压力 系数 为 
3 000 kN/m* 。 试 求 基础 竖 向 振动 时 的 自 振 频 率 。 

10-3 试 求 图 示 体 系 的 自 振 频 率 。 


题 10-1 图 题 10-3 图 


10-4 设 图 示 竖 杆 顶 端 在 振动 开始 时 的 初 位 移 为 0.! cm( 被 拉 到 位 置 B' 后 放松 引起 振 
动 )。 试 求 顶端 B 的 位 移 振幅 最 大 速度 和 加 速度 。 
10-5 试 求 图 示 排 架 的 水 平 自 振 周 期 。 柱 的 重量 已 简化 到 顶部 ,与 屋 盖 重 合 在 一 起 。 


jE-2x10 MPa 


3m 


W=20kN 


{=16x 10*cm* l =20x 10s om’ 


E-3x10 MPa 1,=i0x10 em 


题 10-4 图 题 10-5 图 
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10-6 图 示 刚 架 跨 中 有 集中 重量 W, 刚 架 自重 不 计 , 弹 性 模 量 为 EE。 试 求 竖 向 振动 时 


HARAR. 
10-7 试 求 上 题 图 示 刚 架 水 平 振动 时 的 自 振 周期 
10-8 试 求 图 示 梁 的 最 大 竖 向 位 移 和 梁 端 弯 矩 幅 值 。 E MI W = 10 kN, Fp=2.5 kN, 


E=2x10’ MPa,l=1 130 cmt ,0= 57.6 s"! ,1 = 150 cm, 


Fe(D)=Fpsine 


题 10-8 图 


题 10-6 图 


10-9 设 有 一 个 单 自 由 度 的 体系 ,其 自 振 周 期 为 了 ,所 受 荷载 为 
当 0<i<T 


Fr(OD)= Fnsin TE» 
Fp(¢)=0, 当 1>T 
试 求 质点 的 最 大 位 移 及 其 出 现 的 时 间 ( 结 果 用 Fr 、T 和 弹簧 刚度 上 表示 )。 
10- 10 ”图 示 结构 在 柱 顶 有 电动 机 , 试 求 电动 机 转动 时 的 最 大 水 平 位 移 和 柱 端 弯 矩 的 幅 
值 。 已 知 电动 机 和 结构 的 重量 集中 于 柱 顶 , W = 20 kN, 电 动机 水 平 离心 力 的 幅 值 
,= 250 N, 电 动机 转速 n=550 rjmin, 杜 的 线 刚度 í = Ë = 5.88x 10" Neem。 
设 有 一 个 自 振 周 期 为 T 的 单 自 由 度 体系 ,承受 图 示 直 线 渐 增 荷 载 Fh(1)= 


10-11 


Fr EM. R: 


(a) 求 上 =zr 时 的 振动 位 移 值 (r). 
( 当 r= 了 Tec=T.r=14T.r=4 了 Tc=5T.r=5 二 Tc=9 本 Tir=l0T.r= 


10 二 时 ,分 别 计算 动 位 移 和 况 位移 的 比值 并 7。 静 位 移 y. = TE A DERRIER, 


(c) 从 以 上 的 计算 结果 ,可 以 得 到 怎样 的 结论 ? 


Fi(O=Fycosot w 
Pa 


T=% 


El, 


h=6 m 


题 10-11 图 


题 10-10 图 
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10-12 设 有 一 个 自 振 周期 为 的 单 自由 度 体系 .承受 图 示 突 加 荷载 作用 。 试 : 

(a) 求 任意 时 刻 + 的 位 移 y(1)。 

(b) 证 明 : 当 *<0.5T 时 ,最 大 位 移 发 生 在 时 刻 :> r( 即 印 载 后 ); 当 +>0.5T 时 ,最 大 
位 移 发 生 在 1< r( 即 印 载 前 )。 

(O) 当 r=0.1T,r=0.2T,r=0.3T,r=0.5T 时 , 求 最 大 位 移 ya SLB y. = EEM 


比值 。 


(a) ETSK 2; 当 =<0.17 Bt, PIR iti. FK. 


10-13 图 示 结构 中 柱 的 质量 集中 在 刚性 横梁 上 ,m=5 1, Fl = 7.2 x10 kNom? , RIM 
荷载 Folt) = 10 kN。 试 求 柱 顶 最 大 位 移 及 所 发 生 的 时 间 ,并 画 动 夺 矩 图 。 


Fe(D 


题 10- 12 图 题 10- 13 图 


10-14 某 结构 自由 振动 经 过 10 个 周期 后 ,振幅 降 为 原来 的 10% 。 试 求 结构 的 阻尼 比 
£ 和 在 简 谐 荷 载 作用 下 共振 时 的 动力 系数 。 

10-15 通过 图 示 结 构 做 自由 振动 实验 。 用 油 压 千斤 项 使 横梁 产生 侧 向 位 移 , 当 粱 侧 移 
0.49 cm 时 , 需 加 侧 向 力 90. 698 kN。 在 此 初 位 移 状态 下 放松 横梁 ,经 过 一 个 周期 (了 = 
1.40 s) 后 ,横梁 最 大 位 移 仅 为 0.392 cm, WR: 

(a) 结构 的 重量 W( 假 设 重 基 集 中 于 横梁 上 )。 

(b) 阻尼 比 。 

(c) 振动 6 周 后 的 位 移 振幅 。 

10-16 试 求 图 示 体 系 ! 点 的 位 移动 力 系数 和 0 点 的 恋 矩 动力 系数 ;它们 与 动力 荷载 通 
过 质点 作用 时 的 动力 系数 是 否 相同 ? 不 同 在 何 处 ? 


mQ 


Fsin@: ~| 
El 


al 


B 10- 15 图 题 10- 16 图 


3 a 
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10-17 试 求 图 示 体 系 中 弹簧 支 座 的 最 大 动 反 力 。 已 知 q. .0(Zo).m 和 弹簧 系数 人 ， 
El= co, 
10-18 试 求 图 示 梁 的 自 振 频率 和 主 振 型 。 


q =gosingt 


à z g: c ` 3 

4 . E> C& D I I 2 4 

ip re 一 | 
题 10-17 图 题 10-18 图 


10-19 试 求 图 示 刚 架 的 自 振 频 率 和 主 振 型 。 


[| 
题 10-19 图 


10-20 试 求 图 示 双 跨 梁 的 自 振 频 率 。 已 知 1 = 100 cm, mg = 1 000 N,1= 68.82 cm, 
下 =2x10: MPa。 


题 10- 20 图 


10-21 试 求 图 示 三 跨 梁 的 自 振 频率 和 主 振 型 。 已 知 /= 100 cm, W = 1 000 N,1 = 
68.82 cm, E = 2 x 10° MPa。( 提 示 : 利 用 对 称 性 。) 


"E m m 
, 1 Z Z O 
Hieke iee ieee 


510-21 图 
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10-2 试 求 图 示 两 层 刚 架 的 自 振 频率 和 主 振 型 。 设 楼 面 质量 分 别 为 m, = 120t 和 
ma = 100 1, 柱 的 质量 已 集中 于 楼 面 , 柱 的 线 刚度 分 别 为 i, =20 MN- m ffl i; = 14 MN-m, 横 
梁 刚度 为 无 限 大 。 

10-23 设 在 题 10 - 22 的 两 层 刚 架 的 二 层 楼 面 处 沿 水 平方 向 作用 一 简 谐 干扰 力 
Frsin 91 ,其 幅 值 F, =S kN ,机 器 转速 “= 150 r/min。 试 求 图 示 第 一 .二 层 楼 面 处 的 振幅 值 和 
HESE 


题 10 - 22 图 题 10- 23 图 


附录 A 《结构 力学 求解 器 》 


本 书 ( 卷 工 ) 附 有 《结构 力学 求解 器 》 光 盘 1 张 作 为 本 附录 。 光 盘 上 的 内 容 是 
本 书 的 组 成 部 分 ,含有 与 求解 器 相关 章节 的 教学 内 容 。 另 外 , 光 益 上 还 附 有 本 附 
录 中 的 A-1 和 A-2 的 内 容 。 

A-1 结构 力学 求解 器 使 用 说 明 

本 节 附 录 对 结构 力学 求解 器 的 使 用 作 了 较为 具体 的 说 明 , 包 括 :求解 功能 、 
技术 性 能 、 装 机 运行 ,以 及 命令 指南 等 。 

详细 内 容 见 所 附 光 盘 相 应 章节 。 

A-2 平面 刚 架 程序 的 框图 设计 和 源 程序 

本 节 附 录 共 有 三 部 分 内 容 。 第 一 部 分 为 平面 刚 架 程 序 的 框图 设计 ,此 项 框 
图 设计 主要 是 针对 FORTRAN77 语言 而 编写 的 ,对 于 Fortran 90 语言 亦 可 以 作 
为 参考 。 第 二 部 分 为 平面 刚 架 源 程序 (FORTRAN77 语言 )。 第 三 部 分 为 平面 
刚 架 源 程序 (Fortran 90 语言 )。 

详细 内 容 见 所 附 光盘 相应 章节 。 


附录 也 习题 答案 


(a) 内 部 不 变 ,无 多 余 约 束 (如 三 金 共 线 , 则 为 瞬 变 )。 


(b) 内 部 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(e) 内 部 不 变 , 无 多 余 约 束 。 
(d) 内 部 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(e) WE. 

(a) 几何 不 变 , 有 多 余 约束 。 
(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(c) 几何 不 变 ,无 多 余 约 束 。 
(a) 几何 不 变 ,无 多 余 约束 。 
(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(c) WE. 

(a) 几何 不 变 ,无 多 余 约束 。 
(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(a) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(b) RE. 

(a) 几何 不 变 ,无 多 余 约束 。 
(b) RE. 

(c) 几何 不 变 , 无 多 余 约 东 。 


2-10 (a) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 


(b) WR F. 


第 

(a) 几何 不 变 ,无 多 余 约束 。 
(b) 几何 可 变 。 

(e) 几何 不 变 , 无 多 余 约 束 。 
(a) 几何 不 变 , 无 多 余 约 束 。 
(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约 东 。 
(c) BE. 

(a) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(b) 内 部 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(c) 几何 不 变 , 有 多 余 约束 。 
(d) WE. 
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习题 2- 5(b) ~ 2- 10 中 各 体系 的 计算 自由 度 均 为 W =0， 
题 2-5(a),W= -2- 

(a) W= -12。 

(b) W= -3。 


(h) Me = -10 kN'mo 


(a) Mu = -6.09 kN-m, Füs = -11 kN。 
`(b) M, =4.5 kN'm( 下 边 受 拉 )，Mu = 1 kN'm( 上 边 受 拉 ) ,Me = 1.87 kN' 
边 受 拉 )。 
wh l zy < 
z= (1-2 ) 0.146 51o 


(a) Mu = qa? (HURN) 
(b) M, = M, = 1.125 kN-m( EHEH) ,Mc = 12.38 kN*m( 下 边 受 拉 )。 
(6) MA = My = F OERD o 
(a) Mp = 12.5 kN-m(#F3 49). 
(b) Mo =3 m Frv( 里 边 受 拉 )。 
(O Mo = + aa RAED 
(d) Me = 12.5 n -q( EHER) Mra =9.37 mz*q( 外 边 受 拉 ), Fare = 5 mgo 
(a) Mp =25.5 kN-m( 外 面 受 拉 )。 
(b) Mn =2.32 kN*m( 里 边 受 拉 )。 
(c) Mn =3.95 kNm EHER) o 
(d) Mp =0.98 kN*m( 外 面 受 拉 )。 
Mp =21.6 kN-m( 外 边 受 拉 ),M, = 14.4 kN-m( 外 边 受 拉 )。 
Mc = FeL( 上 边 受 拉 )。 
Fe. = qal 4 ), Fua =3qa (4), Fvn = ga( $4),Fun= qa (—>)< 
(a) 不 变 。 


m( 上 
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HRB 习题 答案 


3 


3-18 


(b) 可 变 。 

(e) 不 变 。 

(gd) 不 变 。 

(e) 不 变 。 

(D 可 变 。 

(a) Fyan = -4kN。 

(b) F.,=0.25F,(<—),Fsa =1.35Fpo 

(c) Fyw = - Fp, Fyw SVI Fp o 

(d) Fx = - Fm Fyen = Fne 

(a) Fw = -0.25F,, Fw= -2.67F,,Fa = -0.417F,, 
(b) Fu = 52.5 kN, Fu = 18 kN, Fw =~ 18 kN。 


(c) Fa =0, Fy 


(d) Fa = 11.17 kN, Fw = - 10.37 kN, Fw = -7.33 kN。 

(e) Fw = - 8.0 kN, Fo = 1.94 kN, Fa = - 11.0 kN, Fa = -1kN。 
(Ü) Fw = -2.83 kN, Fa = -3.3 kN, Fa = 1.21 kN, Fa = 5 kN, 
(a) Mr =2 kN-m( EFX), Fyne = 4 kN。 

(b) Fx = - 12 kN,Faw=3kN。 

Fy =0，Fw =30 kN, Fx. =0, Fa. =28.84 kN。 

Fr 


(a) Fa -FFn Fu = 让 Fo F = Pe. 


(b) Mr = -0.5 m° Fpo 
(c) Fip = -0.78F,, Fi, =0.45Fpo 
Fsa =9.82 kN, Mp = - 1.96 kN-m( 外 边 受 拉 ), Fonran = 3.73 KN, Fspoao 
= -11.59 kN。 
(a) Fa =9.5 kN, Fa = 10.5 kN, Fy = 11.25 kN。 
(b) Mp = -15 kN'm( 上 拉 ),Me= -3 kN'm( 上 拉 )。 
(a) Fw ,Fw 不 变 , Fn 减 小 ! 倍 。AM 不 变 。 
(b) 反 力 不 变 , 拱 高 和 跨度 增 大 1 倍 ,M 也 增 大 1 倍 。 
F, 


(a) Fee = 16.25 kN (4), Far = 5 kN( 1), M, = 17. 5 kN - m. 
Mc = -5 kN-m. 
3 H F, 
(b) a E MF. 
(c) Fue =0.72g1 ,Mu =0.72402( 下 边 受 拉 ), Ms =0.7g1*( 右 边 受 拉 )。 


附录 B JAER 
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4-8 


4-9 


(O) Fa = -2Fr,Fe= 二 FFPa= FF,. 
第 4 go 
GQ) Fa =1,W, = 
Me- | 0 (0Sa) 
(z-a) (ea<xr<0)， 
A -f (0<z<a) 
“ll (os<zs0)。 
(o) Ba = FS ,He = M, Fae = Piccos a, Foe = ~ Feesin as 
其 中 上 标 加 *0" 者 为 平权 有 关 量 的 影响 线 。 


Ra = CA 点 的 值 ) ,Fea = 0(B 点 以 有 的 值 ) ,Fae = ECB AWIN), Pan = -下 


(8 点 的 值 ),Fon = -1(Bs 点 的 值 ), Far = 0(B 点 以 右 的 值 ), Me = SCE AW 


值 ),Mr = -FB AWH) Far = -他 CEs 点 的 值 ),For =B AR) o 


FA (BC R), Ma = -4(C RWI), My = - a (C 点 的 值 ),Fox = 1(C8% 点 的 
值 )。 


Me = -0.667 m(C 点 的 值 ), Fon = -0.667(C 点 的 值 ), Fü, = (C 点 的 值 )。 
W Me= 4 mD AD Pac =D De 


W) Fn= -十 ,Fw= 二 ,Fac= -十 


L, 
+ (acg) 
Me = 
- + (CB B). 
O Fasi, F. = -外 sr, Me = P un a (C 点 的 值 ), Pac = -sin a 


I 
(C" 点 的 值 )。 


Pas -AH 0, Pes FU Fi H A, PiS (H 8), 
M= - + m(H 8), Pas - TH 8). Me = + m(G 8). Pas = +(G 


点 右边 )。 
Frea =- l, Fren =2,M, =2 m( 均 为 下 点 值 )。 


ERER: Pu = -AC 点 ) Pe O WPa (c 8), 


O 第 4 章 中 有 关 答 案 中 符号 上 面 加 一 模 线 者 ,表示 其 相应 的 影响 系数 值 。 
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附录 也 > = *##* 


下 承 荷载 :Fv = $a 点 ) F= -Ba 点 )， Fa= $H 点 )。 


=1,Fw =, Fu VIOIA C De 


4-11 Fa =2.7(C 点 ),F =2.5(C A), Fyw = ~2.5(C 点 ), Mp = 


(C 点 ),F ho =0.25(D"), Fo =0.75(D")。 


4-12 Mo = -2.08 m,Fom = - 0.462, Forc =0.329( 均 为 C 点 值 )。 


4-13 Me=+.Fae= - T G838 DAID. 
4-15 Fra=5 kN,Frs=55 kN, Far = - 5 kN, Mc = 0, 
4-16 Z,.= -1 555 kN。 
4-17 Mens = 314 kNem, Facws = 104.5 kN, Faces. = -27.3 kN。 
4-18 Frum 237 kNo 
E e : 

5-1 (a) A=1 cm(*)。 

(b) A=0.25 cm(—), 

(e) A=0.25 em(—)。 
5-2 Ay=4,-3a4,(}), Au =A, + að, (4), 0= AA) 


1 
y O. 


从 

ge 
5-5 A=4ea(*)。 
5-6 A=1.l mm( 4)。 


5-7 @ A = ).0 = a 
0) a ŠE .0 = SE 
5-8 a) a= Si) 
wah (45. 
RoS Ass Ea a= er = pgi e5256% 


5-10 Ac=6. 828 EGD 


5-11 Ac=3. s28 Pa 


5-12 Ac=23.6 


s w 
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23 Fpl? 


fs = gag ET) 
Ac = 1.58 em( 4 ), Ap =2.06 em( š )。 
Ac =0.32 cm( + )。 
Ac = 1.00 cm( + )。 

_ Fyll’ — at) Feas 
A p+). 
as = PRG ,ao = UG. 
A, = A) ,0 = BA, 
An = fea. 

_ Fyth? _ Fe ((+3h) „_ Frill +2h) 
人 
书信 FË (430), Frl(1+2h) 

(b) A = EP: aE .0=— Er e 
(9 a= CO 
(b) A= FUND. 

=0,A,=0. o7 ee). aag OO. 
A=9.81 一 六 Be Ht 
e Ei 

atil 2at, EI 
oT- (Oa. o0 ME, 
Sian (f+) ta 
Ae =20d( 4 )。 

第 6 章 

(a) 2 次 。 
(b) 7 次 。 
(0) 3 次 。 
(d) 3 次 。 


(e) 4 次 。 


附录 B 习题 答案 


(2 次 。 
(g) 7 次 。 
(h) 10 次 。 


6-2 (a) Fa = Fre 


(b) Fa = aty -3l ata 


ZP ba 


(O) Mu =F FEUER. 
6-3 (a) Fa = Fn=69( 一 )。 
(b) Fe= Fro 
(c) Fw =2.19mg(—)。 
(4) Ma = 证 9 (左边 受 拉 )。 
6-4 (a) M, =225 kN*m( 左 边 受 拉 )。 
(b) Me =2.94 m-Fp, Mn =4.06 m Fi( 左 边 受 拉 )。 
(c) 低 跨 链 杆 轴 力 为 -0.7259 ,高 跨 链 杆 轴 力 为 -1.84m*q。 
6~5 (a) Fen =1.173F,( 1); 
(b) Fyw = 0.896 Fp o 
6-6 Fy = 10.98 kN。 
中 间 吊 杆 拉力 7.66 kN th fB] W AARSE 5 kN-m( EUER) o 


6-8 (a) 各 柱 底部 森 短 为 二 和 (左边 受 拉 )。 
(b) MASELE (外 面 受 拉 )。 


(O) Mu = Ça EMER). 
(d) Me =1.8Fr( 内 部 受 拉 ) ,Mer =1.2Fv( 外 部 受 拉 ), Mea =3Fr( 内 部 受 拉 )， 
Me =4.2Fr( 下 部 受 拉 )。 


6-9 (a) Mu = sq (上 边 受 拉 )。 


(b) Mw = Ma = aga (外 部 受 拉 )。 


24 
-10 k= MEL an= aia 


sa =È I 
etu aF ss Sr 5 Er ° 


BEA, f° 
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6-12 


Ji 0.1 0.2 | 0.3 0.4 0:3 


ra (E) 0.994 4 


| 
0.977 6 | 0.9480 | 0.8956 | 0.8480 


p= 


6-14 
6-15 
6-16 


6-17 


(a) M, = Mn = 二 FrR( 内 部 受 拉 )。 


(b) M, = M, = -paR (ARER). 
Fa =0.46Fp, Ma = My = 0.11F,R, 


拱 项 M = 76.65 kN-m, HB M = - 206.79 kNm。 
水 平 推力 Fu = 13.05m- q 


(a) Ma =P a FARR) yl) =g? - z"), 
yaa = 0.385al。 


(b) Mon = Pla CFW RH) yla) = (r 24 + a), Yan =0. 1480 0 


Mw =É e( 上 边 爱 拉 )。 


š I 
Ma = Ellr- n) G ys stn) a E) 


第 7 章 
(a) (1) 3;(2) 6。 
(b) (1) 10;(2) 10。 
(c) (1) 4;(2) 9。 
(d) (1) 3;(2) 2, 


(a) Mon = 4i0,, Mon = 30, + SAL , M. = ibp - AÈ 8i- B =0。 
(b) Mm = 3 +5, Mm = El0,, Mx = -40 kN-m,1.75El8, = 35。 
(e) Me =4 Fo „Mm =24 Eos. Ma =2 Eg, Mm =0, 30 F= Muo 
(d) Ma =4i0\ + 2iðn , Mpa =4i + 20, , Mie = iba + 3 SẸ M. = 3i0, — Sy 


16 ° 
80, + 2i0n + =o, 2i0, +8i0, + 38 =0。 


r= 


2 2 
(e) Man =4i0, + 2iðn , Man = 4ig , Mar = 3i0, — 3 Mw = iða + 时 ,15i0 + 
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附录 B 习题 答案 


2ib — 39 = 0, 2i0 +50 + Eso. 


(f) Mi = 40, + 240, ,Mu = 3i0, ~ 3 TA, 


T 
(a) 3. 
(b)3 
(c) 3. 
(d) 4. 
(e) 4, 


注 :(d) .(e) 可 简化 为 2 个 基本 未 知 量 。 


Ma = 0, 7i + 20, 


Fy = - 50 kN, Fa = -75 kN, Fy = ~ 100 kN, Fy = ~ 125 kN,FN = 
= 150 kN。 
Mu = = pg Fe, Mn = = agg Fl 


Mu =27.2 kN-m, Mw: = - 54.3 kNm, Mos = 70.3 kN*m, 

Mu = - 150 kN-m, Mes = -30 kN-m, Mw = Mia = = 90 kN-mç 

Mw = -225 kN-m, M, = — 135 kN-m, Faw = 97.5 kN。 

Man = = 84.2 kNem, Men = -70.0 KN-m, My, = 35.1 kN*mç 

Mw = - 34.4 kNem, Mes = 14.7 KN-m, Mm = -20.1kN-m。 

Mc = -8.43 kN-m, Mo = 2.07 kNm, Mw = 3.07 kNm, Faw = 4.75 
Foca = -1.25 kN, Fun = -0.43 kN, Fnac = 0.43 kN,Fwo = -0.43 kN, 
Fyen = -1.25 kN。 


Mu = aga Me = 一直 9- 

Ma = Mm = -171.4 kNem, Me, = Mon = — 128.6 kN mo 
Man = -1.388m2 +q, Ma = 0.607 4m° tge 

Man = 59.14 kNm, Min = - 60.86 kNm, 

Mes = 59.14 kN-m, Mim = -60.86 kNm。 

Mes = -47.37 kN'm。 


Mi = -93.7 kNm, Me = 140.1 kN*m。 


Vaz tj 
Mu =0, Mm = pa Mwe = = g o 


(a) M= 加 于 (外 部 受 拉 )。 

(b) 同上 。 

(c) 同上. 

(a) My 27 kN'm,AMn -6.37 kN-m, 


Mia =6.77 kNm, Mis = 
Men = -1.08 kN-me 


1.41 kN:m, 


附录 B > m= + 
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(b) Man = - 2.23 kN-m, Mpa = - 1.87 kN-m, Mm = 2.27 kN-m. 
第 8 章 

(a) 否 。 

(b) Fe 

(c) 可 。 

(d) 可 。 

(e) 可 。 

《 可。 

Mn = 38.2 kN-m, Mw = -48.4 KN-mç 

Mu = 45.5 KN-m,Mo = ~ 308.3 kN-m, 

Ma = 0.100 542 , Men = 0.085 741° 。 

Mu = - 61.3 kN*m. 

Mm = 27.3 kN-m. 

192 kN-ms 

Mon = 12.78 kN-m, Mm = 15.65 kNm。 

Man =450 kN-m, 

Mm = -3.5 kN-m. 

(a) Mm = - 25.7 kN-mç 

(b) Mw = -4 kKN-m. 

(a) Mm = - 12.34 kN-m, Mo, = 20.06 kN*m, 

(b) Mia ~ 19.2 kNem, Mon = 16.8 kN-m。 

Me = = 21.2 kN-m, Man = 58.9 kNm。 

Ma = - 56.7 KN-m, Mo = ~ 45.3 kN-mç 

Min = 46.4 kN-m, Man = 19.1 kN-m. 

(a) Mia = 18.94 KN: m, Mw: = 71.65 kN+m. Mw = -90.59 kN-m, Me = 
-107.79 KN-m, Mec = -25.11 kNeme 

(b) Ma = - 121.96 kN+m. My = 37. 15 kN- m, Mie = 61.03 kN m, Mia = 
0.056 kN-m, Mo = 121.96 kN*m, Mw = ~ 61.09 kN*me 

Mau = - 13.4 kNm, Mia = - 16.5 kN-m. 

Mi = 1.78 m +q, Mm = 


1.62 m'-q,Ma = 1.5 mè +q, Mac = 0.5 m° ge 
M= IUe, rdet, M, BEAM- 3 

Fu gpt GP CAB B) Pwr = ROU- DP - (21 = 2)? NBC BD), 
Fa =0.687 5(D D Mo = r + AD B), Mo = ppU =a) 


(4P — le - (DB B) „Mo = ~ gpl = DOI- a) (31-1) (BC BOM = 
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附录 B JUMER 


0.203 (D RD, Fan = 一 rr(S =a?) (AD 段 )。 Fo= 和 机 0 DA 


-Ir 一 xz)(DB B), Fon = -a DOI z) +)(BC R), Ëo = 


0.406 3( D 右 点 的 值 )。 


501 
ay | T 
awa. ): | 
0, _ 25 


RSE: 


M, 14.29 
=-( )kN-m, 
(a) 28.57 


的 这 i A 


M, 0 
45 
结 点 转角 := 网 
点 (a) ak 
MV p2 
trame: [ ) = 人 Tm 
M; 25.71 


M, \* 3 
a 
Hir 
Man = -8.89 kNm, Mu =2.22 kN-m. 


Maw =0.845 让 ,Mia =1.690 $, 


Moa =2.161 +M. =1.914 4o 


3 

# + O 

Dy 本 
K= 3 |， 

T | 53 

对 6 7 

6 

称 T 
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9-9 
0.97 EA + 0.492 5 -0.192 EA +0.369 E! -0.768 È! bs 0,107 Fs 
0.256 ËA + 2.221 El 0.257 El w|=| 5.858F | 。 
对 T $ f 
EI _SFpl 
称 4.93] lo, ç 
9-10 M, = -0.149 1Fpl, Faz = 0.298 2Fp, 
M. = - 0.052 7Fpl, Foa = 0.074 6Fpo 
9-11 M, = - 52.36 kN-m, Far = 15 kN, 
Ma = - 37.70 kN:m, Faz = 15 kN。 
9-12 按 单元 顺序 
(a) FU=(0.5F, 0.433F 0.25F,); 
(b) FU=(-0.33F» 0.15F 0.58Fe 0.91Fp)o 
(e) FŁ=(-0.2357Fp 0.0833F, 0.353 SF 0.416 7F 0.235 7F,). 
9-13 按 单元 顺序 
F} =(0.326Fp 1.327F, 0 -0.673Fp -0.462F» 0.952F,), 
撤去 任 一 水 平 支 杆 ,刚度 矩阵 变 为 奇异 矩阵 ,无 法 求解 。 
12i 6i 
9-14 (a) o 
$ a 
š 6i 
(b) o B 
6i nij’ 
T T 
9-15 
Hisa 0 w 
0 8i -śi ° 


附录 B 习题 答案 


第 10 章 
10-1 T=0.100 4 s,w=62.58 Ss !。 
10-2 w=15s'。 


=- [BEI 
10-3 w MRT 


10-4 yo =0.1 cm, Vn = 4.175 cm/s, ana = 174.3 cm/s? o 
10-5 T=0.105 3 s. 


_ /Wr3n) ER 
WI (8AF 3n) ° 
2, /ian El 
10-7 oN Wn t20 


10-8 Ya =0.697 cm, M, =20.6 kN'mo。 


„Fug, 2 
10-9 s. EN = TT, 
10-10 ww = -0.088 4 cm( 与 F, 方向 相反 ) ,Mu = 0.52 kN*me 
Tsin Hr 
10-11 (a) y(r)= y. t- o 


à Ei 
£. A ST 


xo 1.212 E 0.873 


1.034 1 


O 计算 结果 表明 : 
(1) 当 为 T 的 整数 售 时 ,YLz) = 1。 


>= 


(2) sT R sI, 


y. 


10-12 (a) (Sr B}, y(t) = y.(1- cos ot). 


(b) :2>2r 时 ,y(+)=2y.sin Asn o(1- 王 )。 


2 
(c) 
r 0.1T 0.2T 0.3T 0.5T 
0.618 1.175 1.618 2.00 


10-13 y=2 mm, £ =0.099 s, Mn =24 kN-m。 


附录 B 习题 答案 
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10-14 
10-15 


10-16 


10- 


10-18 


=” K. 


10-20 
10-21 


10-22 
10-23 


£=0.0367, B= 14, 
(a) W =8 817 kN。 
(b) #=0.035 5, 

(c) y=0.128 5 cm. 


1 点 位 移动 力 系数 为 Bi = |) 


5 6 
0 点 硒 矩 动力 系数 为 Bn = åt, 
i> 
adm = al |r | 
5 
i=- 
w 
z s= Yi 1 
人 Ya 002 
= EL Yua 0.1602 
w =12.2984 Er ye = E, 
z T Yu l 
w =1.219 3 p A 
w =8.213 H, Yo 104028. 


Yz T 

w, =257.04 s „w, =388.61 s™' 

wi =254.45 s', Yn: Yn: Yn 1:1, 
wi =321.88 s`", Yn: Yn: Yy =1:0:-1, 
wi=446.34 s Yan:Ya:yu=1:2:1。 
e =9.88 s`! „un =23.18s '。 


楼 面 振幅 :A, = 一 0.202 mm, A; = -0.206 mm, 


HEMA E: Ma = 6.06 kN:m。 


R B| 


板 壳 结构 plate and shell structures 1 
变形 连续 条 件 compatibility condition of deformation 286 
变形 体 的 虚 功 原理 principle of virtual work for deformable body 183 


可 
常 变 体 系 constantly changeable system 21 
超 静 定 次 数 。 degree of indeterminacy 207 
超 静 定 结构 staticaliy indeterminate structure 206 


超 静 定 结构 的 位 移 — displacement of statically indeterminate structure 256 
冲击 荷载 impulsive load 434 

初始 相位 角 initial phase angle 440 

传递 系数 carry-over factor 323 


D 


达 朗 伯 原 理 山 Alembert's principle 433 

带 拉杆 的 两 金 拱 。 two-binged arch with tension bar 234 
单位 荷载 法 ”unit load method 155 

单位 支 座 位 移 法 “method of unit support displacement 97 
单元 定位 向 莽 elemen localization vector 387 

单元 分 析 element analysis 373 

单元 刚度 矩阵 element stiffness matrix 373 

单元 坐标 系 element coordinate syetem 373 
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Synopsis 


This book is the result of sore than 50 years spent in developing the program 
of instruction in Structural Mechanics at Tsinghua University. 

This book has two volumes: Volume I 
Ii — Advanced Course. 

Volume Í 


Fundamental Course; Volume 


Fundamental Course consists of 10 chapters including statically 
determinate structures, statically indeterminate structures, matrix displacement 
method and elementary theory of structural dynamics. Fundamental Course is writ- 
ten according to “The Fundamental Requirements for Structural Mechanics 
Course” which is worked out by the Mechanics Teaching Guiding Committee of 
The Minstry of Education and the recent years teaching practices done by most of 
the universities including Tsinghua University. In this volume we keep our eyes on 
laying the foundation of the Course and meeting The Fundamental Requirements of 
the Course. 

A software named Structural Mechanics Solver developed by the teaching and 
research group, and a computer program for the analys 
are attached in the disk of Volume I. 


of plane framed structures 


Volume [| —— Advanced Course consists of 7 Chapters including general re- 
marks on statically determinate structures, general remarks on statically indetermi- 
nate structures, energy principles, additional notes on structural dynmamics, sta- 
bility analysis, ultimate load of structures, structural mechanics and methodology. 
Advanced Course is written in keeping eyes on enhancement and enlargement to 
meet the requirements for elective course for higher class students and postgraduate 
students. 

This book can serve both as a textbook of Structural Mechanics in the area of 
civil engineering, hydraulic engineering, and mechanical engineering, etc., and a 


reference book for engineering technicians in relative fields. 
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为 首 批 国家 级 精品 课程 
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学 土木 水 利 学 院 院 长 .教授 ,博士 生 导师 ;全 国人 大 常委 、 中 国土 木工 
程 学 会 副 理事 长 、 国 务 院 学 位 委员 会 学 科 评 议 组 成 员 ; 兼 (建筑 结构 学 
报 ) 和 (土木 工程 学 报 ) 编 委 会 副 主 任 及 多 部 刊物 编 委 ,中 国土 木工 程 
学 会 教育 工作 委员 会 主任 ,中 国力 学 学 会 结构 工程 专业 委员 会 主任 ， 
中 国力 学 学 会 计算 力学 专业 委员 会 委员 ,教育 部 高 等 学 校 工科 力学 教 
学 指导 委员 会 副 主任 等 职 。 

1989 年 创立 了 有 限 元 线 法 ,并 对 其 作 了 系统 的 开发 与 发 展 。 
1993 年 出 版 了 独 著 的 国内 外 首部 有 关 该 法 的 英文 专著 (The Finite El- 
ement Method of Lines》。 发 表 学 术 论文 160 余 篇 。 近 年 出 版 了 多 部 
面向 21 世纪 的 教材 著作 和 软件 。 

先后 获 国家 教委 科技 进步 一 二、 三 等 奖 (第 二 完成 人 ) 各 一 项 ， 
1991 年 获 “ 作 出 突出 贡献 的 中 国 博士 "称号 ,1996 年 获 国家 杰出 青年 
科学 基金 (1998 年 获 延续 资助 ),1997 年 获 北京 市 优秀 教师 ,2000 年 
被 聘 为 教育 部 长 江 学 者 特聘 教授 ,2001 年 获 北京 市 和 国家 级 教学 成 
果 一 等 奖 (第 一 完成 人 ),2002 年 分 别 获 全 国 普通 高 等 学 校 优 秀 教 材 
一 等 奖 (第 四 完成 人 ) 和 二 等 奖 ( 第 一 完成 人 ) 各 一 项 ,2003 年 获 教育 
部 国家 级 教学 名 师 奖 ,2004 年 所 主讲 的 结构 力学 课程 被 评 为 首 批 国 
家 级 精品 课程 ,同年 获 全 国 师 德 先进 个 人 和 全 国 模范 教师 称号 。 
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本 书 第 1 版 荣获 2002 年 全 国 普通 高 等 学 校 优秀 教材 一 等 奖 


